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前言

1. 第一部分是 2023 秋刘党政老师的概率论课堂笔记.

2. 第二部分是对 Probability and Random Processes 一书中部分习题及刘党政老师补充

习题的解答.

3. 刘党政老师说, 学好概率论的一个充分条件是
√
干掉教材的习题.
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第一部分 课堂笔记

1 概率空间

例 1.1.1 (1) 掷硬币：Ω = {H,T}, A = {H}.

(2) 掷骰子：Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {5, 6}.

(3) 电子自旋：Ω = {↑, ↓}, A = {↑}.

定义 1.1.2 样本点指随机试验中出现的基本结果, 记为 ω. 样本空间指样本点全体构成的集

合, 记为 Ω. 事件指样本空间的某个子集, 记为 A.

例 1.1.3 (Dow Jones 指数) C([0, T ]) 构成样本空间.

注 1.1.4 例1.1.1中样本点个数均有限, 而例1.1.3中样本点个数无穷. 这个不平凡的例子是随

机过程中的一类研究对象.

我们可以用集合论语言与集合运算描述事件.

表 1.1: 集合术语与概率论术语对照

集合术语 概率论术语

随机试验结果 ω ∈ A A 发生

Ω 必然事件

∅ 不可能事件

Ac 事件 A 的补/余/对立事件

A ∩ B(或简记为 AB) 事件交 (同时发生)

A ∪B 事件并 (A 发生或 B 发生)

A ⊂ B A 发生时 B 亦发生

A ∩ B = ∅ A 与 B 互不相容

1



第一部分 课堂笔记 2

A1, · · · , An 两两不交 A1, · · · , An 互不相容

我们知道, 事件都是 Ω 的子集, 但是否 Ω 的所有子集都是事件？

例 1.1.5 掷硬币至 H 出现的时刻, Ω = {1, 2, 3, · · · }, 样本空间为可列无穷集, 我们关心事件

A = {2, 4, 6, · · · }. 这就要求事件域对可列并封闭.

定义 1.1.6 F ⊂ {0, 1}Ω 称为一个 σ 代数 (或 σ 域, 事件域), 若

(1) Ω ∈ F .

(2) A ∈ F =⇒ Ac ∈ F .

(3) A1, A2, · · · ∈ F =⇒
∞⋃
n=1

An ∈ F .

并称二元组 (Ω,F) 为一个可测空间.

例 1.1.7 (1) 关于 Ω 的最小 σ 代数是 F = {∅,Ω}.

(2) 设 A ⊂ Ω, 则 F = {∅, A,Ac,Ω} 是一个 σ 域.

(3) 有时 Ω“不太大”, Ω 的幂集 {0, 1}Ω 也是一个 σ 域.

定义概率的直观想法是频率稳定性, 即重复试验 N 次, 看 A 发生次数 NA. 经验表明,

lim
n→∞

NA

N
=常数 =: P(A). 此时显然有如下性质：

(1) 当 AB = ∅ 时, NA∪B = NA +NB, 进而 P(A ∪ B) = P(A) + P(B).

(2) P(Ω) = 1, P(∅) = 0.

定义 1.1.8 P : F → R 称为一个概率测度, 若

(1) (非负性) ∀A ∈ F , P(A) ⩾ 0.

(2) (规范性/归一化) P(Ω) = 1.

(3) (可列可加性) 当 {An} 互不相容时, P
(⋃

n

An

)
=
∑
n

P(An).

并称三元组 (Ω,F ,P) 为一个概率空间.

注 1.1.9 可列可加性蕴含着有限可加性.

例 1.1.10 掷硬币, Ω = {H,T}, F = {0, 1}Ω. 一个可能的概率测度 P : F → [0, 1] 为

P(∅) = 0, P(H) = p, P(T) = 1− p, P(Ω) = 1,

其中 p ∈ [0, 1]. 若 p =
1

2
, 则称硬币是“均匀”的.
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例 1.1.11 均匀骰子, Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, F = {0, 1}Ω, P(A) = |A|
6

.

注 1.1.12 例1.1.10与1.1.11均属于“有限等可能”情形, 称为古典概型.

引理 1.1.13 (1) P (Ac) + P(A) = 1.

(2) 若 A ⊂ B, 则 P(B) = P(A) + P(B \ A) ⩾ P(A).

(3) P(A ∪ B) = P(A) + P(B \ AB) = P(A) + P(B)− P(AB).

(4) (Jordan 公式) P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P (Ai1 · · ·Aik).

引理 1.1.14 (P 的连续性) 设有单调增事件列 A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · , 记

A =
∞⋃
i=1

Ai = lim
i→∞

Ai,

则 P(A) = lim
i→∞

P(Ai). 类似地, 设有单调减事件列 B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ · · · , 则

B =
∞⋂
i=1

Bi = lim
i→∞

Bi

满足 P(B) = lim
i→∞

P(Bi).

证明 只需证单调增事件列情形, 利用 De Morgan 法则可得单调减事件列情形.

可将 A 写成不交并 A = A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ (A3 \ A2) ∪ · · · , 由定义1.1.8得

P(A) = P(A1) +
∞∑
i=1

P (Ai+1 \ Ai)

= P(A1) + lim
n→∞

n−1∑
i=1

[P(Ai+1)− P(Ai)]

= lim
n→∞

P(An).

2 条件概率和独立性

直观想法：重复试验 N 次, 看在 B 发生的条件下 A 发生的次数：

NAB

NB

=
NAB

N
NB

B

→ P(AB)

P(B)
.
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定义 1.2.1 对 B, P(B) > 0, B 发生条件下 A 发生的条件概率

P(A | B) :=
P(AB)

P(B)
.

注 1.2.2 由定义验证可知, 给定 B 时, 条件概率 P( · | B) 也是概率测度.

定理 1.2.3 (乘法规则) P(AB) = P(B)P(A | B).

定义 1.2.4 若 B1, · · · , Bn 满足
n⋃

i=1

Bi = Ω, 且 {Bi} 互不相容, 则称之为 Ω 的一个划分, 其中

n 可以为 ∞, 即可列无穷. 特别地, B 与 Bc 为 Ω 的一个划分.

引理 1.2.5 (全概公式) 若 {Bi}ni=1 为 Ω 的划分, 且 P(Bi) > 0, ∀i. 则

P(A) =
n∑

i=1

P(Bi)P(A | Bi).

注 1.2.6 全概公式可以将较难求概率的事件化为较简单的事件进行研究.

引理 1.2.7 (Bayes 公式) 若 {Ai}ni=1 为 Ω 的划分, 且 P(Ai) > 0, ∀i. 则当 P(B) > 0 时, 有

P(Ai | B) =
P(AiB)

P(B)
=

P(Ai)P(B | Ai)
n∑

j=1

P(Aj)P(B | Aj)

.

注 1.2.8 Bayes 公式可以理解为“已知结果 (B) 寻找原因 (Ai)”, 是“不全概”的公式.

定义 1.2.9 称事件 A 与 B 独立, 若

P(AB) = P(A)P(B).

更一般地, 称 {Ai}i∈I 相互独立, 若对任意有限子集 J ⊂ I 均有

P

(⋂
j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

P(Aj).

注 1.2.10 (1) 这里的“独立”是通过等式规范的“统计独立性”, 与生活中对“独立”的理

解不完全相同.

(2) {Ai}i∈I 两两独立是指对任意 i, j ∈ I, Ai 与 Aj 相互独立. 注意与 {Ai}i∈I 相互独立

区分 (相互独立的阶为指数级, 两两独立的阶为 n2 级).

(3) 由“独立”带来的“分离性”在计算中有重要意义 (可类比多元微积分).
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例 1.2.11 (两两独立 6= 相互独立) 设 Ω = {1, 2, 3, 4}, A = {1, 2}, B = {1, 3}, C = {1, 4}.

则 P(A) = P(B) = P(C) =
1

2
, P(AB) = P(BC) = P(CA) =

1

4
, 因此 A,B,C 两两独立. 但

P(ABC) = P({1}) = 1

4
6=
(
1

2

)3

, 因此 A,B,C 非相互独立.

引理 1.2.12 若 A 与 B 独立, 则 A 与 Bc、Ac 与 B、Ac 与 Bc 均独立.

证明 P(ABc) = −P(AB) + P(A) = P(A) (1− P(B)) = P(A)P(Bc). 余下结论由此可得.

注 1.2.13 若 {Ai}ni=1 相互独立, 则 Ac
1, A2, · · · , An 也相互独立.

例 1.2.14 (重复独立试验, 小概率事件必然发生) 记 Ak = {A在第 k 次发生}, P(Ak) = ε ∈

(0, 1). 则 {Ak}Nk=1 相互独立. 因此在前 N 次中 A 发生的概率为

P

(
N⋃
k=1

Ak

)
= 1− P

(
N⋂
k=1

Ac
k

)
= 1− (1− ε)N → 1, N → ∞.

3 概率模型

例 1.3.1 (生日问题) 设 A = {n个人中至少有两人同一天生日}, 求 P(A).

解 P(Ac) =
An

365

365n
=⇒ P(A) = 1− An

365

365n
.

注 1.3.2 实际上, 对于不那么大的 n, P(A) 也可以十分接近 1.

n 40 45 50 55

P(A) 0.87 0.94 0.97 0.99

例 1.3.3 (计数问题) 从 n 个不同对象中取 m 个, 按有序、无序及是否允许重复分类讨论方

式数如下：

不重复 可重复

有序 Am
n nm

无序 Cm
n Cm

n−1+m

关于无序、可重复情形的说明：用 (无侧边) 匣子表示, 第 k 个小格表示第 k 个对象, 每

小格放入小球数表示该对象选取重复次数. 从所需小球 (m) 和挡板 (n− 1) 共 n− 1 +m 个

位置中选取挡板位置 (Cn−1
n−1+m) 即可确定小球位置, 进而确定取法.
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例 1.3.4 (三种统计) 将 n 个小球投入 N (⩾ n) 个盒中, 每种投法等可能. 记

A = {前 n 个盒子中各含一个球},

求 P(A).

解 分球是否可分辨、盒子容量是否有限进行讨论：

情形 1：可分辨、无限制 P(A) =
n!

Nn
.

情形 2：不可辨、无限制 同例1.3.3中无序、可重复情形知 P(A) =
1

Cn
N−1+n

.

情形 3：不可辨、每盒至多 1 个球 P(A) =
1

Cn
N

.

注 1.3.5 以上三种情形分别对应Maxwell-Boltzmann统计、Bose-Einstein统计、Fermi-Dirac

统计.

例 1.3.6 (配对问题) n 对夫妇随机坐在长桌的两侧, 先生全部坐在其中一侧. 求至少有一对

夫妇面对面的概率.

解 设 B = {至少有一对夫妇面对面}, Ak = {第 k 位先生与他的妻子面对面}.则 B =
n⋃

k=1

Ak,

由 Jordan 公式得

P(B) =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P(Ai1 · · ·Aik),

又

P(Ai1 · · ·Aik) =
(n− k)!

n!
,

因此

P(B) =
n∑

k=1

(−1)k+1 (n− k)!

n!
Ck

n

=
n∑

k=1

(−1)k+1

k!
→ 1− 1

e , n→ ∞.

例 1.3.7 (赌徒破产问题) 设玩家财富为 k, 庄家财富为 N − k, 掷硬币, 若正面朝上则玩家财

富增加 1, 否则减少 1. 双方赌至一方破产, 求玩家破产的概率.

解 设 Ak = {初始财富为 k 最后破产}, B = {第一次掷硬币正面朝上}, 记 pk = P(Ak). 则由

全概公式,

P(Ak) = P(B)P(Ak | B) + P(Bc)P(Ak | Bc),
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即

pk =
1

2
pk+1 +

1

2
pk−1, k = 1, 2, · · · .

再由边界条件 p0 = 1, pN = 0 得 pk = 1− k

N
.

例 1.3.8 (Pólya 坛子模型) 坛子里有 b 个黑球和 r 个红球, 每次从中取一个后放回, 再放入

c 个同色球. 记 Bn = {第 n 次抽取取到黑球}, 求 P(Bn).

解 1 容易验证, 在 n 次抽取中抽到 k 个黑球和 n − k 个红球的概率与两种颜色出现的次序

无关, 每种次序的概率均为

Dk(b) =
b(b+ c) · · · (b+ (k − 1)c)r(r + c) · · · (r + (n− k − 1)c)

(b+ r)(b+ r + c) · · · (b+ r + (n− 1)c)
.

记 Ak = {前 n 次抽取共抽中 k 个黑球}, 则 {Ak} 为样本空间的一个划分, 由全概公式得

P(Bn+1) =
∑
k

P(Ak)P(Bn+1 | Ak)

=
∑
k

Dk(b)Ck
n

b+ kc

b+ r + nc

=
b

b+ r

∑
k

Dk(b+ c)Ck
n

=
b

b+ r
.

其中
∑
k

Dk(b+ c)Ck
n = 1 可由其对应的事件恰为整个样本空间解释.

解 2 记 pn = P(Bn). 考虑第 n− 1 次抽取的结果可得递推关系

pn = pn−1
[b+ r + (n− 2)c]pn−1 + c

b+ r + (n− 1)c
+ (1− pn−1)

[b+ r + (n− 2)c]pn−1

b+ r + (n− 1)c
.

化简可得 pn = pn−1. 于是 pn = p1 =
b

b+ r
.

注 1.3.9 当 n = −1 时即无放回抽取, 对应于抽奖; 当 n = 0 时即有放回抽取.

4 随机变量

定义 1.4.1 设概率空间 (Ω,F ,P). 若函数 X : Ω → R 满足

{X ⩽ x} := {ω ∈ Ω : X(ω) ⩽ x} ∈ F , ∀x ∈ R,

则 X 为 (Ω,F ,P) 上的随机变量.
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注 1.4.2 定义1.4.1中的 (Ω,F ,P) 亦可换为 (Ω,F).

例 1.4.3 Ω = {H,T}. X(H) = 1, X(T) = −1. 则 X 为随机变量.

定义 1.4.4 设 X 为 (Ω,F ,P) 上随机变量, 称 F (x) = P(X ⩽ x) 为 X 的概率分布函数.

例 1.4.5 设例1.4.3中 P(H) = p, P(T) = q, 则 X 的分布函数为

F (x) =


1, x ⩾ 1,

q, −1 ⩽ x < 1,

0, x < −1.

定理 1.4.6 (概率分布函数 F 的性质)

(1) 单调增, 即若 x < y, 则 F (x) ⩽ F (y).

(2) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

(3) 右连续, 即 lim
h→0+

F (x+ h) = F (x).

证明 (1) 由 {X ⩽ x} ⊂ {X ⩽ y} 可知.

(2) 令 An = {X ⩽ n}, n = 1, 2, · · · . 则 F (n) = P(An) 且 {An} 单调升. 由 P 的连续性,

lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

P(An) = P

(⋃
n

An

)
= P(Ω) = 1.

再由 (1) 单调增可知 F (x) → 1, x→ ∞. 另一部分类似.

(3) 取 Bn =

ß
X ⩽ x+

1

n

™
, 则 {Bn} 单调降且

⋂
n

Bn = {X ⩽ x}. 因此 F

(
x+

1

n

)
=

P(Bn) → P

(⋂
n

Bn

)
= F (x), n→ ∞.

注 1.4.7 (1) 测度论表明满足定理1.4.6(1)(2)(3) 的函数 F 必为某概率空间上某随机变量的

概率分布函数. 因此将这样的 F 称为分布函数.

(2) 有时定义 G(x) := P(X < x) 为 X 的分布函数, 这时定理1.4.6(3) 的“右连续”应改

为“左连续”.

(3) 分布函数“忘却”了样本空间 Ω 的信息.

命题 1.4.8 (1) P(X > x) = 1− F (x).

(2) P(x < X ⩽ y) = F (y)− F (x).

(3) P(X = y) = F (y)− F (y−).
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例 1.4.9 设常值随机变量 X = c. 则 F (x) =

1, x ⩾ c,

0, x < c.

更一般地, 若 P(X = c) = 1, 即几乎处处常值随机变量, 则 F (x) 也同上.

例 1.4.10 (Bernoulli 两点分布) 设 P(X = 1) = p, P(X = 0) = q, 其中 p + q = 1. 则

F (x) =


1, x ⩾ 1,

q, 0 ⩽ x < 1,

0, x < 0.

例 1.4.11 (示性函数) 对 A ∈ F , 定义 IA(ω) =

1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A.

则 P(IA = 1) = P(A).

定义 1.4.12 (1维 Borel域) 所有形如 (a, b]的区间生成的 R上最小 σ 域称为 1维 Borel域,

记为 B(R).

注 1.4.13 “最小”指的是 B(R) 是所有包含形如 (a, b] 的区间的 σ 域之交.

定义 1.4.14 (d 维 Borel 域) 所有形如 (a1, b1]× · · · × (ad, bd] 的区域生成的 Rd 上最小 σ 域

称为 d 维 Borel 域, 记为 B
(
Rd
)
.

注 1.4.15 易知, {b} =
∞⋂
n=1

(
b− 1

n
, b

]
∈ B(R), (a, b) = (a, b] \ {b} ∈ B(R). 同理, [a, b), [a, b] ∈

B(R).

定义 1.4.16 Borel 域中的集合称为 Borel 集.

定理 1.4.17 设 X 为 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 则对任意 Borel 集 B ∈ B(R), 有

X−1(B) := {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ F .

证明 令 A = {A ⊂ R : X−1(A) ∈ F}. 我们断言：A 为 σ 域.

• X−1(R) = Ω ∈ F =⇒ R ∈ A.

• 若 A ∈ A, 即 X−1(A) ∈ F , 则 X−1(Ac) =
(
X−1(A)

)c ∈ F =⇒ Ac ∈ A.

• 若 An ∈ A, 即 X−1(An) ∈ F , 则 X−1

(⋃
n

An

)
=
⋃
n

X−1(An) ∈ F =⇒
⋃
n

An ∈ A.

由断言, 根据 X 的定义知 (−∞, x] ∈ A, ∀x ∈ R.进而 (a, b] = (−∞, b] \ (−∞, a] ∈ A, ∀a < b.

再由 B(R) 的最小性知 B(R) ⊂ A.
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注 1.4.18 随机变量可等价地定义为 X : Ω → R 可测 [(Ω,F) → (R,B(R))], 使得 X−1(B) ∈

F , ∀B ∈ B(R).

命题 1.4.19 若 X,Y 为 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 则 X + Y 也是 (Ω,F ,P) 上的随机变量.

证明 只需证

{X + Y ⩽ x} =
⋂
r∈Q

({X ⩽ r} ∪ {Y ⩽ x− r}) , ∀x ∈ R.

LHS ⊂ RHS 是显然的. 下证 RHS ⊂ LHS. 若 ω /∈ LHS, 即 X(ω) > −Y (ω) + x, 由 Q 在

R 中稠密可取 r ∈ Q, 使得 X(ω) > r > −Y (ω) + x, 也即

X(ω) > r 且 Y (ω) > x− r.

故 ω /∈ RHS.

5 随机向量

定义 1.5.1 X1, · · · , Xn 为 (Ω,F ,P) 上随机变量, 则称 X = (X1, · · · , Xn) 为 n 维随机向量

(或 n 维随机变量), 且称 F (x1, · · · , xn) = P(X1 ⩽ x1, · · · , Xn ⩽ xn) 为 X 的联合分布函数.

为了叙述简便, 下面先考虑 2 维随机向量 (X,Y ) 及其联合分布函数 F (x, y) = P(X ⩽
x, Y ⩽ y).

定理 1.5.2 (1) F 分别关于 x, y 单调增.

(2) F 分别关于 x, y 右连续.

(3) lim
x→−∞

F (x, y) = lim
y→−∞

F (x, y) = 0, lim
x,y→+∞

F (x, y) = 1.

(4) 对任意 x1 < x2, y1 < y2,

P (X ∈ (x1, x2], Y ∈ (y1, y2]) = P (X ⩽ x2, Y ∈ (y1, y2])− P (X ⩽ x1, Y ∈ (y1, y2])

= [F (x2, y2)− F (x2, y1)]− [F (x1, y2)− F (x1, y1)] ⩾ 0.

注 1.5.3 在定理1.5.2中, 由 (2)(3)(4) 可推出 (1), 但由 (1)(2)(3) 不能推出 (4). 反例如下：设

F (x, y) =

1, x+ y ⩾ 0,

0, x+ y < 0

.

则 (1)(2)(3) 成立, 但对 x1 = y1 = −1, x2 = y2 = 1, (4) 不成立. 一般地, 若一个函数满足

(2)(3)(4), 则它必为某概率空间上某 2 维随机向量的联合分布函数.



第一部分 课堂笔记 11

定义 1.5.4 X = (X1, · · · , Xn) 只取 Rn 中至多可数个点, 则称 X 为离散型随机变量, 并称

f(x1, · · · , xn) = P(X1 = x1, · · · , Xn = xn) 为 X 的 (联合) 分布列 (或联合质量函数).

注 1.5.5 此时

F (x1, · · · , xn) =
∑

ui⩽xi, ∀i

f(u1, · · · , un).

由于 F 有跳跃, 又称此分布为原子分布.

定义 1.5.6 若存在 n 元函数 f : Rn → R 非负可积, 使得 X 的联合分布函数

F (x1, · · · , xn) =
∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn,

则称 X 为连续型随机向量, 并称 f 为联合密度函数.

注 1.5.7 定理1.5.6中 f 可积指的是 Lebesgue意义下的可积, 但可在 Riemann积分意义下理

解.

例 1.5.8 有界区域 G ⊂ Rn, 其体积 |G| <∞. 均匀分布的密度函数

f(x) = 1

|G|
, ∀x ∈ G.

定义 1.5.9 对 X = (X1, · · · , Xn), 1 ⩽ k ⩽ n, 称 (X1, · · · , Xk) 为 X 的边缘分布, 并称

P(X1 ⩽ x1, · · · , Xk ⩽ xk) 为 F (x1, · · · , xn) 的边缘分布函数. 易知,

P(X1 ⩽ x1, · · · , Xk ⩽ xk) = lim
xk+1,··· ,xn→+∞

F (x1, · · · , xn).

注 1.5.10 在 1 维情形下作几点说明：

(1) F (x0 +∆x)− F (x0)

∆x
=

1

∆x

∫ x0+∆x

x0

f(u) du. 当 x0 是 f 的连续点时,

P (x ∈ (x0, x0 +∆x]) ∼ ∆x · f(x0).

这是密度函数的直观意义.

(2) F (x) =

∫ x

−∞
f(u) du. 由此可见密度函数不唯一, f 在有限个点上改变取值不影响 F

的取值.

(3) P(X = a) =

∫ a

a− 1
n

f(u) du→ 0, n→ ∞, 即 P(X = a) = 0.

(4) 若 F (x)连续,且在有限个点之外 F ′(x)存在且连续,则 F 为连续型随机变量的分布

函数, 且 F ′ 为密度函数.
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(5) F (x) 的不连续点至多可数.[1]

(6) 有 Lebesgue 分解：F (x) = c1F1 + c2F2 + c3F3, 其中 c1 + c2 + c3 = 1, ci ⩾ 0, F1 为离

散型随机变量的分布函数, F2 为连续型随机变量的分布函数, F3 奇异.

例 1.5.11 (钟表指针) Ω = [0, 2π), F = {A ⊂ Ω : A ∈ B(R)}.P(A) :=
|A|
2π

, 其中 | · | 为

Lebesgue 测度. 定义随机变量 X(ω) = ω, Y (ω) = ω2, 可知

FX(x) = P(X ⩽ x) =


1, x ⩾ 2π,

x

2π
, x ∈ [0, 2π),

0, x < 0.

从而

fX(x) =


1

2π
, x ∈ [0, 2π),

0, 其他.

同样地,

FY (y) = P(Y ⩽ y) =


1, y ⩾ 4π2,
√
y

2π
, y ∈ [0, 4π2),

0, y < 0.

从而

fY (y) =


1

4π
√
y
, y ∈ [0, 4π2),

0, 其他.

例 1.5.12 (既非离散型也非连续型) 随机变量 X 有密度函数 f(x) =

1, x ∈ [0, 1],

0, 其他.
. 掷一

枚均匀的硬币, 每次结果相互独立. 若出现 H 则令 Y = 0, 若出现 T 则令 Y = X. 则

• 当 y ∈ [0, 1] 时,

FY (y) = P(Y ⩽ y) = P(H)P(Y ⩽ y | H) + P(T)P(Y ⩽ y | T)

=
1

2
+

1

2
P(X ⩽ y | T) =

1 + y

2
.

[1]回忆数学分析中的如下定理：区间 (a, b) 上的递增 (减) 函数的间断点一定是跳跃点, 且跳跃点集是至多可

数的.
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• 当 y > 1 时, P(y) = 1.

• 当 y < 0 时, P(y) = 0.

画出 FY (y) 图像可见 Y 既非离散型也非连续型随机变量.

6 离散型随机变量

不要小看离散情形 阿伏伽德罗常数 ∼ 6.022× 1023、地球上原子数 ∼ 1050、宇宙间原子数

∼ 1080、围棋有效棋局 (约占 1.2%)∼ 2× 10170.

离散型随机变量的性质 P(X = xk) = pk (k = 1, 2, · · · ),
∑
k

pk = 1, pk ⩾ 0, ∀k.

例 1.6.1 (二项分布) 背景：掷硬币 n 次, 求正面出现次数.

P(X = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, · · · , n, p+ q = 1.

称 X 服从参数 (n, p) 的二项分布, 记为 X ∼ B(n, p).

例 1.6.2 (几何分布) 背景：掷硬币到首次出现 H 的等待时间.

P(X = k) = pqk−1, k = 1, 2, · · · , p ∈ (0, 1).

易知, P(X > k) = qk (k = 0, 1, · · · ). 若前 m 次 H 未出现, 设新的等待时间为 X ′, 则

P(X ′ = k) = P(X = m+ k | X > m) =
P(X = m+ k)

P(X > m)
=
pqm+k−1

qm
= pqk−1, k = 1, 2, · · · .

表明 X ′ 亦服从同样几何分布, 称其“无记忆性”或“永远年轻”.

命题 1.6.3 设 X 是取正整数值的随机变量, 若 P(X = m+ 1 | X > m) 与 m 无关, 则 X 服

从几何分布.

证明 令 p = P(X = m+ 1 | X > m), 则

p =
P(X = m+ 1)

P(X > m)
=
rm − rm+1

rm
,

这里 rm = P(X > m). 又 r0 = 1, 可知 rm = (1 − p)m. 进而 P(X = m) = rm−1 − rm =

p(1− p)m−1.
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例 1.6.4 (Poisson 分布) 背景：网站访问量、电话总台呼唤数、放射性物质放出粒子数.

P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, · · · .

记为 X ∼ P (λ).

例 1.6.5 将体积为 V 的物块分为 n 等份, ∆V =
V

n
, 并假设

(1) 每小块 7.5s 内放出 1 个 α 粒子的概率为 p = µ∆V (µ > 0), 放出 2 个及以上 α 粒

子的概率为 0.

(2) 各小块是否放出 α 粒子相互独立.

用 X 表示放出粒子数, 设 λ = µV , 则 p =
λ

n
, 从而

P(X = k) = Ck
np

kqn−k =
n!

k!(n− k)!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

→ λk

k!
e−λ, n→ ∞.

定义 1.6.6 设 X1, · · · , Xn 为 (Ω,F ,P) 随机变量, 若 ∀x1, · · · , xn ∈ R 均有

P(X1 = x1, · · · , Xn = xn) = P(X1 = x1) · · ·P(Xn = xn),

则称 X1, · · · , Xn 相互独立.

引理 1.6.7 X1, · · · , Xn 相互独立 ⇐⇒ F (x1, · · · , xn) = FX1(x1) · · ·FXn(xn), ∀x1, · · · , xn ∈

R.

证明 只需证 n = 2 的情形. 设 X,Y 为随机变量, 则

FX(x) =
∑
u⩽x

fX(u), fX(x) = FX(x)− FX(x
−),

FY (y) =
∑
u⩽y

fY (u), fY (y) = FY (y)− FY (y
−).

⇒: 由分离性可得

F (x, y) =
∑

xi⩽x,yj⩽y

P(X = xi, Y = yj) =
∑

xi⩽x,yj⩽y

P(X = xi)P(Y = yj) = FX(x)FY (y).

⇐: 我们有

F (x, y) = FX(x)FY (y), (1)

F (x−, y) = FX(x
−)FY (y), (2)
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F (x, y−) = FX(x)FY (y
−), (3)

F (x−, y−) = FX(x
−)FY (y

−). (4)

由 [(1)− (2)]− [(3)− (4)] 即得 f(x, y) = fX(x)fY (y).

例 1.6.8 掷 1 次硬币, P(H) = p ∈ (0, 1), 记 X,Y 为 H,T 出现的次数. 则 X 与 Y 不独立,

如 P(X = 1, Y = 1) = 0 6= P(X = 1)P(Y = 1). 但若改成掷 N 次硬币, N ∼ P (λ), 则 X 与 Y

独立, 这是因为

P(X = x, Y = y) = P(X = x, Y = y | N = x+ y)P(N = x+ y)

= Cx
x+yp

xqy
λx+y

(x+ y)!
e−λ =

(λp)x e−λp

x!
· (λq)

y e−λq

y!
,

从而

P(X = x) =
∑
y

P(X = x, Y = y)
Taylor 级数
========

(λp)x e−λp

x!
.

同理,

P(Y = y) =
(λq)y e−λq

y!
.

这表明 X 与 Y 独立.

7 数学期望

定义 1.7.1 若
∑

x:f(x)>0

|x|f(x) < +∞, 则称级数
∑

x:f(x)>0

xf(x) 为随机变量 X 的 (数学) 期望,

记为 E[X].

注 1.7.2 (1) 绝对收敛避免了级数重排后出现两个不同和的问题.

(2) E[X] =
∞∑
k=1

xkpk. 若存在 j 6= k 使得 xj = xk, 此求和仍是良定的.

设 X 是一个随机变量, g : R → R 是一个 Borel 可测函数. 令 Y = g(X), 则 Y (ω) =

g(X(ω)). 设 X 有分布列 f(x). 我们有如下定理.

定理 1.7.3 (1 维佚名统计学家公式) E[g(X)] =
∑
x

g(x)f(x), 这里右边级数绝对收敛.

证明 设 Y = g(X), 则

fY (y) = P(g(X) = y) = P

 ⋃
x:g(x)=y

{X = x}

 =
∑

x:g(x)=y

f(x),
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则由 Fubini 定理,

E[Y ] =
∑
y

y
∑

x:g(x)=y

f(x) =
∑
y

∑
x:g(x)=y

g(x)f(x) =
∑
x

g(x)f(x).

定义 1.7.4 k 阶矩 mk = E
[
Xk
]
, 期望 µ = E[X], 方差 Var(X) = E

[
(X − µ)2

]
, 标准差

σ =
»

Var(X), k 阶中心矩 σk = E
[
(X − µ)k

]
.

注 1.7.5 方差可以写成“二阶矩减去一阶矩的平方”：

Var(X) =
∑
x

(x− µ)2f(x) = E
[
X2
]
− 2µE[X] + µ2 = E

[
X2
]
− (E[X])2 ⩽ E

[
X2
]
.

下面求常见分布的数字特征.

例 1.7.6 (二项分布) 若 X ∼ B(n, p), 记 q = 1− p, 则有

E[X] =
n∑

k=1

kCk
np

kqn−k =
n∑

k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
pkqn−k k→k+1

======
n−1∑
k=0

n!

k!(n− 1− k)!
pk+1qn−1−k

= np
n−1∑
k=0

Ck
n−1p

kqn−k−1 分布列 → 求和为 1
============ np,

以及

E[X(X − 1)] =
n∑

k=1

k(k − 1)Ck
np

kqn−k =
n∑

k=2

n!

(k − 2)!(n− k)!
pkqn−k

= n(n− 1)p2
n−2∑
k=0

(n− 2)!

k!(n− 2− k)!
pkqn−2−k = n(n− 1)p2.

进而可得二阶中心矩

E
[
X2
]
= E[X] + E [X(X − 1)] = np [1 + (n− 1)p]

以及方差

Var(X) = E
[
X2
]
− (E[X])2 = np(1− p) = npq.

定理 1.7.7 (E 可视作线性算子)

(1) (非负性) X ⩾ 0 =⇒ E[X] ⩾ 0.

(2) (归一性) E[1] = 1.

(3) (线性性) 对任意 a, b ∈ R, E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ].
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证明 非负性与归一性是显然的, 下面验证线性性 (不平凡).

令 Ax = {X = x}, By = {Y = y}, 则用示性函数有 X =
∑
x

xIAx , Y =
∑
y

yIBy ,

aX + bY = a
∑
x

xIAx + b
∑
y

yIBy = a
∑
x,y

xIAxIBy + b
∑
x,y

yIAxIBy

= a
∑
x,y

xIAxBy + b
∑
x,y

yIAxBy =
∑
x,y

(ax+ by)IAxBy ,

这里用到了示性函数满足 IAxBy = IAxIBy 及
∑
x

IAx =
∑
y

IBy = IΩ ≡ 1 的良好性质 (AxBy

表示交集). 通过将随机变量写成示性函数线性组合的形式, 我们获得了描述期望的新观点[2]：

E[X] =
∑
x

xP(Ax).

由此表示可知

E[aX + bY ] =
∑
x,y

(ax+ by)P(AxBy) = a
∑
x,y

xP(AxBy) + b
∑
x,y

yP(AxBy) = aE[X] + bE[Y ],

这里第一个等号后的 ax+ by 可能出现重复取值, 但根据注1.7.2(2), 这不影响结果; 最后一个

等号是由加号两边分别先对 y, x 求和得到的.

定理 1.7.8 若 X 与 Y 是相互独立的两个随机变量, 且 E[|X|] < +∞,E[|Y |] < +∞, 则

E[XY ] = E[X]E[Y ].

证明 沿用定理1.7.7证明中的记号, 我们有 XY =
∑
x,y

xyIAxBy , 因此

E[XY ] =
∑
x,y

xyP(AxBy)
独立
====

∑
x,y

xyP(Ax)P(By) = E[X]E[Y ].

定理 1.7.9 (1) Var(aX + b) = a2 Var(X), ∀a, b ∈ R.

(2) Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 (E[XY ]− E[X]E[Y ]). 特别地, 当 X 与 Y 相互

独立时, Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

证明 (1) 我们有

Var(aX + b) = E
[
(aX + b− E[aX + b])2

]
= E

[
(aX + b− aE[X]− b)2

]
= a2E

[
(X − E[X])2

]
= a2 Var(X).

[2]也就是说, 我们由原先对 x 轴 (即样本空间) 进行分割转为对 y 轴 (即随机变量的取值) 进行分割.



第一部分 课堂笔记 18

(2) 我们有

Var(X + Y ) = E
[
(X + Y − E[X]− E[Y ])2

]
= Var(X) + Var(Y ) + 2E [(X − µX)(Y − µY )]

= Var(X) + Var(Y ) + 2 (E[XY ]− µXµY ) .

例 1.7.10 (不存在期望的随机变量) 设 xk = (−1)k
2k

k
,P(X = xk) =

1

2k
(k = 1, 2, · · · ). 这时

∞∑
k=1

xkpk =
∞∑
k=1

(−1)k

k
= − ln 2, 但

∞∑
k=1

|xk|pk =
∞∑
k=1

1

k
= +∞. 故 X 的期望不存在.

8 概率方法

本节内容参考书目：

The Probabilistic Method, Noga Alon, Joel H. Spencer, John Wiley & Sons, Inc, 2016.

例 1.8.1 (概率与期望的联系) E[IA] = P(A).

例 1.8.2 (随机置换) 从 n 阶置换群 Sn 中均匀随机选取一个置换 σ, 记 N(σ) 为置换 σ 的

不动点个数. 求 P(N = r).

解 令 Ai = {σ(i) = i}, 记 Ii = IAi
. 则

X =
∑

i1<···<ir
ir+1<···<in

Ii1 · · · Iir
(
1− Iir+1

)
· · · (1− Iin)

为 {N = r} 的示性函数. 利用例1.8.1中概率与期望的联系就有

P(N = r) = E[X]

= Cr
nE [I1 · · · Ir(1− Ir+1) · · · (1− In)]

= Cr
n

n−r∑
s=0

(−1)sCs
n−rE [I1 · · · IrIr+1 · · · Ir+s]

= Cr
n

n−r∑
s=0

(−1)sCs
n−r

(n− r − s)!

n!

=
1

r!

n−r∑
s=0

(−1)s

s!
.
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例 1.8.3 求例1.8.2中随机变量 N 的期望和方差.

解 由 N =
n∑

k=1

Ik 可得

E[N ] = nE[I1] = n · (n− 1)!

n!
= 1,

以及

E
[
N2
]
= E

[∑
k

Ik
∑
j

Ij

]
=
∑
j,k

E[IkIj] = nE
[
I21
]
+ n(n− 1)E[I1I2]

= 1 + n(n− 1)
(n− 2)!

n!
= 2.

故

Var(N) = E
[
N2
]
− (E[N ])2 = 1.

例 1.8.4 (Erdős 概率方法) 正十七边形 17 个顶点中恰有 5 个是红色的. 证明存在 7 个相邻

顶点, 其中至少 3 个为红色.

证明 Ω = {1, · · · , 17}. 随机取 1 个顶点, 记 ai =

1, i为红色,

0, 其他.

定义随机变量 X, X(k) =

ak+1 + · · ·+ ak+7 (下标取模 17 后落在 Ω 中的数). 则

E[X] =
17∑
k=1

1

17
(ak+1 + · · ·+ ak+7) =

5× 7

17
> 2.

我们断言 P(X > 2) > 0. 否则, P(X ⩽ 2) = 1, 进而由期望的非负性得 E[X] ⩽ 2, 矛盾. 这表

明 {X > 2} 非空, 即存在 k, 使得 X(k) > 2, 亦即 X(k) ⩾ 3.

例 1.8.5 (概率数论) ΩN = {1, 2, · · · , N}, 均匀测度. 令 Xq(n) =

1, q | n,

0, q ∤ n,
(n ∈ ΩN). 则

E[Xq] =
1

N

õ
N

q

û
∼ 1

q
.

对互素的两个数 p, q,

Cov(Xp, Xq) = E[XpXq]− E[Xp]E[Xq] =
1

N

õ
N

pq

û
− 1

N

õ
N

p

û
· 1

N

õ
N

q

û
∼ 0.
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9 协方差与条件期望

定义 1.9.1 协方差 Cov(X,Y ) = E[XY ] − E[X]E[Y ]. 当 Var(X)Var(Y ) 6= 0 时, 相关系数

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )
.

注 1.9.2 (1) 相关系数是对协方差的规范化处理 (如 X 以 kg 为单位而 Y 以 m 为单位).

(2) 更一般,对X = (X1, · · · , Xn),定义协方差矩阵 Σ = (σij)n×n,其中 σij = Cov(Xi, Xj).

我们有 Σ ⩾ 0(半正定), 这是因为实对称方阵的特征值均非负, 这也可以由以下推导看出. 对

ti ∈ R (i = 1, · · · , n),
n∑

i,j=1

titjσij =
n∑

i,j=1

titjE [(Xi − µi)(Xj − µj)]

= E

[∑
i

ti(Xi − µi)
∑
j

tj(Xj − µj)

]

= E

(∑
i

ti(Xi − µi)

)2
 ⩾ 0.

这种协方差可理解为向量各个分量之间的关系.

(3) 当 Cov(X,Y ) = 0 时, 称 X 与 Y 不相关. 易知, “独立”蕴含了“不相关”.

引理 1.9.3 (2维佚名统计学家公式) 设 (X,Y )有联合分布列 f , g : R2 → R是一个 Borel可

测函数, 则

E [g(X,Y )] =
∑
x,y

g(x, y)f(x, y).

注 1.9.4 借助 2 维佚名统计学家公式, 即使未知单个随机变量分布列, 也可以求对应期望.

引理 1.9.5 (Cauchy-Schwarz 不等式) |E[XY ]| ⩽
»
E [X2]E [Y 2], 等号成立当且仅当存在不

全为零的 a, b ∈ R, 使得 P(aX = bY ) = 1.

证明 ¬ 若 E
[
X2
]
= 0, 即

∑
x

x2f(x) = 0, 则对任意 x, x2f(x) = 0. 进而当 x 6= 0 时

fX(x) = 0, 于是 fX(0) = 1 即 P(X = 0) = 1. 又 fX(x) =
∑
y

f(x, y), 因此当 x 6= 0 时必有

f(x, y) = 0. 故由 2 维佚名统计学家公式得 E[XY ] =
∑
x,y

xyf(x, y) = 0.

­ 若 E
[
X2
]
6= 0, 由

E
[
(Y − tX)2

]
= t2E

[
X2
]
− 2tE[XY ] + E

[
Y 2
]
⩾ 0, ∀t ∈ R
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可得判别式 ∆ = 4 (E[XY ])2 − 4E
[
X2
]
E
[
Y 2
]
⩽ 0. 等号成立当且仅当存在 t0 ∈ R, 使得

E
[
(Y − t0X)2

]
= 0, 再由¬知这等价于 P(Y = t0X) = 1.

定理 1.9.6 (1) |ρ(X,Y )| ⩽ 1.

(2) 当 X 与 Y 独立或不相关时, ρ(X,Y ) = 0.

(3) ρ(X,Y ) = ±1 ⇐⇒ 存在 a, b ∈ R, 使得 P(aX + b = Y ) = 1 (即 X 与 Y 几乎处处

具有线性关系).

证明 将引理1.9.5中的 X,Y 分别替换成 X − µX , Y − µY 易证.

例 1.9.7 (多项分布) X = (X1, · · · , Xr), P(X1 = k1, · · · , Xr = kr) =
n!

k1! · · · kr!
pk11 · · · pkrr ,

r∑
i=1

pi = 1,
r∑

i=1

ki = n, pi > 0, ∀i.【背景：独立重复 n 次, 每次有 r 种结果, 发生概率分别为

p1, · · · , pr.[3]】计算 Cov(Xi, Xj), ρ(Xi, Xj) (i 6= j).

解 联系概率背景可观察到 Xi ∼ B(n, pi)
[4], 以及对 i 6= j 有 Xi +Xj ∼ B(n, pi + pj)

[5]. 利用

二项分布的期望与方差公式 (例1.7.6) 可得

Cov(Xi, Xj)
定理1.7.9(2)
========

1

2
[Var(Xi +Xj)− Var(Xi)− Var(Xj)]

=
1

2
[n(pi + pj)(1− pi − pj)− npi(1− pi)− npj(1− pj)]

= −npipj,

以及

ρ(Xi, Xj) =
−npipj√

npi(1− pi)npj(1− pj)
= −
…

pipj
(1− pi)(1− pj)

.

定义 1.9.8 设 (X,Y ) 是离散型随机向量. 当 fX(x) > 0 时, 给定 X = x 下 Y 的条件分布列

fY |X(y | x) := P(Y = y | X = x), 条件分布函数 FY |X(y | x) := P(Y ⩽ y | X = x) (可验证由

此定义的 FY |X(y | x) 当 y 变动时满足定理1.4.6中的 3 条性质, 因此是概率分布函数). 由定

义, fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
.

[3]我们有多项式展开恒等式 ∑
k1+···+kr=n

n!

k1! · · · kr!
xk1
1 · · ·xkr

r = (x1 + · · ·+ xr)
n
.

[4]考虑第 i 种结果与其余 r − 1 种结果 (把后者视作一个整体).
[5]考虑第 i 种结果和第 j 种结果的并事件与其余 r − 2 种结果.
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注 1.9.9 当 fX(X) = 0 时, f(x, y) = 0. 故总可以把 fY |X(y | x) 视作有界量.

定义 1.9.10 给定 X = x下, Y 关于 X 的条件期望 ψ(x) = E [Y | X = x] :=
∑
y

yfY |X(y | x),

并称 ψ(X) 为 Y 关于 X 的条件期望[6], 记为 E[Y | X].

注 1.9.11 (1) 虽然使 ψ(x) 有定义的 x 只有至多可列个, 我们仍将 ψ 视作 R → R 的函数.

(2) 两个随机变量的条件期望是一个随机变量. 下面的定理1.9.12就对其求期望.

定理 1.9.12 E [E[Y | X]] = E[Y ].

证明

LHS = E [ψ(X)]

=
∑
x

ψ(x)fX(x)

=
∑
x

fX(x)
∑
y

yfY |X(y | x)

=
∑
y

∑
x

yf(x, y)

=
∑
y

yfY (y)

= E[Y ].

定理1.9.12也可以写成如下的全期望公式.

定理 1.9.13 (全期望公式) E[Y ] =
∑
x

fX(x)E [Y | X = x].

进一步地, 可对全期望公式进行如下推广.

定理 1.9.14 设 ψ(X) = E[Y | X], 则对“好”[7]函数 g : R → R 可测, 有

E [g(X)ψ(X)] = E[Y g(X)].

[6]ψ(X) 表示当 x 遍历所有可能值后 ψ(x) 的所有取值.
[7]“好”的标准即这样的函数使等式两边的期望都有意义.
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证明

LHS = E [g(X)ψ(X)]

=
∑
x

g(x)ψ(x)fX(x)

=
∑
x

fX(x)g(x)
∑
y

yfY |X(y | x)

=
∑
y

∑
x

yf(x, y)g(x)

= E[Y g(X)].

注 1.9.15 高等概率论中将此恒等式作为条件期望的定义.

例 1.9.16 鸟下 N 枚蛋, N ∼ P (λ), 每枚蛋独立地以概率 p 变成小鸟, 记 K 为小鸟总数. 计

算 E [K | N ], E[K], E[N | K].

解 记 q = 1− p. 由 fK|N(k | n) = Ck
np

kqn−k 可得 E [K | N = n] = np, 进而 E[K | N ] = pN .

由定理1.9.12, E[K] = E [E[K | N ]] = E[pN ] = pλ (用到了服从以 λ 为参数的 Poisson 分布的

随机变量的期望为 λ).

下面先求 fN |K(n | k).

fN |K(n | k) = P(N = n,K = k)

P(K = k)

=
P(K = k | N = n)P(N = n)

∞∑
m=k

P(K = k | N = m)P(N = m)

=
Ck

np
kqn−k λn

n!
e−λ

∞∑
m=k

Ck
mp

kqm−k λm

m!
e−λ

m→m+k
=======

Ck
np

kqn−k λn

n!
e−λ

1
k!

∞∑
m=0

pkqm

m!
λm+k e−λ

=
Ck

np
kqn−k λn

n!
e−λ

(λp)k

k!
e−λp

=
(λq)n−k e−λq

(n− k)!
.
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故

E[N | K = k] =
∞∑
n=k

n
(λq)n−k e−λq

(n− k)!

=
∞∑
n=0

(n+ k)
(λq)n e−λq

n!

= k e−λq

∞∑
n=0

(λq)n

n!
+ λq e−λq

∞∑
n=1

(λq)n−1

(n− 1)!

= k + λq.

于是 E[N | K] = λq +K.

10 随机游走

A drunk man will find his way home but a drunk bird may get lost forever.

——Shizuo Kakutani

{Sn}, S0 = a ∈ Zd, Sn = Sn−1 + Xn = a +
n∑

k=1

Xk, {Xk} 独立同分布. 当 d = 1 时,

P(Xk = 1) = p,P(Xk = −1) = q, p+ q = 1, 称为直线上的简单随机游走. 若 p =
1

2
, 则称为对

称简单随机游走.

定理 1.10.1 设 {Sn} 为 Z 上的简单随机游走, 则有

(1) (空齐性) P (Sn = j + b | S0 = a+ b) = P (Sn = j | S0 = a).

(2) (时齐性) P (Sn+m = j | Sm = a) = P (Sn = j | S0 = a).

(3) (Markov 性[8]) P (Sn+m = j | S0 = j0, · · · , Sm = jm) = P (Sn+m = j | Sm = jm), 这里

等式只考虑两边有意义的情形[9].

证明 (1) 由 {Xk} 独立,

LHS =
P(Sn = j + b, S0 = a+ b)

P(S0 = a+ b)
=

P

(
n∑

k=1

Xk = j − a, S0 = a+ b

)
P(S0 = a+ b)

= P

(
n∑

k=1

Xk = j − a

)
= RHS.

[8]立足现在, 未来与过去无关.
[9]因为条件概率要求分母非零, RHS 有意义时 LHS 未必有意义.
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(2) 由 {Xk} 同分布,

LHS =
P (Sn+m = j, Sm = a)

P(Sm = a)
=

P

(
m+n∑

k=m+1

Xk = j − a, Sm = a

)
P(Sm = a)

= P

(
m+n∑

k=m+1

Xk = j − a

)
= P

(
n∑

k=1

Xk = j − a

)
= RHS.

(3) 我们有

LHS =
P (Sn+m = j, S0 = j0, · · · , Sm = jm)

P (S0 = j0, · · · , Sm = jm)

=

P

(
m+n∑

k=m+1

Xk = j − jm, S0 = j0, · · · , Sm = jm

)
P(S0 = j0, · · · , Sm = jm)

= P

(
m+n∑

k=m+1

Xk = j − jm

)
= RHS.

一个简单问题 若 S0 = 0, 则 P (S2n = 0) = Cn
2np

nqn.

轨道计数 平面表示：{(n, Sn) : n = 0, 1, · · · }. 引入记号：

Nn(a, b) = ♯{(0, a) → (n, b)},

N0
n(a, b) = ♯{(0, a) → (n, b)且与 x 轴有交点}.

引理 1.10.2 Nn(a, b) = C
1
2
(n+b−a)

n .

引理 1.10.3 (反射原理) 若 a, b > 0, 则 N0
n(a, b) = Nn(−a, b).

证明 每一条满足 (0, a) → (n, b) 且与 x 轴有交点的路径都可以通过将从出发到第一次与 x

轴相交的部分关于 x 轴作反射与 (0,−a) → (n, b) 的路径建立 1-1 对应.

定理 1.10.4 (投票定理) 若 b > 0, 则 ♯{(0, 0) → (n, b)且不再过 x 轴} =
b

n
Nn(0, b).
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证明 第一步只能向右, 到达 (1, 1), 因此所求为

♯{(1, 1) → (n, b)且不过 x 轴} = ♯{(0, 1) → (n− 1, b)且不过 x 轴}

= Nn−1(1, b)−N0
n−1(1, b)

反射原理
====== Nn−1(1, b)−Nn−1(−1, b)

=

(
n− 1
n+b−2

2

)
−
(
n− 1
n+b
2

)
=

b(n− 1)!(
n+b
2

)
!
(
n−b
2

)
!

=
b

n
Nn(0, b).

例 1.10.5 (竞选问题) A 最终得票 a, B 最终得票 b, a > b. 求 A 得票始终多于 B 的概率.

解 问题可转化为求 (0, 0) → (a+ b, a− b)的轨道中不再过 x轴的轨道数占比, 结合投票定理

即
a−b
a+b

Na+b(0, a− b)

Na+b(0, a− b)
=
a− b

a+ b
.

定理 1.10.6 若 S0 = 0, 则对 n ⩾ 1, 有

(1) P (S1 · · ·Sn 6= 0, Sn = b) =
|b|
n
P(Sn = b).

(2) P (S1 · · ·Sn 6= 0) =
1

n
E [|Sn|].

证明 (1) 设 b > 0, 由投票定理,

P (S1 · · ·Sn 6= 0, Sn = b) =
b

n
Nn(0, b)p

n+b
2 q

n−b
2 =

b

n
P(Sn = b).

(2) 利用 (1) 即得

P (S1 · · ·Sn 6= 0) =
∑
b ̸=0

P (S1, · · ·Sn 6= 0, Sn = b) =
∑
b

|b|
n
P(Sn = b) =

1

n
E [|Sn|] .

11 母函数

A generating function is a clothesline on which we hang up a sequence of numbers for

display.

——Herbert Wilf
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数列的母函数 {an}∞n=0, Ga(s) =
∞∑
n=0

ans
n.

例 1.11.1 ak = Ck
n, k = 0, 1, · · · , n,Ga(s) = (1 + s)n.

例 1.11.2 {an} 与 {bn} 的卷积 {cn} 定义为 cn =
∑
i+j=n

aibj, 记为 a ∗ b. 我们有 Gc(s) =

Ga(s)Gb(s).

例 1.11.3 对称随机游走 {Sn}, S0 = 0. 求 P (S0 = S2n = 0, Si ⩾ 0, i = 1, · · · , 2n− 1).

解 记 cn 为满足条件的轨道数, 则所求为
(
1

2

)2n

cn. 设游走在 t = 2k (k > 0) 时与 x 轴

首次相交, 考虑第 1 步与第 2k 步可知 0 → 2k 的轨道数为 ck−1, 于是 cn =
n∑

k=1

ck−1cn−k =

n−1∑
k=0

ckcn−1−k,又 c0 = 1.令G(s) =
∞∑
n=0

cns
n,则 G(s)− 1

s
= G(s)G(s).解得G(s) =

1±
√
1− 4s

2s
.

通过考虑 G(s) 在 s→ 1 时的极限可知应取 G(s) =
1−

√
1− 4s

2s
. 作 Taylor 展开, 有

G(s) =
1

2s

[
1− 1−

∞∑
n=1

1
2

(
1
2
− 1
)
· · ·
(
1
2
− n+ 1

)
n!

(−4s)n

]
=

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(n+ 1)!
2nsn =

∞∑
n=0

Cn
2n

n+ 1
sn.

故 cn =
1

n+ 1
Cn

2n, 称为 Catalan 数.

非负整值随机变量

定义 1.11.4 GX(s) = E
[
sX
]
称为随机变量 X 的 (概率) 母函数.

注 1.11.5 由佚名统计学家公式, GX(s) =
∞∑
k=0

P(X = k)sk. 由 GX(1) =
∞∑
k=0

P(X = k) = 1 知

GX(s) 的收敛半径 R ⩾ 1; 又 GX(s) 系数非负、求和为 1. 这两个性质完全刻画了母函数的

性质.

例 1.11.6 (典型分布)

(1) (二项分布) X ∼ B(n, p), G(s) =
n∑

k=0

Ck
np

kqn−ksk = (ps+ q)n.

(2) (几何分布) P(X = k) = qk−1p, k = 1, 2, · · · , G(s) =
∞∑
k=1

pqk−1sk =
ps

1− qs
.

(3) (Poisson 分布) X ∼ P (λ), G(s) =
∞∑
k=0

skλk

k!
e−λ = e−λ+λs.
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母函数的性质

定理 1.11.7 (1) E[X] = G′(1).

(2) E [X(X − 1) · · · (X − k + 1)] = G(k)(1).

(3) Var(X) = G′′(1) +G′(1) [1−G′(1)].

注 1.11.8 这里 G(k)(1) := lim
s→1−

G(k)(s), Abel 第二定理保证它在期望存在时是良定的.

定义 1.11.9 当 X 与 Y 独立时, 称 Z = X + Y 为 X 与 Y 的卷积, fX+Y 为 fX 与 fY 的卷

积.

定理 1.11.10 设 X1, · · · , Xn 相互独立, 则 GSn(s) =
n∏

k=1

GXk
(s), 这里 Sn =

n∑
k=1

Xk.

证明 我们用到以下事实：若随机变量 X 与 Y 独立, 则 g(X) 与 h(Y ) 亦独立. 由此,

GSn(s) = E
[
sSn
]
= E

[
sX1 · · · sXn

]
=

n∏
k=1

E
[
sXk
]
=

n∏
k=1

GXk
(s).

定理 1.11.11 设 {Xk} 相互独立同分布, 且 N 与 {Xk} 独立, 则对 S :=
N∑
k=1

Xk 有

GS(s) = GN (GX1(s)) .

证明 由定理1.9.12(或直接由全期望公式),

GS(s) = E
[
sS
]
= E

[
E
[
sS | N

]]
=

∞∑
n=0

fN(n)E
[
sS | N = n

]
=

∞∑
n=0

fN(n) (GX1(s))
n = GN (GX1(s)) .

注 1.11.12 由定理1.11.11, 我们在一定前提下给函数间的复合运算赋予了概率意义.

定义 1.11.13 随机向量 (X,Y ) 的联合母函数 G(X,Y ) = E
[
sXtY

]
.

定理 1.11.14 X 与 Y 独立 ⇐⇒ GX,Y (s, t) = GX(s)GY (t).

证明 两边作 Taylor 展开, 即证
∞∑

i,j=0

P(X = i, Y = j)sitj =
∞∑
i=0

P(X = i)si
∞∑
j=0

P(Y = j)tj.
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比较 sitj 前系数, 即证

P(X = i, Y = j) = P(X = i)P(Y = j), ∀i, j.

这即是 X 与 Y 独立.

例 1.11.15 掷 k = 3 枚均匀骰子, 求点数之和为 9 的概率.

解 记 Xi 为第 i 枚骰子的点数, 令 Sk =
k∑

i=1

Xi, 则

GSk
(s) = (GX1(s))

k =

(
6∑

i=1

si

6

)k

=

[
1

6

s (1− s6)

1− s

]k
.

对 GS3(s) 作 Taylor 展开,

GS3(s) =
s3

63
(
1− 3s6 + 3s12 − s18

) ∞∑
n=0

(
−3

n

)
(−s)n,

因此所求概率即 s9 前系数

1

63

[(
−3

6

)
− 3

]
=

1

6

[
(−3)(−4)(−5)(−6)(−7)(−8)

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
− 3

]
=

25

216
.

定义 1.11.16 矩母函数 MX(t) = E
[
etX
]
.

注 1.11.17 注意这只是形式上的定义, 实际上此期望未必存在. 特别地, 若存在 δ > 0, 使得

当 t ∈ (−δ, δ) 时 MX(t) 良定, 则可以使用许多分析手段.

12 连续型随机变量

God doesn’t play dice.

——Albert Einstein

密度函数 f : R → R 非负可积且
∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1.

分布函数 F (x) =

∫ x

−∞
f(u) du.

P(X ∈ B) =

∫
B

f(x) dx, 这里 B ∈ B(R).
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例 1.12.1 (均匀分布) X ∼ U [a, b], f(x) =
1

b− a
, x ∈ [a, b].【背景：概率和区间长度成正比.】

例 1.12.2 (指数分布) X ∼ Exp(λ), f(x) = λ e−λx, x > 0. 易知, F (x) = 1 − e−λx, x ⩾ 0.

【背景：百科新词条的时间间隔、旅客进入候机厅的时间间隔、电子产品的寿命等. 推导见

例1.12.3.】

例 1.12.3 某产品使用 t时间后, 在 ∆t时间内失效的概率为 λ∆t+ o(∆t).设其寿命为 X, 则

P(X ⩽ t+∆t | X > t) = λ∆t+ o(∆t), 即

F (t+∆t)− F (t)

1− F (t)
= ∆t (λ+ o(1)) .

令 ∆t→ 0, 有

F ′(t) = λ(1− F (t)),

又 F (0) = 0, 解得 F (t) = 1− e−λt.

注 1.12.4 若 X ∼ Exp(λ), 则

P(X > t+ s | X > t) =
e−λ(t+s)

e−λt
= e−λs .

与几何分布 (例1.6.2) 类似, 我们称其“无记忆性”或“永远年轻”.

例 1.12.5 (正态分布) X ∼ N
(
µ, σ2

)
, f(x) =

1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−µ)2 . 当 µ = 0, σ = 1 时称为标

准正态分布. 有以下事实：¬x = µ 为对称轴、最大值点.­x = µ± σ 为两拐点.【背景：学生

成绩、测量误差; f(x) 在分析、方程、数论、几何中很重要, 例如热方程


∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
,

u(0, x) = g(x)

的解为 u(t, x) =
1√
2πt

∫ +∞

−∞
g(x) e− 1

2t
(y−x)2 dy.】

例 1.12.6 (Wigner 半圆律) f(x) =
1

2πσ2

√
4σ2 − x2, |x| ⩽ 2σ. 由∫ √

4σ2 − x2 dx x=2σ sin θ
========
θ∈[−π

2
,π
2 ]

4σ2

∫
cos2 θ dθ = 2σ2

∫
[1 + cos(2θ)] dθ = 2σ2

[
θ +

sin(2θ)
2

]
+ C

可得

P(X ∈ (0, σ)) =
2σ2

2πσ2

[
θ +

sin(2θ)
2

] ∣∣∣∣∣
π
6

0

=
1

6
+

√
3

4π
.

【背景：在随机矩阵与自由概率中扮演正态分布角色.】
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定义 1.12.7 设 X1, · · · , Xn 为概率空间 (Ω,F ,P) 中随机变量. 称 X1, · · · , Xn 相互独立, 若

F (x1, · · · , xn) = FX1(x1) · · ·FXn(xn), ∀x1, · · · , xn ∈ R.

定理 1.12.8 X1, · · · , Xn 相互独立当且仅当

P (X1 ∈ B1, · · · , Xn ∈ Bn) =
n∏

i=1

P (Xi ∈ Bi) , ∀B1, · · · , Bn ∈ B(R).

证明 ⇐：显然.

⇒：不显然, 参见高等概率论.

定理 1.12.9 设函数 gi : R → R (i = 1, · · · , n)Borel 可测. 若 X1, · · · , Xn 相互独立, 则

g1(X1), · · · , gn(Xn) 亦独立.

证明 令 Yi = gi(Xi), 则

P (Yi ∈ (−∞, yi], i = 1, · · · , n) = P

Xi ∈ g−1
i ((−∞, yi])︸ ︷︷ ︸

Bi∈B(R)

, i = 1, · · · , n


定理1.12.8
=======

n∏
i=1

P(Xi ∈ Bi) =
n∏

i=1

P(Yi ⩽ yi).

定理 1.12.10 设 X1, · · · , Xn 分别有密度函数 f1, · · · , fn, 则 X1, · · · , Xn 相互独立当且仅当

联合密度函数 f(x1, · · · , xn) =
n∏

i=1

fi(xi).

命题 1.12.11 设 (Y1, Y2) = T (X1, X2), (X1, X2) 有联合密度函数 f(x1, x2). 当映射

T : D → T (D), (x1, x2) 7→ (y1, y2)

为 1-1 对应时, 可求出反函数 x1 = g1(y1, y2), x2 = g2(y1, y2). 再设 g1, g2 有连续偏导数, 则

(Y1, Y2) 的联合密度函数为

f (g1(y1, y2), g2(y1, y2)) · |J | · IT (D),

其中 J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

∂g2
∂y1

∂g2
∂y2

∣∣∣∣∣∣∣ 为 T−1 的 Jacobi 行列式.



第一部分 课堂笔记 32

证明 设变量替换 T : A→ B = T (A), 则 (Y1, Y2) ∈ B ⇐⇒ (X1, X2) ∈ A. 因此

P ((Y1, Y2) ∈ B) = P ((X1, X2) ∈ A) =

∫∫
A

f(x1, x2) dx1 dx2

=

∫∫
B

f (x1(y1, y2), x2(y1, y2)) · |J | dy1 dy2.

取 B = (−∞, y1]× (−∞, y2] ∩ T (D) 即可.

注 1.12.12 (零测集不影响积分结果) 若 D0 ⊂ D,P((X1, X2) ∈ D0) = 1, T 在 D0 上是 1-1

映射 (而不要求在 D 上是 1-1 映射), 则命题1.12.11仍成立.

例 1.12.13 设 X,Y ∼ N(0, 1)独立,则 f(x, y) =
1

2π
e− 1

2
(x2+y2).令 X = R cosΘ, Y = R sinΘ,

则 (R,Θ) 的密度函数为
1

2π
r e− 1

2
r2 .

13 数学期望与条件期望

定义 1.13.1 设连续型随机变量 X 有密度函数 f , 当
∫
R
|x|f(x) dx < +∞ 时, 称

∫
R
xf(x) dx

为 X 的期望, 记为 E[X].

定义 1.13.2 k 阶矩 mk = E
[
Xk
]
, 方差 Var(X) = E

[
(X − µX)

2
]
, 标准差 σ =

»
Var(X), 协

方差 Cov(X,Y ) = E [(X − µX) (Y − µY )] = E[XY ] − E[X]E[Y ], 当 Var(X)Var(Y ) 6= 0 时,

相关系数 ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )
.

引理 1.13.3 设连续型随机变量 X 有分布函数 F , 则

E[X] =

∫ +∞

0

(1− F (x)) dx−
∫ 0

−∞
F (x) dx.

证明 我们有

E[X] =

∫ +∞

0

xf(x) dx+
∫ 0

−∞
xf(x) dx

=

∫ +∞

0

(∫ x

0

1 dt
)
f(x) dx−

∫ 0

−∞

(∫ 0

x

1 dt
)
f(x) dx

Fubini 定理
========

∫ +∞

0

∫ +∞

t

f(x) dx dt−
∫ 0

−∞

∫ t

−∞
f(x) dx dt

=

∫ +∞

0

(1− F (t)) dt−
∫ 0

−∞
F (t) dt.
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定理 1.13.4 设 g : R → R 是一个 Borel 可测函数, X 和 g(X) 为连续型随机变量且期望存

在, 则

E[g(X)] =

∫
R
g(x)fX(x) dx.

证明 由引理1.13.3,

E[g(X)] =

∫ +∞

0

P (g(X) > t) dt−
∫ 0

−∞
P (g(X) ⩽ t) dt

=

∫ +∞

0

∫
{x|g(x)>t}

fX(x) dx dt−
∫ 0

−∞

∫
{x|g(x)⩽t}

fX(x) dx dt

Fubini 定理
========

∫
{x|g(x)>0}

(∫ g(x)

0

1 dt
)
fX(x) dx−

∫
{x|g(x)⩽0}

(∫ 0

g(x)

1 dt
)
fX(x) dx

=

∫
R
g(x)fX(x) dx.

定理 1.13.5 设 (X,Y ) 是连续型随机向量, g : R → R 是 Borel 可测函数, 且连续型随机向量

g(X,Y ) 的期望存在, 则

E [g(X,Y )] =

∫∫
R2

g(x, y)f(x, y) dx dy.

注 1.13.6 特别地, 利用积分的线性性, 可得 E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ].

定理 1.13.7 (Cauchy-Schwarz 不等式) |E[XY ]| ⩽
»
E [X2]E [Y 2].

注 1.13.8 将 X 与 Y 换成 X − µX 与 Y − µY 即得 |ρ(X,Y )| ⩽ 1.

例 1.13.9 (正态分布的数字特征) 设 X ∼ N
(
µ, σ2

)
.

E[X] =
1√
2πσ2

∫
R
(x− µ+ µ) e−

1
2σ2 (x−µ)2 dx x−µ→x

======
1√
2πσ2

∫
R
x e−

1
2σ2 x

2 dx+ µ = µ.

Var(X) =
1√
2πσ2

∫
R
(x− µ)2 e−

1
2σ2 (x−µ)2 dx x−µ→x

======
1√
2πσ2

∫
R
x2 e−

1
2σ2 x

2 dx

x=σu
=====

σ2

√
2π

∫
R
u2 e− 1

2
u2 du 分部积分

======
σ2

√
2π

(∫
R

e− 1
2
u2 du− u e− 1

2
u2
∣∣∣+∞

−∞

)
=

σ2

√
2π

(√
2π + 0

)
= σ2.

例 1.13.10 (Cauchy分布) 概率密度函数 f(x) =
1

π

1

1 + x2
,但

∫
R

|x|
1 + x2

dx =

∫ +∞

0

1

1 + x2
dx2 =

+∞, 说明期望不存在. Cauchy 分布的概率密度函数在无穷处衰减速度比正态分布慢.
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图 1.1: Cauchy 分布的概率密度函数

定义 1.13.11 设连续型随机变量 (X,Y ) 有密度函数 f(x, y). 当 fX(x) > 0 时, 给定 X = x

下 Y 的条件密度函数 fY |X(y | x) := f(x, y)

fX(x)
, 条件分布函数 FY |X(y | x) =

∫ y

−∞

f(x, v)

fX(x)
dv, 条

件期望 ψ(x) := E[Y | X = x] =

∫
R
yfY |X(y | x) dy, 并称 ψ(X) 为 Y 关于 X 的条件期望, 记

为 E[Y | X].

注 1.13.12 直观上看,

P (Y ⩽ y | x < X ⩽ x+∆x) =
P (Y ⩽ y, x < X ⩽ x+∆x)

P (x < X ⩽ x+∆x)

=

∫ y

−∞

∫ x+∆x

x

f(u, v) du dv∫ x+∆x

x

fX(u) du

≈

∫ y

−∞
∆x · f(x, v) dv

∆x · fX(x)

=

∫ y

−∞

f(x, v)

fX(x)
dv.

定理 1.13.13 E [E[Y | X]] = E[Y ]. 也可将其写成如下的全期望公式：

E[Y ] =

∫
R
fX(x)E[Y | X = x] dx.

证明 我们证明第二种形式 (全期望公式)：

RHS =

∫
R
fX(x)

∫
R

yf(x, y)

fX(x)
dy dx =

∫∫
R2

yf(x, y) dx dy =

∫
R
yfY (y) dy = E[Y ].
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与离散型随机变量的情形相同, 若对一般地“好”函数 g : R → R, 成立

E [g(X)ψ(X)] = E [Y g(X)] ,

可将 ψ(X) 定义为 Y 关于 X 的条件期望.

例 1.13.14 (二元标准正态分布) f(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
e−

x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2) , x, y ∈ R,−1 < ρ < 1.

我们先来解释为什么称之为“标准”的. 由 f(x, y) 可求边缘密度函数：

fX(x) =

∫
R
f(x, y) dy =

1√
1− ρ2

∫
R

e−
1
2
x2− (y−ρx)2

2(1−ρ2) d(y − ρx)

=
e− 1

2
x2√

1− ρ2

∫
R

e−
y2

2(1−ρ2) dy =
1√
2π

e− 1
2
x2

,

即 X ∼ N(0, 1). 同理, Y ∼ N(0, 1).

再来求 X 与 Y 的协方差.

Cov(X,Y ) =

∫∫
R2

(x− 0)(y − 0)f(x, y) dx dy =

∫∫
R2

[
x(y − ρx) + ρx2

]
f(x, y) dx dy

=
1

2π
√

1− ρ2

∫
R
x e− 1

2
x2 dx︸ ︷︷ ︸

0

∫
R
(y − ρx) e−

(y−ρx)2

2(1−ρ2) d(y − ρx) + ρ

∫∫
R2

x2f(x, y) dx dy

=
ρ

2π
√

1− ρ2

∫
R
x2 e− 1

2
x2 dx

∫
R

e−
(y−ρx)2

2(1−ρ2) d(y − ρx) = ρ.

由于 Var(X) = Var(Y ) = 1, 此时 ρ 即相关系数. 且 ρ = 0 ⇐⇒ X 与 Y 独立 (“⇒”由

f(x, y) = fX(x)fY (y) 得到).

例 1.13.15 例1.13.14中 fY |X(y | x) = 1√
2π(1− ρ2)

e−
(y−ρx)2

2(1−ρ2) . 我们有

E[Y | X = x] =
1√

2π(1− ρ2)

∫
R
(y − ρx+ ρx) e−

(y−ρx)2

2(1−ρ2) d(y − ρx) = ρx,

因此 E[Y | X] = ρX.

14 多元正态分布

定义 1.14.1 称随机向量 X = (X1, · · · , Xn) 服从多元正态分布, 若它有联合密度函数

f(x) = 1√
(2π)n det(Σ)

e− 1
2
(x−µ)Σ−1(x−µ)T

,

其中 Σ ∈ Rn×n 是正定对称矩阵. 记作 X ∼ N(µ,Σ).
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注 1.14.2 当 n = 2 时, 可写出 Σ =

 σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

 ,Σ−1 =
1

1− ρ2


1

σ2
1

− ρ

σ1σ2

− ρ

σ1σ2

1

σ2
2

.

定理 1.14.3 E[X] = µ,E
[
(X − µ)T(X − µ)

]
= Σ, 按分量即 E[Xi] = µi,Cov(Xi, Xj) = σij.

证明 由于 Σ 是实对称矩阵, 可设 Σ = BTΛB, 其中 B 是正交方阵, Λ = diag (λ1, · · · , λn). 令

y = (x − µ)BT, 即 x = µ+ yB. 先验证 f(x) 为概率密度函数.∫
Rn

f(x) dx =
| det(B)|√
(2π)n det(Σ)

∫
Rn

e− 1
2

yΛ−1yT dy =
1√

(2π)n det(Σ)

n∏
k=1

∫
R

e−
1

2λk
y2k dyk

=
1√

(2π)n det(Σ)

n∏
k=1

√
2πλk = 1.

再计算期望和方差.

E[Xi] =

∫
Rn

xif(x) dx =

∫
Rn

(
µi +

n∑
j=1

yjbji

)
e− 1

2
yΛ−1yT√

(2π)n det(Λ)
dy = µi.

Cov(Xi, Xj) =

∫
Rn

(xi − µi)(xj − µj)f(x) dx =

∫
Rn

n∑
k,l=1

ykbkiylblj
e− 1

2
yΛ−1yT√

(2π)n det(Λ)
dy

=
n∑

k=1

∫
R
y2kbkibkj

e−
y2k
2λk

√
2πλk

dyk
分部积分
======

n∑
k=1

bkiλkbkj =
(
BTΛB

)
ij
= (Σ)ij.

定理 1.14.4 (线性变换下的不变性) 设 X ∼ N(µ,Σ), D ∈ Rn×n 可逆, 则 Y = XD ∼

N
(
µD,DTΣD

)
.

证明 记 B = {x | xi ∈ (ai, bi], ∀i} , A = {x | xD ∈ B}, 则

P (Y ∈ B)
D可逆
===== P (X ∈ A) =

∫
A

f(x) dx y=xD
=====

∫
B

f
(
yD−1

) ∣∣det
(
D−1

)∣∣ dy

=

∫
B

1

|det(D)|
√

(2π)n det(Σ)
e−

1
2(yD−1−µ)Σ−1(yD−1−µ)

T
dy

=

∫
B

1√
(2π)n det (DTΣD)

e−
1
2
(y−µD)(DTΣD)

−1
(y−µD)T dy.

故 Y ∼ N(µD,DTΣD).

引理 1.14.5 设 X ∼ N(µ,Σ),Σ =

Σ11 O

O Σ22

, 其中 Σ11,Σ22 均为方阵. 将 X 及 µ 对应分

段为 X =
(
X(1),X(2)

)
与
(
µ(1),µ(2)

)
, 则 X(i) ∼ N

(
µ(i),Σii

)
, i = 1, 2.
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引理 1.14.6 设 X ∼ N(µ,Σ),Σ =

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

, 其中 Σ11,Σ22 均为方阵. 将 X 及 µ 对应分

段为 X =
(
X(1),X(2)

)
与
(
µ(1),µ(2)

)
, 则 X(1) ∼ N

(
µ(1),Σ11

)
.

证明 进行分块初等变换 I O

−Σ21Σ
−1
11 I


︸ ︷︷ ︸

DT

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 I −Σ−T
11 ΣT

21

O I


︸ ︷︷ ︸

D

=

Σ11 O

O ∗

 .

令 Y = XD, 则 Y ∼ N
(
µD,DTΣD

)
, 但

Y = XD =
(
X(1),X(2)

) I −Σ−T
11 ΣT

21

O I

 =
(
X(1), ∗

)
,

µD =
(
µ(1),µ(2)

) I −Σ−T
11 ΣT

21

O I

 =
(
µ(1), ∗

)
,

由引理1.14.5, X(1) ∼ N
(
µ(1),Σ11

)
.

定理 1.14.7 设 X ∼ N(µ,Σ), A ∈ Rn×m 列满秩 (即 rank(A) = m), 则 Y = XA ∼

N
(
µA,ATΣA

)
.

证明 ¬ 若 m = n, 则 A 是可逆方阵, 这即是定理1.14.4.

­ 若m < n,取B使得D = (A,B)可逆,则XD = (XA,XB),且DTΣD =

AT

BT

Σ
(
A B

)
=ATΣA ATΣB

BTΣA BTΣB

. 由定理1.14.4及引理1.14.6, XA ∼ N
(
µA,ATΣA

)
.

注 1.14.8 特别地, 若 X 的各个分量是独立同标准正态分布时, X ∼ N(0, In). 此时对任意 n

阶正交方阵 Q, 有 XQ ∼ N(0, In), 这体现出一种对称性 (旋转不变性).

定理 1.14.9 设 X ∼ N(µ,Σ), 则 X 各分量独立 ⇐⇒ Σ 是对角方阵.

15 再谈期望

All epistemologic value of the theory of probability is based on this: that large scale

random phenomena in their collective action create strict, non random regularity.
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——Andrey Nikolaevich Kolmogorov

本节内容参考书目：

• A Course in Probability Theory, Kai Lai Chung, Academic Press, 2001.

• 实变函数论, 周民强, 北京大学出版社, 2016.

一、记号准备

对于随机变量 X 与其分布函数 F、概率密度函数 f , 我们知道

E[X] =


∑
x

xf(x), 若 X 是离散型随机变量,∫
R
xf(x) dx, 若 X 是连续型随机变量.

现引入记号

dF (x) =

F (x)− F (x−), 若 X 是离散型随机变量,

f(x) dx, 若 X 是连续型随机变量.

则可以给出期望的统一形式：

E[X] =

∫
R
x dF (x).

而佚名统计学家公式也可以统一为

E[g(X)] =

∫
R
g(x) dF (x).

二、抽象积分

问题：对于一般的概率空间 (Ω,F ,P) 及随机变量 X、分布函数 F , 如何定义期望 E[X]？

第一步：对简单随机变量 (即只取有限个值)

可记 X =
n∑

i=1

xiIAi
, 其中 {Ai}ni=1 为 Ω 的一个划分, 则 E[X] =

n∑
i=1

xiP(Ai).

第二步：对非负随机变量

由 X ⩾ 0, 存在简单随机变量列 {Xn}, Xn ⩾ 0, 使得 Xn ↑ X(单调上升收敛到 X). 例如,

Xn = nIAn +
n2n∑
j=1

j − 1

2n
IAnj

, 其中 An = {X ⩾ n}, Anj
=

ß
j − 1

2n
⩽ x <

j

2n

™
, j = 1, · · · , n2n.

由此定义 E[X] = lim
n→∞

E[Xn]. 良定性的保证：根据 Lévy 渐升积分定理, 若 Xn ↑ X,Yn ↑ X,

则 lim
n→∞

E[Xn] = lim
n→∞

E[Yn].
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第三步：对一般随机变量

对一般随机变量 X 进行正负部分解：X = X+ − X−, 其中 X+ = max{X, 0}, X− =

max{−X, 0}. 当 E
[
X+
]
< +∞ 或 E

[
X−] < +∞(即二者不同为 +∞) 时, 可定义 E[X] =

E
[
X+
]
− E

[
X−]. 我们使用如下统一记号：

E[X] =

∫
Ω

X(ω) dP 或 E[X] =

∫
Ω

X(ω)P(dω).

特别地, 当 E[X] := E
[
X+
]
− E

[
X−] < +∞ 时, 称 X 的期望存在.

三、期望算子的性质

定理 1.15.1 (期望算子的基本性质)

(1) (非负性) X ⩾ 0
∵X−≡0
=====⇒ E[X] ⩾ 0.

(2) (规范性) E[1] = 1.

(3) (线性性) E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ], ∀a, b ∈ R.

注 1.15.2 以更高的观点来看, 若一个作用在元素为函数的线性空间上的算子满足以上三条

性质, 则它必对应于某一概率空间.

定理 1.15.3 (期望算子的连续性) 设随机变量列 {Xn} 逐点收敛于 X：Xn(ω) → X(ω),

∀ω ∈ Ω. 在以下三种情形下极限和期望可换序：

(1) 单调收敛定理：若 Xn+1(ω) ⩾ Xn(ω) ⩾ 0, ∀n, ω, 则 E[Xn] → E[X], n→ ∞.

(2) 控制收敛定理：若 |Xn| ⩽ Y , ∀n, E[Y ] < +∞, 则 E[Xn] → E[X], n→ ∞.

(3) 有界收敛定理：若存在 c > 0 使得 |Xn| ⩽ c, ∀n, 则 E[Xn] → E[X], n→ ∞.

注 1.15.4 (1) 由期望算子的规范性, (2) 蕴含着 (3).

(2) 若不是逐点收敛, 即 Xn(ω) → X(ω), ∀ω ∈ Ω0, 但 P(Ω0) = 1, 上述结论仍成立.

定理 1.15.5 (Fatou 引理) 设随机变量列 {Xn} 满足 Xn

a.s.
⩾ 0, ∀n[10], 则 E

[
lim inf
n→∞

Xn

]
⩽

lim inf
n→∞

E[Xn].

注 1.15.6 若 Xn

a.s.
⩾ −c, 其中 c > 0, 则上述结论仍成立, 因为可对 Xn + c 应用上述定理.

[10]a.s. 即 almost sure. 意即此事件发生的概率为 1.
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四、Lebesgue-Stieltjes 积分

对随机变量 X 与其分布函数 F , 引入 (R,B(R)) 上的概率测度[11]µF ((a, b]) := F (b) −

F (a). 更一般地, µF

(⊔
i

(ai, bi]

)
=
∑
i

[F (bi)− F (ai)], 且可扩展到 B(R) 上 (但过于复杂, 此

处略去不表). 由此 (R,B(R), µF ) 构成概率空间, 其上的随机变量 g : R → R 就是 Borel 可测

(任一 Borel集的原象是 Borel集)函数,抽象积分
∫
g dµF 或

∫
g dF 称为 Lebesgue-Stieltjes

积分. 我们有结论：

E[g(X)] =

∫
R
g dF.

若不是在整个 R 上积分, 可借助示性函数表示成∫
B

g dF :=

∫
R
IBg dF.

对多元情形, 我们也有

E [g(X,Y )] =

∫∫
R2

g(x, y) dF (x, y).

值得注意的是, 这里积分中集合 B 是否包含“边界点”并不是一件无关紧要的事 (对比

Riemann 积分). 例如离散型随机变量会出现“跳跃点”, 此时是否包含边界显然很重要.

五、独立随机变量之积

定理 1.15.7 设随机变量 X 与 Y 独立且期望均存在, 则 E[|XY |] < +∞ 且 E[XY ] =

E[X]E[Y ].

证明 按照定义期望时的“三步走”验证：

¬ 对简单随机变量, 我们在离散型随机变量中已验证.

­ 对非负随机变量, 可取简单随机变量列 Xn ↑ X,Yn ↑ Y 且 Xn 与 Yn 独立, 则

E[XY ] := lim
n→∞

E[XnYn]
¬
== lim

n→∞
E[Xn]E[Yn] = E[X]E[Y ].

® 对一般随机变量, 作正负部分解：X = X+ −X−, Y = Y + − Y −, 则

XY =
(
X+Y + +X−Y −)− (X+Y − +X−Y +

)
.

而两个二元组
{
X+, X−} 与 {

Y +, Y −} 独立, 进而

E[XY ] =
(
E
[
X+Y +

]
+ E

[
X−Y −])− (E [X+Y −]+ E

[
X−Y +

])
[11]注意概率测度与 Lebesgue 测度等其他测度具有显著差异, 如 µF (R) = 1.
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=
(
E
[
X+
]
− E

[
X−]) (E [Y +

]
− E

[
Y −])

= E[X]E[Y ].

16 几种收敛

Mathematics consists in proving the most obvious thing in the least obvious way.

——George Pólya

定义 1.16.1 设 X,X1, · · · , Xn 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量.

(1) 几乎处处收敛/以概率 1 收敛：P ({ω ∈ Ω | Xn(ω) → X(ω)}) = 1. 记为 Xn
a.s.−−→ X.

(2) r 阶收敛 (r ⩾ 1)：E [|Xn|r] < +∞, ∀n且 E [|Xn −X|r] → 0, n→ ∞.记为 Xn
r−→ X.

(3) 依概率收敛：P (|Xn −X| > ε) → 0, ∀ε > 0. 记为 Xn
P−→ X.

(4) 依分布收敛/弱收敛：FXn(x) → FX(x), ∀x ∈ CFX
, 其中 CFX

为 X 的分布函数 FX

的全体连续点构成的集合. 记为 Xn
D−→ X.

注 1.16.2 (1) 设 Xn =
1

n
, 则 FXn(x) =


1, x ⩾ 1

n
,

0, x <
1

n
.

我们有 lim
n→∞

FXn(x) =

1, x > 0,

0, x ⩽ 0.

但 X := lim
n→∞

Xn ≡ 0. 我们看到即使是常值随机变量列 {Xn} 的分布函数 FXn 也可能不逐

点收敛于 X 的分布函数 FX , 由此希望定义分布函数弱收敛：Fn(x) → F (x), ∀x ∈ CF . 记为

Fn
w−→ F . 故依分布收敛有时也称为弱收敛.

(2) 依分布收敛与样本空间无关 (FXn 可以不在同一概率空间上), 而其他三种收敛都涉

及两个随机变量作差, 不能脱离样本空间来谈.

定理 1.16.3 四种收敛有如下蕴含关系：

Xn
a.s.−−→ X

Xn
r−→ X

Xn
P−→ X Xn

D−→ X

当 r > s ⩾ 1 时, Xn
r−→ X =⇒ Xn

s−→ X.
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例 1.16.4 设 P(X = 0) = P(X = 1) =
1

2
. 令 Xn = X,Y = 1−X, 则 Xn, Y 都与 X 同分布.

但 |Xn − Y | = |2X − 1| ≡ 1, 因此 Xn 依分布收敛但在其他三种意义下均不收敛.

引理 1.16.5 Xn
P−→ X =⇒ Xn

D−→ X.

证明 对任意 ε > 0,

Fn(x) = P (Xn ⩽ x,X ⩽ x+ ε) + P (Xn ⩽ x,X > x+ ε)

⩽ F (x+ ε) + P (|X −Xn| > ε) .

对换上面不等式中的 Xn 与 X 并将 x 替换成 x− ε, 又有

F (x− ε) ⩽ Fn(x) ⩽ F (x+ ε) + P (|Xn −X| > ε) .

结合以上两式就有

F (x− ε)− P (|Xn −X| > ε) ⩽ Fn(x) ⩽ F (x+ ε) + P (|Xn −X| > ε) .

令 n→ ∞ 并取上下极限, 利用依概率收敛就有

F (x− ε) ⩽ lim inf
n→∞

Fn(x) ⩽ lim sup
n→∞

Fn(x) ⩽ F (x+ ε).

对任意 x ∈ CF , 令 ε→ 0 可得

lim
n→∞

Fn(x) = F (x).

引理 1.16.6 (重要不等式)

(1) 记 ‖X‖p = (E [|X|p])
1
p , 其中 p ⩾ 1.

• Hölder 不等式：‖XY ‖1 ⩽ ‖X‖p‖Y ‖q, 其中 p, q 满足共轭关系
1

p
+

1

q
= 1.

• Minkowski 不等式：‖X + Y ‖p ⩽ ‖X‖p + ‖Y ‖p.

• Lyapunov 不等式：‖X‖r ⩾ ‖X‖s, ∀r > s ⩾ 1.

(2) Markov 不等式：P(|X| ⩾ a) ⩽ E[|X|]
a

, ∀a > 0.[12]

(3) Chebyshev 不等式：P (|X − µX | ⩾ a) ⩽ Var(X)

a2
, ∀a > 0.

[12]P(|X| ⩾ a) 换成 P(|X| > a) 不等式仍成立. 这是因为证明中可将 |X| 另分解为 |X|I{|X|>a} + |X|I{|X|⩽a}.

Markov 不等式可用来估计概率密度函数在无穷远处的收敛速度.
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证明 (1) 见数学分析.

(2) 对

|X| = |X|I{|X|⩾a} + |X|I{|X|<a}

两端取期望即得

E[|X|] ⩾ E
[
|X|I{|X|⩾a}

]
⩾ aP(|X| ⩾ a).

(3) 由 Markov 不等式,

P (|X − µX | ⩾ a) = P
(
(X − µX)

2 ⩾ a2
)
⩽ E [(X − µX)

2]

a2
=

Var(X)

a2
.

注 1.16.7 利用 Markov 不等式证明 Chebyshev 不等式的思想很常用, 例如当 E
[
eX2
]
存在

时, 我们有

P(|X| ⩾ a) = P
(

eX2 ⩾ ea2
)
⩽

E
[
eX2
]

ea2 , ∀a > 0.

引理 1.16.8 (1) 当 r > s ⩾ 1 时, Xn
r−→ X =⇒ Xn

s−→ X.

(2) 当 r ⩾ 1 时, Xn
r−→ X =⇒ Xn

P−→ X.

证明 (1) 由 Lyapunov 不等式,

‖Xn −X‖s ⩽ ‖Xn −X‖r → 0, n→ ∞.

(2) 由 Markov 不等式,

P(|Xn −X| > ε) = P (|Xn −X|r > εr) ⩽ E [|Xn −X|r]
εr

→ 0, n→ ∞.

例 1.16.9 设 Ω = (0, 1], P 为其上的 Lebesgue 测度. 令 Xn(ω) =

n
1
r , 0 ⩽ ω ⩽ 1

n
,

0, 其他.

再令

X ≡ 0. 则 P(|Xn −X| > ε) ⩽ 1

n
→ 0, n→ ∞. 但 E [|Xn −X|r] = n · 1

n
= 1, 非 r 阶收敛.

定理 1.16.10 (1) 若 Xn
D−→ c ∈ R, 则 Xn

P−→ c.

(2) 若存在 K > 0, 使得 |Xn|
a.s.
⩽ K, 则当 Xn

P−→ X 时有 Xn
r−→ X.
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证明 (1) 由 Xn
D−→ c 可知, 对任意 ε > 0,

P (|Xn − c| > ε) = P (Xn > c+ ε) + P (Xn ⩽ c− ε)

⩽ [1− P(Xn ⩽ c+ ε)]︸ ︷︷ ︸
→1−1=0

+P
(
Xn ⩽ c− ε

2

)
︸ ︷︷ ︸

→0

→ 0.

(2) 我们断言：|X|
a.s.
⩽ K. 这是因为, 由

{|X| ⩽ K + ε} ⊃ {|Xn −X| ⩽ ε}︸ ︷︷ ︸
当 n 充分大时可认为即全空间

∩ {|Xn| ⩽ K}︸ ︷︷ ︸
可认为即全空间

可知 P (|X| ⩽ K + ε) = 1, 再令 ε→ 0+, 利用分布函数右连续性质即得 P(|X| ⩽ K) = 1.

记 A = {|Xn −X| ⩾ ε}, 则由

|Xn −X|r = |Xn −X|rIA + |Xn −X|rIAc

两端取期望即得

E [|Xn −X|r] ⩽ (2K)rP (|Xn −X| ⩾ ε) + εr · 1.

在上式中先令 n→ ∞ 取上极限, 再令 ε→ 0 即得 Xn
r−→ 0.

随机变量之和

定理 1.16.11 以下用 −>−− 代表 a.s. 或 r 或 P.

(1) 若 Xn
−>−−−−−→ X,Xn

−>−−−−−→ Y , 则 P(X = Y ) = 1.

(2) 若 Xn
−>−−−−−→ X,Yn

−>−−−−−→ Y , 则 Xn + Yn
−>−−−−−→ X + Y .

(3) 若将 −>−− 换成 D, 则 (1)(2) 一般不成立.

证明 (1) 只证 −>−−= r 情形. 由 Minkowski 不等式,

‖X − Y ‖r ⩽ ‖X −Xn‖r + ‖Y −Xn‖r → 0, n→ ∞.

这表明 E [|X − Y |r] = 0. 只需再证明如下事实：若 X ⩾ 0 且 E [Xr] = 0, 则 P(X = 0) = 1.

由 Markov 不等式,

P(X > ε) = P (Xr > εr) ⩽ E [Xr]

εr
= 0 =⇒ P(X ⩽ ε) = 1, ∀ε > 0.

再由分布函数的右连续性, 令 ε→ 0+ 即可证明如上事实.
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(2) 只证 −>−−= P 情形. 由三角不等式,

P (|(Xn + Yn)− (X + Y )| > ε) ⩽ P ({|Xn −X|+ |Yn − Y | > ε})

⩽ P
({

|Xn −X| > ε

2

}
∪
{
|Yn − Y | > ε

2

})
⩽ P

({
|Xn −X| > ε

2

})
+ P

({
|Yn − Y | > ε

2

})
→ 0 + 0 = 0.

(3) 设 P(X = 1) = P(X = −1) =
1

2
, 令 Xn 与 X 同分布, 则 Xn

D−→ X,Xn
D−→ −X, 但

P(X = −X) = 0, 且 Xn +Xn 不依分布收敛于 X −X = 0.

注 1.16.12 上面没有给出 −>−−= a.s. 的证明, 但可以利用两个概率为 1 的事件的交事件概率

仍为 1(习题 (1.3.5)), 在交事件上推导 (这时已经转化为函数列逐点收敛问题).

17 几乎处处收敛与 Borel-Cantelli 引理

在定义1.16.1中, 我们是通过“收敛的样本点的集合概率测度为 1”来定义几乎处处收敛

的, 现在我们希望换一种方式定义.

由

1

.

{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
=

∞∩
k=1

∞∪
m=1

∞∩
n=m

{
|Xn −X| ⩽ 1

k

}

对任意 k ∈ N
存在 m ∈ N

当 n ⩾ m 时

立即得到 Xn
a.s.−−→ X 等价于下面两条之一：

P

(
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

ß
|Xn −X| ⩽ 1

k

™)
= 1,

P

(
∞⋃
k=1

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

ß
|Xn −X| > 1

k

™)
= 0.

注意到上面第二式对 k 指标对应的事件求并后概率为 0, 因此每一个 k 对应的事件概率均为

0. 由此得到如下引理.
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引理 1.17.1 (1) Xn
a.s.−−→ X ⇐⇒ P

(
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

{|Xn −X| > ε}

)
= 0, ∀ε > 0.

P 的连续性⇐=====⇒
引理1.1.14

lim
m→∞

P

(
∞⋃

n=m

{|Xn −X| > ε}

)
= 0, ∀ε > 0.

(2) Xn
a.s.−−→ X =⇒ Xn

P−→ X.

(3) 若
∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ε) < +∞, ∀ε > 0, 则 Xn
a.s.−−→ X.

对概率空间 (Ω,F ,P) 中的事件列 {An},
∞⋃

m=n

Am 表示 An, An+1, · · · 至少 1 个发生,
∞⋂

m=n

Am 表示 An, An+1, · · · 同时发生.

定义 {An} 的上极限事件

lim sup
n→∞

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am =
{
ω ∈ Ω :有无穷多个 An 使 ω ∈ An

}
,

含义为 {An} 中有无穷多个发生, 也常记作 {An i.o.}[13].

定义 {An} 的下极限事件

lim inf
n→∞

An :=
∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Am =
{
ω ∈ Ω :只有有限多个 An 使 ω /∈ An

}
,

含义为 {An} 中只有有限多个不发生.

定理 1.17.2 (Borel-Cantelli 引理)

(1) 若
∞∑
n=1

P(An) < +∞, 则 P(An i.o.) = 0.

(2) 若 {An} 相互独立, 且
∞∑
n=1

P(An) = +∞, 则 P(An i.o.) = 1.

证明 (1) P(An i.o.) = P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

)
⩽ P

(
∞⋃

m=n

Am

)
⩽

∞∑
m=n

P(Am)
n→∞−−−→ 0.

(2) 为证 P(An i.o.) = 1, 只需证

P
((

lim sup
n→∞

An

)c)
= P

(
∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Ac
m

)
= 0,

[13]i.o. 即 infinitely often.
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进而只需证 P

(
∞⋂

m=n

Ac
m

)
= 0, ∀n. 但 {Ac

n} 相互独立, 利用不等式 1− t ⩽ e−t, 有

P

(
∞⋂

m=n

Ac
m

)
=

∞∏
m=n

[1− P(Am)] ⩽
∞∏

m=n

e−P(Am) = exp
(
−

∞∑
m=n

P(Am)

)
→ 0.

注 1.17.3 若 {An} 相互独立, 则 P(An i.o.) 要么为 0 要么为 1, 这是一种 0-1 律. 下面给出

Borel-Cantelli 引理的一个直观例子. 掷一枚均匀硬币无穷多次, 设 An = {第 n 次正面朝上},

则 {An} 相互独立, 且
∞∑
n=1

P(An) = +∞, 根据 Borel-Cantelli 引理, P(An i.o.) = 1, 而

An i.o. =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{
第 n 次正面朝上

}
=

∞⋂
n=1

{
从第 n 次往后有正面出现

}
=
{
有无穷多次正面朝上

}
,

这说明出现无穷多次正面朝上的概率为 1, 进而只出现有限多次正面朝上的概率为 0.

引理 1.17.4 设随机变量列 {Xn} 同分布, 且 E[|X1|] < +∞, 则

(1)
∞∑
n=1

P (|X1| ⩾ n) ⩽ E[|X1|] ⩽
∞∑
n=0

P (|X1| ⩾ n).

(2) 设 Yn = XnI{|Xn|⩽n}, {an} 是发散到 +∞ 的正项数列, 则
n∑

k=1

1

an
(Xk − Yk)

a.s.−−→ 0.

证明 (1) 我们有

E[|X1|] = E

[
∞∑

m=0

|X1|I{m⩽|X1|<m+1}

]
⩽

∞∑
m=0

(m+ 1)P (m ⩽ |X1| < m+ 1)

=
∞∑

m=0

m∑
n=0

P (m ⩽ |X1| < m+ 1) =
∞∑
n=0

∞∑
m=n

P (m ⩽ |X1| < m+ 1)

=
∞∑
n=0

P (|X1| ⩾ n) ,

以及

E[|X1|] = E

[
∞∑

m=0

|X1|I{m⩽|X1|<m+1}

]
⩾

∞∑
m=0

mP (m ⩽ |X1| < m+ 1)

=
∞∑

m=0

m−1∑
n=0

P (m ⩽ |X1| < m+ 1) =
∞∑
n=0

∞∑
m=n+1

P (m ⩽ |X1| < m+ 1)

=
∞∑
n=0

P (|X1| ⩾ n+ 1) =
∞∑
n=1

P (|X1| ⩾ n) .
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(2) 因为
∞∑
k=1

P(Xk 6= Yk) =
∞∑
k=1

P (|Xk| ⩾ k) =
∞∑
k=1

P (|X1| ⩾ k) ⩽ E[|X1|] < +∞,

由 Borel-Cantelli 引理, P (Xk 6= Yk i.o.) = 0, 即 P
(
{Xk 6= Yk}只发生有限次

)
= 1. 于是

n∑
k=1

1

an
(Xk − Yk)

a.s.−−→ 0.

注 1.17.5 由引理1.17.4(1), 非负随机变量 X 的期望存在 ⇐⇒
∞∑
n=0

P(X ⩾ n) < +∞ ⇐⇒

∞∑
n=0

P(X > n) < +∞. 又注意到若 X 为非负整值随机变量, E[X] =
∞∑
n=0

P(X > n).

18 大数定律

定理 1.18.1 (弱大数律) 设 {Xn}相互独立且同分布,期望 µ = E[Xk]、方差 Var(Xk) = σ2 <

+∞ 均存在. 记 Sn =
n∑

k=1

Xk, 则
Sn

n

2−→ µ 且
Sn

n

P−→ µ.

证明 我们有

Var
(
Sn

n

)
=

1

n2

n∑
k=1

Var(Xk) =
σ2

n
→ 0,

由 Chebyshev 不等式, 还有

P
(∣∣∣∣Sn

n
− µ

∣∣∣∣ > ε

)
⩽

Var
(
Sn

n

)
ε2

→ 0, ∀ε > 0.

问题 方差不存在时当如何？

截尾术 设 Yn(ω) =

Xn(ω), |Xn(ω)| ⩽ n,

0, |Xn(ω)| > n.

令 Sn =
n∑

k=1

Xk, Tn =
n∑

k=1

Yk, 则对任一发散到

无穷的数列 {an}, 有 Sn

an
与

Tn
an
收敛于同一个数或同时发散到 ±∞(这是引理1.17.4(2)). 从习

题 (5.6.4) 可以看到, 随机变量矩的信息与其尾部收敛速度有密切联系, 因此这里截断时与 n

作比较是“恰到好处”的. 另外, 当 {Xn} 相互独立时 {Yn} 也相互独立.

定理 1.18.2 (Khinchine 弱大数律) 设 {Xn} 相互独立且同分布, 期望 µ = E[Xk] 存在. 记

Sn =
n∑

k=1

Xk, 则
Sn

n

P−→ µ.
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证明 根据截尾术原理, 只需对 {Yn} 证明.

P
(∣∣∣∣Tnn − E[Tn]

n

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ 1

ε2n2
Var(Tn) =

1

ε2n2

n∑
k=1

Var(Yk)

=
1

ε2n2

n∑
k=1

[
E
[
Y 2
k

]
− (E [Yk])

2] ⩽ 1

ε2n2

n∑
k=1

E
[
X2

kI{|Xk|⩽k}
]

︸ ︷︷ ︸
Qn

.

取 an = nδ, 其中 δ ∈ (0, 1), 则

Qn =
∑
k⩽an

E
[
X2

kI{|Xk|⩽k}
]
+

∑
an<k⩽n

E
[
X2

kI{|Xk|⩽k}
]
=: Q(1)

n +Q(2)
n .

我们有如下估计：

Q(1)
n ⩽ an

∑
k⩽an

E
[
|Xk|I{|Xk|⩽an}

]
= an

∑
k⩽an

E
[
|X1|I{|X1|⩽an}

]
,

Q(2)
n =

∑
an<k⩽n

E
[
X2

1

(
I{|X1|⩽an} + I{an<|X1|⩽k}

)]
⩽ an

∑
an<k⩽n

E
[
|X1|I{|X1|⩽an}

]
+ n

∑
an<k⩽n

E
[
|X1|I{|X1|>an}

]
.

于是

Qn ⩽ nanE
[
|X1|I{|X1|⩽an}

]
+ n2E

[
|X1|I|X1|>an

]
.

因为 |X1|I{|X1|>an} ⩽ |X1|, E[X1] 存在, 由控制收敛定理知 lim
n→∞

E
[
|X1|I{|X1|>an}

]
= 0. 从而

Tn − E[Tn]
n

P−→ 0.

另一方面, 再由控制收敛定理,

E[Yk] = E
[
X1I{|X1|⩽k}

]
→ µ, n→ ∞.

于是由 Stolz 定理,
1

n
E[Tn] =

1

n

n∑
k=1

E[Yk] → µ, n→ ∞.

进而
Tn
n

P−→ µ 即
Sn

n

P−→ µ.

注 1.18.3 由于二阶矩至多同时涉及两个随机变量的乘积, 相互独立可改为两两独立.
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定理 1.18.4 设 {Xk} 相互独立, 期望 µ = E[Xk] 存在, 方差一致有界：Var(Xk) ⩽ C, ∀k. 记

Sn =
n∑

k=1

Xk, 则
Sn

n

a.s.−−→ µ.

证明 不妨设 µ = 0. 由 Chebyshev 不等式,
∞∑
n=1

P
(
|Sn2 |
n2

> ε

)
⩽

∞∑
n=1

Var(Sn2)

ε2n4
⩽

∞∑
n=1

n2C

ε2n4
=
C

ε2

∞∑
n=1

1

n2
< +∞, ∀ε.

由 Borel-Cantelli引理,子列 Sn2

n2

a.s.−−→ 0.记Mn := max
n2<k⩽(n+1)2

|Sk − Sn2 |,对任意 k ∈
(
n2, (n+ 1)2

]
,

E
[
|Sk − Sn2 |2

]
= E

[
|Xn2+1 +Xn2+2 + · · ·+Xk|2

]
= E

[
X2

n2+1

]
+ E

[
X2

n2+2

]
+ · · ·+ E

[
X2

k

]
+ 2C2

k−n2µ2

= Var (Xn2+1) + Var (Xn2+2) + · · ·+ Var (Xk)

随 k 单调递增, 因此

E
[
M2

n

]
⩽

(n+1)2∑
k=n2+1

E
[
|Sk − Sn2 |2

]
⩽ (2n+ 1)E

[∣∣S(n+1)2 − Sn2

∣∣2] ⩽ (2n+ 1)2C.

由 Markov 不等式,
∞∑
n=1

P
(
Mn

n2
> ε

)
=

∞∑
n=1

P
(
M2

n > ε2n4
)
⩽

∞∑
n=1

E [M2
n]

ε2n4
⩽

∞∑
n=1

(2n+ 1)2C

ε2n4
< +∞, ∀ε > 0,

由 Borel-Cantelli 引理, Mn

n2

a.s.−−→ 0. 因此对任意 k ∈
(
n2, (n+ 1)2

]
,∣∣∣∣Sk

k

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Sk − Sn2

k
+
Sn2

k

∣∣∣∣ ⩽ Mn

n2
+

|Sn2 |
n2

a.s.−−→ 0.

推论 1.18.5 设随机变量 {Xk}独立且均服从 Bernoulli两点分布,则 1

n

n∑
k=1

Xk → p := E[X1].

定理 1.18.6 (Kolmogorov强大数律) 设 {Xk}相互独立且同分布,记 Sn =
n∑

k=1

Xk.则
Sn

n

a.s.−−→

µ ∈ R ⇐⇒ E[|X1|] < +∞ 且 µ = E[X1].

证明 ⇐：对 Xk 作正负部分解 Xk = X+
k −X−

k ,其中 X+
k = max{0, Xk}, X−

k = max{0,−Xk}.

则 {X+
k } 相互独立且同分布, {X−

k } 相互独立且同分布, 且期望分别为 µ+ = max{0, Xk} 和
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µ− = max{0,−µ}. 因此只需对非负随机变量证明“⇐”, 进而可推广至一般随机变量. 下设

{Xk} 非负, 由截尾术原理, 只需对截断后的随机变量列 {Yk} 证明. 记 Tn =
n∑

k=1

Yk.

对 α > 1, 令 βk =
⌊
αk
⌋
, 则 αk − 1 < βk ⩽ αk, 且存在只依赖于 α 的常数 Cα, 使得

∞∑
k=m

1

β2
k

⩽ Cα

β2
m

, ∀m ⩾ 1.

由 Chebyshev 不等式,

∞∑
n=1

P
(
|Tβn − E [Tβn ]|

βn
> ε

)
⩽

∞∑
n=1

Var (Tβn)

ε2β2
n

=
∞∑
n=1

1

ε2β2
n

βn∑
k=1

Var(Yk)

⩽
∞∑
n=1

1

ε2β2
n

βn∑
k=1

E
[
Y 2
k

] 求和换序
======

∞∑
k=1

1

ε2
E
[
Y 2
k

] ∑
n:βn⩾k

1

β2
n

⩽ Cα

ε2

∞∑
k=1

1

k2
E
[
Y 2
k

]
.

我们断言最后的级数收敛. 记 Bkj = {j − 1 < Xk ⩽ j}, 则

∞∑
k=1

1

k2
E
[
Y 2
k

]
=

∞∑
k=1

1

k2

k∑
j=1

E
[
X2

kIBkj

]
⩽

∞∑
k=1

1

k2

k∑
j=1

j2P (Bkj)

⩽
∞∑
j=1

j2
∞∑
k=j

1

k2
P (B1j)⩽2

∞∑
j=1

jP (B1j)

=

(
∞∑
j=1

(j − 1)P (B1j) +
∞∑
j=1

P (B1j)

)
⩽ 2 (E[X1] + 1) < +∞.

“⩽”放缩方式如下：当 j = 1 时,
∞∑
k=j

j

k2
=

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
< 2; 当 j ⩾ 2 时,

∞∑
k=j

j

k2
=

∞∑
k=j

j

k(k − 1)
= j

∞∑
k=j

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

j

j − 1
⩽ 2.

这就证明了断言. 于是由 Borel-Cantelli 引理, 子列

Tβn − E [Tβn ]

βn

a.s.−−→ 0.

另一方面, 由控制收敛定理, lim
k→∞

E
[
X1I{X1⩽k}

]
= E[X1]. 再由 Stolz 定理得 lim

n→∞

E[Tn]
n

=

E[X1]. 故 lim
n→∞

E [Tβn ]

βn
= E[X1], 进而

1

βn
Tβn

a.s.−−→ E[X1].
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对任意正整数 k, 设 k ∈ [βn, βn+1), 由

Tβn

βn+1

⩽ Tk
k

⩽ Tβn+1

βn

即
βn
βn+1

Tβn

βn
⩽ Tk

k
⩽ Tβn+1

βn+1

βn+1

βn

取上下极限就得到
µ

α
⩽ lim inf

k→∞

Tk
k

⩽ lim sup
k→∞

Tk
k

⩽ αµ.

再令 α → 1+ 即得 lim
k→∞

Tk
k

= µ.

⇒：由 Sn

n

a.s.−−→ µ ∈ R 可得

Xn

n
=
Sn − Sn−1

n
=
Sn

n
− Sn−1

n− 1
· n− 1

n

a.s.−−→ 0,

因此
∞∑
n=1

P (|Xn| ⩾ n) < +∞.

否则, 由 Borel-Cantelli 引理, P (|Xn| ⩾ n i.o.) = 1, 与 Xn

n

a.s.−−→ 0 矛盾. 由注1.17.5即知

E[|X1|] < +∞ 即 X1 期望存在. 利用“⇐”即知 Sn

n

a.s.−−→ E[X1], 即 µ = E[X1].

注 1.18.7 以上是 Kolmogorov 强大数律的一个较初等证明, 利用 Kolmogorov 不等式还可以

给出另一种证明.

定理 1.18.8 (Khinchine 重对数律) 设 {Xk} 相互独立且同分布, E[Xk] = 0, Var(Xk) = 1,

∀k. 记 Sn =
n∑

k=1

Xk, 则

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

a.s.
=== 1, lim inf

n→∞

Sn√
2n ln lnn

a.s.
=== −1.

注 1.18.9 (1) 钟开莱评价此结果为 “a growing achievement in classical probability”. 由重对

数律可知, 对任意 δ > 0, lim
n→∞

Sn

n
1
2
+δ

= 0.

(2) 若 E[Xk] = µ,Var(Xk) = σ2, 则上述定理变为

lim sup
n→∞

Sn − nµ

σ
√
2n ln lnn

a.s.
=== 1, lim inf

n→∞

Sn − nµ

σ
√
2n ln lnn

a.s.
=== −1.
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19 特征函数

What we know is not much. What we do not know is immense.

——Pierre-Simon Laplace

定义 1.19.1 设 X,Y 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量, 称 Z = X + iY 为复随机变量, 并

定义其期望为 E[Z] = E[X] + iE[Y ].

注 1.19.2 (1) 复随机变量即 2 维随机向量.

(2) Z1 = X1 + iY1 与 Z2 = X2 + iY2 独立是指 (X1, Y1) 与 (X2, Y2) 独立, 也即

P (X1 ⩽ x1, Y1 ⩽ y1, X2 ⩽ x2, Y2 ⩽ y2) = P (X1 ⩽ x1, Y1 ⩽ y1)P (X2 ⩽ x2, Y2 ⩽ y2) .

(3) 当 Z1 与 Z2 独立时, 有 E[Z1Z2] = E[Z1]E[Z2].【利用 (2) 中等式求边缘分布可知 X1

与 X2、Y1 与 Y2、X1 与 Y2、X2 与 Y1 均独立, 再根据定义即可验证.】

定义 1.19.3 随机变量 X 的特征函数 ϕX(t) = E
[
ei tX], t ∈ R.

注 1.19.4 (1) ϕX(t) = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)].

(2) 由于
∣∣ei tX∣∣ ≡ 1 是有界量, ϕX(t) 总存在.

(3) ϕX(t) =

∫
R

ei tx dFX . 特别地, 当 X 是连续型随机变量时, ϕX(t) =

∫
R

ei tx f(x) dx.

下面在不引起混淆的前提下将 ϕX(t) 简记为 ϕ(t).

定理 1.19.5 (1) ϕ(0) = 1, ϕ(t) = ϕ(−t), |ϕ(t)| ⩽ 1.

(2) ϕ(t) 在 R 上一致连续.

(3) ϕ(t)半正定, 即
n∑

j,k=1

zjzkϕ (tj − tk) ⩾ 0, ∀zj ∈ C (j = 1, · · · , n).

证明 (1) ϕ(0) = E[1] = 1, ϕ(t) = E [ei tx] = E
[
e− i tx] = ϕ(−t), |ϕ(t)| ⩽ E

[∣∣ei tX∣∣] = E[1] = 1.

(2) 由于

|ϕ(t0 + h)− ϕ(t0)| =
∣∣E [ei t0X

(
eihX −1

)]∣∣ ⩽ E
[∣∣ei t0X

∣∣ · ∣∣eihX −1
∣∣] = E

[∣∣eihX −1
∣∣] ,

而
∣∣eihX −1

∣∣ ⩽ ∣∣eihX∣∣+ 1 = 2, 根据有界收敛定理,

lim
h→0

E
[∣∣eihX −1

∣∣] = E [0] = 0.

注意到 E
[∣∣eihX −1

∣∣] 不含 t0, 因此 ϕ(t) 在 R 上一致连续.

https://en.wikipedia.org/wiki/Positive-definite_function_on_a_group?wprov=sfti1
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(3) 我们有
n∑

j,k=1

zjzkϕ (tj − tk) =
n∑

j,k=1

E
[
zjzk ei(tj−tk)X

]
= E

[(
n∑

j=1

zj ei tjX

)(
n∑

k=1

zk e− i tkX

)]

= E

[(
n∑

j=1

zj ei tjX

)(
n∑

k=1

zk ei tkX

)]

= E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

zj ei tjX

∣∣∣∣∣∣
2 ⩾ 0.

注 1.19.6 根据 Bochner 定理, 以上 3 个性质完整刻画了特征函数的性质, 即满足这 3 个性

质的函数必为某随机变量的特征函数.

定理 1.19.7 若 E
[
|X|k

]
< +∞, 则对任意 j ⩽ k, 有 ϕ(j)(0) = ij E

[
Xj
]
. 进而有 Taylor 展开

ϕ(t) =
k∑

j=0

(i t)j
j!

E
[
Xj
]
+ o

(
tk
)
.

证明 由习题 (5.6.4)[14]可知 E
[
|X|j

]
< +∞, ∀j ⩽ k. 因此∣∣∣∣ dj

dtj ei tx
∣∣∣∣ = ∣∣(ix)j ei tx∣∣ = |x|j , j ⩽ k

仍可积. 故积分与求导可交换次序, 即当 j ⩽ k 时,

ϕ(j)(t) =
dj

dtj
∫
R

ei tx dFX =

∫
R

dj

dtj ei tx dFX =

∫
R
(ix)j ei tx dFX .

因此 ϕ(j)(0) =

∫
R
(ix)j dFX = ij E

[
Xj
]
. 进而可作 Taylor 展开.

定理 1.19.8 (1) ϕaX+b(t) = ei tb ϕX(at).

(2) 当 X 与 Y 独立时, ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t).

定义 1.19.9 随机向量 X = (X1, · · · , Xn) 的特征函数 ϕX(t) = E
[
ei t·X].

定理 1.19.10 X 与 Y 独立 ⇐⇒ ϕX,Y (s, t) = ϕX(s)ϕY (t).
[14]或参考：实变函数论, 周民强, 北京大学出版社, 2016: 248-256.
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证明 ⇒：ϕX,Y (s, t) = E
[
ei(sX+tY )

] 注1.19.2(3)
======== E

[
ei sX]E [ei tY ] = ϕX(s)ϕY (t).

⇐：需用反转公式, 见注1.20.4.

例 1.19.11 (Bernoulli 两点分布) ϕ(t) = q + p ei t.

例 1.19.12 (指数分布) 由 f(x) = λ e−λx, x > 0 可知

ϕ(t) =

∫ +∞

0

ei tx ·λ e−λx dx = λ

∫ +∞

0

e−(λ−i t)x dx =
λ

λ− i t .

例 1.19.13 (标准正态分布) 由 f(x) =
1√
2π

e− 1
2
x2

可知

ϕ(t) =
1√
2π

∫
R

ei tx− 1
2
x2 dx s=i t

====
1√
2π

∫
R

e− 1
2
(x−s)2+ 1

2
s2 dx = e− 1

2
t2 .

注 1.19.14 (1) 积分计算的另一种方式：

ϕ(t) =
1√
2π

∫
R

cos(tx) e− 1
2
x2 dx+ i 1√

2π

∫
R

sin(tx) e− 1
2
x2 dx︸ ︷︷ ︸

0

,

求导得

ϕ′(t) =
1√
2π

∫
R

sin(tx) d e− 1
2
x2 分部积分

====== −tϕ(t).

解初值问题 ϕ
′(t) + tϕ(t) = 0,

ϕ(0) = 1

即得 ϕ(t) = e− 1
2
t2 .

(2) 设 X ∼ N(0, 1), Y ∼ N
(
µ, σ2

)
, 则由 Y = σX + µ 及定理1.19.8(1) 可得 ϕ(t) =

eiµt− 1
2
σ2t2 .

例 1.19.15 (多元正态分布) 设 X ∼ N (µ,Σ), 欲求 ϕX(t) = E
[
ei XtT

]
. 令 Y = XtT, 则由

定理1.14.7, 当 t 6= 0 时, 将 Y = XtT 视作满秩线性变换就有 Y ∼ N
(
µtT, tΣtT). 进而由

注1.19.14(2) 可知

ϕY (s) = E
[
ei sY ] = ei sµtT− 1

2
s2tΣtT

.

令 s = 1 即得

ϕX(t) = eiµtT− 1
2

tΣtT
.

注 1.19.16 注意到此时未出现 Σ−1, 因此可不对 Σ作正定要求, 即 X可以服从“退化的”多

元正态分布, 此时无密度函数. 表达式的形式体现了一种对偶.
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20 反转公式与连续性定理

定理 1.20.1 (反转公式) 给定 −∞ < a < b < +∞, 则

1

2

[
F (b) + F (b−)

]
− 1

2

[
F (a) + F (a−)

]
= lim

T→+∞

1

2π

∫ T

−T

e− i at − e− i bt

i t ϕ(t) dt.

证明 记 IT =
1

2π

∫ T

−T

e− i at − e− i bt

i t ϕ(t) dt, 则由 ϕ(t) =

∫ +∞

−∞
ei tx dF 知

IT =
1

2π

∫ T

−T

∫ +∞

−∞

ei t(x−a) − ei t(x−b)

i t dF dt.

而[15] ∣∣∣∣∣ei t(x−a) − ei t(x−b)

i t

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣ei t(x−a) −1

∣∣+ ∣∣ei t(x−b) −1
∣∣

|t|
⩽ |x− a|+ |x− b|

有界, 由 Fubini 定理,

IT =

∫ +∞

−∞
gT (x) dF,

其中

gT (x) =
1

2π

∫ T

−T

ei t(x−a) − ei t(x−b)

i t dt.

又

gT (x) =
1

2π

∫ T

−T

[cos(x− a)t− cos(x− b)t] + i [sin(x− a)t− sin(X − b)t]

i t dt

=
1

π

∫ T

0

sin(x− a)t− sin(x− b)t

t
dt.

利用

1

π

∫ +∞

0

sin(xt)
t

dt =



1

2
, x > 0,

0, x = 0,

−1

2
, x < 0

可知 |gT (x)| 有界, 且

lim
T→+∞

gT (x) =


1, x ∈ (a, b),

1

2
, x = a 或 b,

0, 其他.

[15]这里用到了
∣∣ei α −1

∣∣ ⩽ |α|, ∀α ∈ R, 可由几何意义得到, 也可由
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

ei αt dt
∣∣∣∣∣ ⩽

∫ 1

0

∣∣ei αt∣∣ dt = 1 得到.
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再由控制收敛定理, 将积分与极限换序得

lim
T→+∞

IT =
1

2
µF ({a, b}) + µF ((a, b))

=
1

2

[
F (b)− F (b−) + F (a)− F (a−)

]
+ [F (b)− F (a)]−

[
F (b)− F (b−)

]
=

1

2

[
F (b) + F (b−)

]
− 1

2

[
F (a) + F (a−)

]
.

从特征函数的定义可知, X 与 Y 同分布 =⇒ ϕX(t) = ϕY (t). 反过来, 我们有

推论 1.20.2 (唯一性定理) ϕX(t) = ϕY (t) =⇒ X 与 Y 同分布.

证明 要说明 F 被 ϕ(t)唯一确定.对 a, b ∈ CF , F (b)−F (a)由 ϕ确定,再令 CF 3 a→ −∞(由

分布函数的不连续点至多可数知这可以实现), 于是 F (b) 由 ϕ 确定. 对 b ∈ R \ CF , 取

CF 3 bn ↓ b, 由 F 的右连续性, F (b) = lim
n→∞

F (bn) 也由 ϕ 确定.

定理 1.20.3 (多元反转公式) 记 ϕ(t) =
∫
Rn

ei(t1x1+···+tnxn) dF , R = (a1, b1]× · · · × (an, bn]. 若

µF (∂R) = 0, 则

µF (R) = lim
T1,··· ,Tn→+∞

1

(2π)n

∫ T1

−T1

· · ·
∫ Tn

−Tn

n∏
k=1

e− i tkak − e− i tkbk

i tk
ϕ(t) dt1 · · · dtn.

注 1.20.4 特别地, 当 n = 2 时, 若 ϕ(t1, t2) = ϕX1(t1)ϕX2(t2), 则 X1 与 X2 独立.

例 1.20.5 求 cos t 对应的分布函数.

证明 直接构造 P(X = 1) = P(X = −1) =
1

2
, 验证知 ϕX(t) =

ei t + e− i t

2
= cos t.

问题 {Xn}, {Fn}, {ϕn} 三者极限之间有何联系？

定理 1.20.6 (Lévy-Cramér 连续性定理) 记 Fn(x) = P(Xn ⩽ x), ϕn(t) =

∫
R

ei tx dFn.

(1) 若 Fn
w−→ F , F 为分布函数, 则 ϕn(t) → ϕ(t) :=

∫
R

ei tx dF , 且此收敛为 R 上的内闭

一致收敛.

(2) 若 ϕ(t) := lim
n→∞

ϕn(t), 且 ϕ(t) 在 t = 0 处连续, 则 ϕ 必为某分布函数 F 的特征函数,

且 Fn
w−→ F .

定理1.20.6的证明此处从略, 不过我们可以通过下面的反例体会 (2) 中 ϕ(t) 在 t = 0 处

连续这一条件的关键性.
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例 1.20.7 设 X ∼ U [−n, n], 则 ϕn(t) =
1

2n

∫ n

−n

ei tx dx =
sinnt
nt

, 且 lim
n→∞

ϕn(t) =

0, t 6= 0,

1, t = 0

在 t = 0 处不连续, 由定理1.19.5(2) 知此极限函数不是特征函数.

补充：依分布收敛与几乎处处收敛的联系

定理 1.20.8 (Skorokhod 表示定理) 设 Xn
D−→ X, 则存在概率空间 (Ω,F ,P) 及其上的随机变

量 {Yn}, Y , 满足

(1) Yn 与 Xn 同分布, Y 与 X 同分布.

(2) Yn
a.s.−−→ Y .

我们可以从以下定理中体会弱收敛中“弱”的意味.

定理 1.20.9 Xn
D−→ X ⇐⇒ ∀g ∈ Cb(R), E[g(Xn)] → E[g(X)].

证明 ⇒：由 Skorokhod表示定理,可取 {Yn}使 Yn与Xn同分布, Y 与X同分布,且 Yn
a.s.−−→ Y .

结合 g 的连续性即知 g(Yn)
a.s.−−→ g(Y ). 又因为 g 有界, 由控制收敛定理, E[g(Yn)] → E[g(Y )],

即 E[g(Xn)] → E[g(X)].

⇐：为了构造连续函数 g, 将示性函数 I(−∞,x] 分别磨光为下图两个折线形函数.

x x− εx+ ε x

gx,ε(y) gx−ε,ε(y)1 1

于是

Fn(x) = E
[
I(−∞,x] ◦Xn

]
⩽ E [gx,ε ◦Xn] ,

Fn(x) = E
[
I(−∞,x] ◦Xn

]
⩾ E [gx−ε,ε ◦Xn] .

分别取上下极限就得到

lim sup
n→∞

Fn(x) ⩽ lim
n→∞

E [gx,ε ◦Xn] = E [gx,ε ◦X] ⩽ F (x+ ε),

lim inf
n→∞

Fn(x) ⩾ lim
n→∞

E [gx−ε,ε ◦Xn] = E [gx−ε,ε ◦X] ⩾ F (x− ε).
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于是得到

F (x− ε) ⩽ lim inf
n→∞

Fn(x) ⩽ lim sup
n→∞

Fn(x) ⩽ F (x+ ε).

对任意 x ∈ CF , 令 ε→ 0, 即得 lim
n→∞

Fn(x) = F (x). 故 Xn
D−→ X.

注 1.20.10 利用定理1.20.9的“⇒”, 我们可以证明 Lévy-Cramér 连续性定理的 (1)：

设 Xn
D−→ X. 对任意 t ∈ R, 令 f(x) = cos(tx), g(x) = sin(tx) ∈ Cb(R). 由定理1.20.9,

E[f(Xn)] → E[f(X)], E[g(Xn)] → E[g(X)],

因此

ϕn(t) = E
[
ei tXn

]
= E[f(Xn)] + iE[g(Xn)] → E[f(X)] + iE[g(X)] = E

[
ei tX] .

21 极限定理

Nature is a mutable cloud, which is always and never the same.

——Ralph Waldo Emerson

一、问题来源

设随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, Sn =
n∑

k=1

Xk, µ = E[Xk]. 由 Kolmogorov 强大

数律, Sn − nµ

n

a.s.−−→ 0. 若还已知 Var(Xk) < +∞, 我们尝试更精细地估计随机变量收敛的

速度. 由 Var
(
Sn

n

)
=

1

n2

n∑
k=1

Var(Xk) =
Var(X1)

n
, 结合 Khinchine 重对数律 (定理1.18.8与

注1.18.9), 我们可以尝试研究随机变量 Sn − nµ√
nσ

的收敛情况.[16]

二、大数定律与中心极限定理

利用特征函数证明弱大数律 (定理1.18.1)

ϕSn
n
(t) = E

[
ei tSn

n

]
=
(
ϕX1

n
(t)
)n

=

(
ϕX1

(
t

n

))n

定理1.19.7
========
Taylor 展开

(
1 + i t

n
µ+ o

(
t

n

))n

→ eiµt, n→ ∞.

注意到 eiµt 是常值随机变量 µ 的特征函数, 它在 t = 0 处连续, 由 Lévy-Cramér 连续性定理,
Sn

n

D−→ µ. 再由定理1.16.10(1) 得 Sn

n

P−→ µ.

[16]注意此时
Sn − nµ√

nσ
是经规范化的, 即期望为 0, 方差为 1.
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定理 1.21.1 (中心极限定理) 设随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, µ = E[Xk], σ2 =

Var(Xk), σ ∈ (0,+∞), 则
Sn − nµ√

nσ

D−→ Z,

这里 Z ∼ N(0, 1).

证明 不妨设 µ = 0, σ = 1. 我们有

ϕ Sn√
n
(t) = E

[
ei t Sn√

n

]
=

(
ϕX1√

n

(t)

)n

=

(
ϕX1

(
t√
n

))n

定理1.19.7
========
Taylor 展开

(
1 + i t√

n
E[X1] +

1

2

(
i t√

n

)2

E
[
X2

1

]
+ o

(
t2

n

))n

µ=0,σ2=1
=======

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n

→ e− 1
2
t2 , n→ ∞.

因为 e− 1
2
t2 是标准正态分布的特征函数 (自然在 t = 0 处连续), 由 Lévy-Cramér 连续性定理,

Sn − nµ√
nσ

D−→ Z.

注 1.21.2 我们有时会直接记作 Sn − nµ√
nσ

D−→ N(0, 1), 尽管这有滥用记号之嫌.

三、Lindeberg 条件

下面探讨独立但不要求同分布的随机变量的中心极限定理.

对 X1, · · · , Xn, 不妨设 E[Xk] = 0, ∀k. 记 b2k = Var(Xk), 总方差 B2
n =

n∑
k=1

b2k, 并设

Bn > 0 为总标准差. 称以下条件为 Lindeberg 条件：

lim
n→∞

1

B2
n

n∑
k=1

E
[
X2

kI{|Xk|>εBn}
]
= 0, ∀ε > 0. (L)

定理 1.21.3 (Lindeberg-Feller中心极限定理) 设随机变量 {Xk}相互独立,且满足 Lindeberg

条件(L), 则
Sn

Bn

D−→ N(0, 1) (LF)

且

lim
n→∞

1

B2
n

max
1⩽k⩽n

b2k = 0. (F)

注 1.21.4 (1) 我们称(F)为 Feller 条件. 它意味着 b2k
B2

n

→ 0 对 k 一致成立.
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(2) 称以下条件为 3 阶矩条件：

lim
n→∞

1

B3
n

n∑
k=1

E
[
|Xk|3

]
= 0. (T)

3 阶矩条件可推出 Lindeberg 条件(L), 进而可使中心极限定理成立. 证明如下：

1

B2
n

n∑
k=1

E
[
X2

kI{|Xk|>εBn}
]
=

1

B2
n

n∑
k=1

E
[
X2

k

|Xk|
|Xk|

I{|Xk|>εBn}

]
⩽ 1

εB3
n

n∑
k=1

E
[
|Xk|3

] 3 阶矩条件−−−−−−→ 0, n→ ∞.

(3) Lindeberg 条件(L)的概率含义：

1

B2
n

n∑
k=1

E
[
X2

kI{|Xk|>εBn}
]
⩾ ε2

n∑
k=1

E
[
I{|Xk|>εBn}

]
= ε2

n∑
k=1

P (|Xk| > εBn)

⩾ ε2P

(
n⋃

k=1

{|Xk| > εBn}

)

= ε2P
(

max
1⩽k⩽n

|Xk|
Bn

> ε

)
.

由此可知, Lindeberg 条件(L)意味着, 对任意 ε > 0, lim
n→∞

P
(

max
1⩽k⩽n

|Xk|
Bn

> ε

)
= 0, 即“相对

偏差
|Xk|
Bn

一致小”的概率接近于 1.

(4) 当 {Xk} 相互独立时, (LF)+(F) =⇒ (L).

(5) Lyapunov 条件：存在 δ > 0, 使得

lim
n→∞

1

B2+δ
n

n∑
k=1

E
[
|Xk|2+δ

]
= 0.

Lyapunov 条件可推出 Lindeberg 条件(L), 进而可使中心极限定理成立.

(6) (L) =⇒ (F). 证明如下：
b2k
B2

n

=
1

B2
n

E
[
X2

k

(
I{|Xk|⩽εBn} + I{|Xk|>εBn}

)]
⩽ ε2 +

1

B2
n

n∑
k=1

E
[
X2

kI{|Xk|>εBn}
]
,

再结合 Lindeberg 条件(L), 取上极限得

lim sup
n→∞

b2k
B2

n

⩽ ε2,

且这关于 k 是一致的. 再令 ε→ 0 即得证.
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四、二项分布的正态逼近

设随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, P(X1 = 1) = p, P(X1 = 0) = q, p + q = 1. 设

Sn =
n∑

k=1

Xk, 则 E[Sn] = np, Var(Sn) = npq. 引入规范化的 xk :=
k − np
√
npq

(k = 0, 1, · · · , n).

定理 1.21.5 (局部中心极限定理) 设 p ∈ (0, 1), xk :=
k − np
√
npq

(k = 0, 1, · · · , n), 则

P(Sn = k) ∼ 1√
2πnpq

e− 1
2
x2
k , n→ ∞

对所有满足 |xk| ⩽ A 的 k 一致成立.

证明 由

k = np+
√
npqxk,

n− k = nq +
√
npqxk

可知对 k = 0, 1, · · · , n 一致地有

k ∼ np, n− k ∼ nq, n→ ∞.

利用 Stirling 公式 n! ∼
(n

e

)n √
2πn 可得

Ck
np

kqn−k ∼
(
n
e
)n √

2πnpkqn−k(
k
e
)k √

2πk
(
n−k

e
)n−k√

2π(n− k)

=

…
n

2πk(n− k)

(np
k

)k ( nq

n− k

)n−k

∼ 1√
2πnpq

(
1−

√
npq

k
xk

)k (
1 +

√
npq

n− k
xk

)n−k

︸ ︷︷ ︸
φn,k

.

我们有

lnφn,k = k ln
(
1−

√
npq

k
xk

)
+ (n− k) ln

(
1 +

√
npq

n− k
xk

)
= −√

npqxk −
npq

2k
x2k +O

(
1√
n

)
+
√
npqxk −

npq

2(n− k)
x2k +O

(
1√
n

)
= −x

2
k

2
+O

(
1√
n

)
.

定理 1.21.6 (积分形式的中心极限定理) 设 Sn ∼ B(n, p), 则

P
(
a <

Sn − nµ
√
npq

⩽ b

)
→ 1√

2π

∫ b

a

e− 1
2
x2 dx, n→ ∞.
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证明 同定理1.21.5取 xk :=
k − np
√
npq

(k = 0, 1, · · · , n), 则

LHS =
∑

k:xk∈(a,b]

P(Sn = k)
对 k 一致地∼

∑
k:xk∈(a,b]

1√
2πnpq

e− 1
2
x2
k

=
∑

k:xk∈(a,b]

1√
2π

e− 1
2
x2
k (xk+1 − xk)

∗−→
∫ b

a

1√
2π

e− 1
2
x2 dx, n→ ∞.

当 n→ ∞ 时“∗”处可由 Riemann 和转化为定积分的理由：

(1) 对于固定的 n, 每个 xk 与 k 一一对应.

(2) x0, x1, · · · , xn 为区间
[
−
…
np

q
,

…
nq

p

]
的一个等间隔划分, 且当 n → ∞ 时此区间包

含 (a, b], 每个子区间长度 1
√
npq

→ 0.

五、矩方法

标准正态分布的 k 阶矩 在本部分中我们引入记号

γk :=

∫
R
xk

1√
2π

e− 1
2
x2 dx =

(2m− 1)!!, k = 2m,

0, k = 2m− 1.

其中 (2m − 1)!! 的组合意义为 1, 2, · · · , 2m 两两配对的方法数 (每次均从未配对的第一个开

始考虑).

定理 1.21.7 设随机变量相互独立, 且满足：

(1) E[Xk] = 0, Var(Xk) = 1, ∀k.

(2) 一致有界高阶矩：Cm := sup
k

E [|Xk|m] < +∞, ∀m ⩾ 3.

则对 Sn =
n∑

k=1

Xk 有

E

[(
Sn√
n

)k
]
→ γk, n→ ∞.

证明 我们知道

E

[(
Sn√
n

)k
]
=

1

n
k
2

n∑
i1,··· ,ik=1

E [Xi1 · · ·Xik ] . (∗)

下面先对 k = 0, 1, 2, 3, 4 进行观察, 再处理一般的 k.

¬ k = 1 时, 由中心极限定理, 结论平凡.
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­ k = 2 时, 由(∗)式得

E

[(
Sn√
n

)k
]
=

1

n

∑
i1

E
[
X2

i1

]
+

1

n

∑
i1 ̸=i2

E [Xi1Xi2 ] =
1

n
· nVar(X1) +

1

n

∑
i1 ̸=i2

(E[X1])
2 = 1.

® k = 3 时, 由(∗)式得

E

[(
Sn√
n

)k
]
=

1

n
3
2

∑
i1

E
[
X3

i1

]
+

3

n
3
2

∑
i1 ̸=i2

E
[
X2

i1
Xi2

]
+

1

n
3
2

∑
i1 ̸=i2 ̸=i3

E [Xi1Xi2Xi3 ]

=
1

n
3
2

·O(n) + 3

n
3
2

∑
i1 ̸=i2

Var(X1)E[X1] +
1

n
3
2

∑
i1 ̸=i2 ̸=i3

(E[X1])
3

= O

(
1√
n

)
, n→ ∞.

¯ k = 4 时, 由(∗)式得

E

[(
Sn√
n

)k
]
=

1

n2

∑
i1

E
[
X4

i1

]
+

3

n2

∑
i1 ̸=i2

E
[
X2

i1
X2

i2

]
+

4

n2

∑
i1 ̸=i2

E
[
Xi1X

3
i2

]
+

6

n2

∑
i1 ̸=i2 ̸=i3

E
[
Xi1Xi2X

2
i3

]
+

1

n2

∑
i1 ̸=i2 ̸=i3 ̸=i4

E [Xi1Xi2Xi3Xi4 ]

=
1

n2
·O(n) + 3

n2
· n(n− 1) (Var(X1))

2 +
4

n2

∑
i1 ̸=i2

E[X1]E[X3
2 ]

+
6

n2

∑
i1 ̸=i2 ̸=i3

(E[X1])
2 Var(X1) +

1

n2

∑
i1 ̸=i2 ̸=i3 ̸=i4

(E[X1])
4

=O

(
1

n

)
+

3

n2
· n(n− 1) → 3, n→ ∞.

由上面的观察可知, 对一般的 k, (∗)式右端非零项必形如

E
[
Xa1

i1
Xa2

i2
· · ·Xam

im

]
,

其中 i1 6= i2 6= · · · 6= im, a1, a2, · · · , am ⩾ 2 且
m∑
i=1

ai = k. 于是 m ⩽
õ
k

2

û
.

• 若 k为奇数,则m ⩽ k − 1

2
,从而 E

[(
Sn√
n

)k
]
=

1

n
k
2

·O
(
n

k−1
2

)
= O

(
1√
n

)
, n→ ∞.

• 若 k 为偶数, 则 m ⩽ k

2
, 渐近展开式逐项在 m =

k

2
处取到. 而 k = 2m 时, 只能

a1 = a2 = · · · = am = 2, 因此主项为

1

nm

∑
i1 ̸=i2 ̸=···̸=im

(2m− 1)!! · E
[
X2

i1
X2

i2
· · ·X2

im

]
→ γ2m, n→ ∞.
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定理 1.21.8 (矩收敛定理) 假设

(1) ∀k ∈ N, γk,n :=

∫
R
xk dFn 存在, ∀n.

(2) lim
n→∞

γk,n = γk, ∀k.

(3) γk =

∫
R
xk dF 满足 Riesz 条件[17]：

lim sup
k→∞

1

k
γ

1
2k
2k < +∞ (R)

或 Carleman 条件：
∞∑
k=1

γ
− 1

2k
2k = +∞. (C)

则 Fn
w−→ F, n→ ∞.

注 1.21.9 定理1.21.7在一定的条件下得到了 Sn√
n
的 k 阶矩在 n → ∞ 时收敛于标准正态分

布的 k 阶矩. 现在我们看到, 只需验证 Riesz 条件或 Carleman 条件即可得到 Sn√
n

D−→ N(0, 1).

可参考Moment problem及Carleman’s condition.

[17]Riesz 条件 (以及后面的 Carleman 条件) 保证了 F 的唯一性 (determinacy), 即若 Riesz 条件(R)或 Carle-

man 条件(C)成立, 则至多存在一个分布函数 F , 使得 γk =

∫
R
xk dF , ∀k ∈ N. 这里 γk 不局限于标准正态分布

的 k 阶矩.

https://en.wikipedia.org/wiki/Moment_problem?wprov=sfti1
https://en.wikipedia.org/wiki/Carleman's_condition?wprov=sfti1


第二部分 课后习题

习题 (1.2.2) 设 F 是 σ 域, A,B ∈ F . 证明：A ∩ B,A \B,A4B ∈ F .
证明 ¬ 由 A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c 可知 A ∩B ∈ F .

­ 由 A \B = A ∩Bc 及¬即知 A \B ∈ F .

® 由 A4B = (A \B) ∪ (B \ A) 及­即知 A4B ∈ F .

习题 (1.3.1) 设事件 A,B 的概率分别为 P(A) =
3

4
,P(B) =

1

3
. 证明： 1

12
⩽ P(A∩B) ⩽ 1

3
, 并

举例说明等号可取到. 对 P(A ∪ B) 找出相应的上下界.

证明 由 A ∩ B ⊂ B 得 P(A ∩ B) ⩽ P(B) =
1

3
. 又

P(A ∩ B) = P(A) + P(B)− P(A ∪ B) ⩾ P(A) + P(B)− 1 =
3

4
+

1

3
− 1 =

1

12
.

等号成立的例子：掷一个正十二面体匀质骰子 (各面依次标记为 1, · · · , 12), 样本空间

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}. 若设 A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, B = {9, 10, 11, 12}, 则

P(A ∩ B) = P({9}) = 1

12
; 若设 A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, B = {1, 2, 3, 4}, 则 P(A ∩ B) =

P(B) =
1

3
.

对 P(A ∪ B), 由于 P(A) + P(B) =
13

12
> 1, 因此 P(A ∪ B) ⩽ 1. 又有

P(A ∪ B) ⩾ max(P(A),P(B)) =
3

4
.

习题 (1.3.4) 对事件 A1, A2, · · · , An (n ⩾ 2), 证明：

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=
∑
i

P(Ai)−
∑
i<j

P (Ai ∩ Aj) +
∑
i<j<k

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)

66
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− · · ·+ (−1)n+1P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) .

每包麦片中可能含有剑桥大学过去五任副校长的塑料半身像, 每包含有每位副校长半身

像的概率都是
1

5
, 且与其他包独立. 求证：购买 6 包麦片后, 得到过去三任副校长半身像的概

率为 1− 3

(
4

5

)6

+ 3

(
3

5

)6

−
(
2

5

)6

.

证明 当 n = 2 时, 由 A1 ∪ A2 = A1 ∪ (A2 \ A1A2) 是无交并得

P(A1 ∪ A2) = P(A1) + P(A2 \ A1A2) = P(A1) + P(A2)− P(A1A2),

结论成立. 设结论对 n− 1 (n ⩾ 3) 成立, 则

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=P

(
n−1⋃
i=1

Ai

)
+ P(An)− P

((
n−1⋃
i=1

Ai

)
∩ An

)

=P

(
n−1⋃
i=1

Ai

)
+ P(An)− P

(
n−1⋃
i=1

(Ai ∩ An)

)

=
n−1∑
k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P (Ai1 · · ·Aik) + P(An)

−
n−1∑
k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P ((Ai1 ∩ An) ∩ · · · ∩ (Aik ∩ An))

=
n−1∑
k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P (Ai1 · · ·Aik) + P(An)−
n−1∑
k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P (Ai1 · · ·AikAn)

=
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

i1<···<ik

P (Ai1 · · ·Aik) .

由数学归纳法知结论成立.

用 VCi (i = 1, 2, 3) 表示过去三任副校长, 设事件 Ai 表示购买 6 包麦片不含 VCi 的半

身像, 则欲求事件的对立事件概率为

P (A1 ∪ A2 ∪ A3) =
3∑

k=1

(−1)k+1
∑

i1<i2<i3

P (Ai1 · · ·Aik)

P(A1)=P(A2)=P(A3)
============== 3P(A1)− 3P (A1 ∩ A2) + P (A1 ∩ A2 ∩ A3)

= 3

(
4

5

)6

− 3

(
3

5

)6

+

(
2

5

)6

.

故欲求事件概率如题目所述.
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习题 (1.3.5) 设事件列 Ar (r ⩾ 1) 满足 P(Ar) = 1, ∀r. 证明：P

(
∞⋂
r=1

Ar

)
= 1.

证明 由概率测度的连续性及 De Morgan 法则可得

1 ⩾ P

(
∞⋂
r=1

Ar

)
= P

(
lim
n→∞

n⋂
r=1

Ar

)
= lim

n→∞
P

(
n⋂

r=1

Ar

)
= lim

n→∞

[
1− P

((
n⋂

r=1

Ar

)c)]

= lim
n→∞

[
1− P

(
n⋃

r=1

Ac
r

)]
⩾ 1−

∞∑
r=1

P (Ac
r) = 1.

于是 P

(
∞⋂
r=1

Ar

)
= 1.

习题 (1.4.7) 设有 n 个缸, 其中第 r 个缸中含有 r − 1 个红球和 n− r 个洋红色球. 随机选取

一个缸并不放回地取出两个球, 试求以下事件的概率：

(a) 第 2 个球是洋红色球;

(b) 在第 1 个球是洋红色球的前提下第 2 个球是洋红色球.

解 (a) 因为两种球总数相同, 由对称性知第 2 个球是洋红色球的概率为 1

2
.

(b) 同 (a) 分析可知第 1 个球是洋红色球的概率 P(A) =
1

2
. 所取 2 个球均为洋红色球的

概率

P(B) =
n∑

r=1

1

n
·

C2
n−r

C2
n−1

=
n∑

r=1

(n− r)(n− r − 1)

n(n− 1)(n− 2)
=

n∑
r=0

r(r − 1)

n(n− 1)(n− 2)
=

1

3
.

因此在第 1 个球是洋红色球的前提下第 2 个球是洋红色球的概率为

P(B | A) = P(B)

P(A)
=

1
3
1
2

=
2

3
.

习题 (1.5.2) 掷 n 次骰子, 设第 i 次和第 j 次结果相同为事件 Aij. 证明：事件 {Aij : 1 ⩽ i <

j ⩽ n} 两两独立但不相互独立.

证明 对任意 1 ⩽ i < j ⩽ n, P(Aij) =
6

6× 6
=

1

6
. 考虑 i1 < j1 与 i2 < j2.

• 若 {i1, j1} ∩ {i2, j2} 6= ∅, 不妨设 i1 < j1 = i2 < j2, 则

P(Ai1j1Ai2j2) = P
(
第 i1, j1, j2 次结果相同

)
=

6

6× 6× 6
=

1

36
= P(Ai1j1)P(Ai2j2).
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• 若 {i1, j1} ∩ {i2, j2} = ∅, 则

P(Ai1j1Ai2j2) =
6× 6

6× 6× 6× 6
=

1

36
= P(Ai1j1)P(Ai2j2).

综上可知总有 P(Ai1j1Ai2j2) = P(Ai1j1)P(Ai2j2), 即事件 {Aij : 1 ⩽ i < j ⩽ n} 两两独立.

设 1 ⩽ i < j < k ⩽ n. 则

P(AijAjkAik) = P(第 i, j, k 次结果相同) =
6

6× 6× 6
=

1

36
6= P(Aij)P(Ajk)P(Aik),

即事件 {Aij : 1 ⩽ i < j ⩽ n} 不相互独立.

习题 (1.5.4) 设 Ω = {1, 2, · · · , p}, 其中 p 是素数, F = {0, 1}Ω 是 Ω 的幂集, P(A) =
|A|
p

,

∀A ∈ F . 证明：若 A 与 B 相互独立, 则 A 与 B 中至少有一者为 ∅ 或 Ω.

证明 由 A 与 B 相互独立得
|AB|
p

=
|A||B|
p2

, 即 p|AB| = |A||B|. 若 A 与 B 均不为 ∅ 或 Ω,

则 |A|, |B| ∈ {1, 2, · · · , p− 1}, 从而 p ∤ |A|, p ∤ |B|, 进而 p ∤ |A||B|, 但这与 p|AB| = |A||B| 矛

盾. 故 A 与 B 中至少有一者为 ∅ 或 Ω.

习题 (1.5.7) Jane 怀有 3 个孩子, 他们的性别为男或女的概率均等且相互独立. 设有以下事

件：

A = {所有孩子性别相同},

B = {至多有一个男孩},

C = {既有男孩又有女孩}.

(a) 证明 A 与 B 相互独立、B 与 C 相互独立.

(b) A 与 C 是否相互独立？

(c) 若两种性别出现的概率不相等, 上述叙述是否仍成立？

(d) 若 Jane 怀有 4 个孩子, 上述叙述是否仍成立？

解 (a) 因为 P(A) =
2

23
=

1

4
, P(B) =

1 + 3

23
=

1

2
, P(AB) =

1

23
=

1

8
= P(A)P(B), 所以 A 与

B 相互独立. 又 P(C) = 1− 2× 1

23
=

3

4
, P(BC) = 3

23
=

3

8
= P(B)P(C), 所以 B 与 C 相互独

立.

(b) 因为 P(AC) = 0 6= P(A)P(C), 所以 A 与 C 非相互独立.
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(c) 设男孩、女孩出现的概率分别为 p, q , p + q = 1 且 p 6= q, 则 P(A) = p3 + q3,

P(B) = q3 + 3pq2, P(C) = 1 − p3 − q3, P(AB) = q3, P(BC) = 3pq2, P(AC) = 0. 由此计算知

A 与 B 相互独立 ⇐⇒ p = 0, B 与 C 相互独立 ⇐⇒ p = 0 或 p = 1, A 与 C 相互独立

⇐⇒ p = 0 或 p = 1.

(d) 此时 P(A) =
2

24
=

1

8
, P(B) =

1 + 4

24
=

5

16
, P(C) = 1−2× 1

24
=

7

8
, P(AB) =

1

24
=

1

16
,

P(BC) =
4

24
=

1

4
, P(AC) = 0, 所以 A 与 B、B 与 C、A 与 C 均非相互独立.

习题 (1.7.1) 从 A 到 B 和从 B 到 C 各有两条路, 每条路被大雪封住的概率均为 p 且彼此独

立. 求在从 A 到 C 没有走得通的路的条件下从 A 到 B 走得通的概率.

若还有一条直接从 A 到 C 的路, 这条路被大雪封住的概率为 p 且与其他路的独立, 求

此时如上的条件概率.

解 从 A 到 B 走得通与从 B 到 C 走得通的概率均为 p1 = 1− p2, 因此所求概率

p2 =
P(从 A 到 B 走得通但从 B 到 C 走不通)

P(从 A 到 C 走不通)
=

(1− p2)p2

1− (1− p2)2
=


0, p = 0,

1− p2

2− p2
, p 6= 0.

若还有一条直接从 A 到 C 的路, 上式中分子、分母均各乘上 p, 因此结果不变 (要求

p 6= 0, 否则此条件概率无意义), 即 1− p2

2− p2
.

习题 (1.7.3) 设整数 0, 1, 2, · · · , N 上的对称随机游走带吸收壁 0 和 N , 起点为 k. 证明该随

机游走永远不被吸收的概率为 0.

证明 设起点为 k 的随机游走在 0 处被吸收的概率为 pk, 在 N 处被吸收的概率为 qk. 则由
pk =

1

2
(pk−1 + pk+1)

p0 = 1

pN = 0

与


qk =

1

2
(qk−1 + qk+1)

q0 = 0

qN = 1

可得

pk = 1− k

N
, qk =

k

N
.

于是以 k 为起点的随机游走永远不被吸收的概率为

1− pk − qk = 1−
(
1− k

N

)
− k

N
= 0.
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习题 (1.8.20) 重复掷一枚不均匀的硬币, 每次人像面朝上的概率为 p. 设 n 次试验后人像面

朝上次数为偶数的概率为 pn (0 也算偶数). 证明

pn =

1, n = 0,

p(1− pn−1) + (1− p)pn−1, n ⩾ 1.

并解这个差分方程.

解 由定义知 p0 = 1. 对 n ⩾ 1, 若前 n − 1 次试验后人像面朝上次数为偶数, 则第 n 次试验

结束后人像面朝上次数为偶数的概率为 1 − p; 若前 n − 1 次试验后人像面朝上次数为奇数,

则第 n 次试验结束后人像面朝上次数为偶数的概率为 p. 因此由全概公式即得

pn = p(1− pn−1) + (1− p)pn−1.

于是 pn −
1

2
= (1− 2p)

(
pn−1 −

1

2

)
, 其中 p 6= 1

2
. 由 p0 −

1

2
=

1

2
得 pn −

1

2
=

1

2
(1− 2p)n, 即

pn =
1

2
+

1

2
(1− 2p)n.

补充题 1 掷一枚均匀的硬币. 甲掷 n + 1 次, 乙掷 n 次. 求甲试验得到的正面数比乙试验得

到的正面数多的概率.

解 设在甲掷 n+ 1 次、乙掷 n 次后甲、乙得到的正面数分别为 a, b, 则由

a ⩽ b ⇐⇒ n+ 1− a ⩾ n+ 1− b ⇐⇒ n+ 1− a > n− b

可知 P(甲正 ⩽ 乙正) = P(甲反 > 乙反).而由对称性可知 P(甲反 > 乙反) = P(甲正 > 乙正) =

1− P(甲正 ⩽ 乙正), 因此 P(甲正 > 乙正) =
1

2
.

习题 (2.1.2) 设随机变量 X 有分布函数 F . 求 Y = aX + b (a, b ∈ R) 的分布函数.

解 ¬ 当 a = 0 时, P(Y ⩽ y) =

1, y ⩾ b,

0, y < b.

­ 当 a > 0 时, P(Y ⩽ y) = P
(
Y ⩽ y − b

a

)
= F

(
y − b

a

)
.

® 当 a < 0 时, P(Y ⩽ y) = P
(
Y ⩾ y − b

a

)
= 1− F

((
y − b

a

)−
)

.
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习题 (2.1.3) 掷一枚均匀的硬币 n 次. 证明：在公平的假设下, 恰出现 k 次人像面的概率为(
n

k

)(
1

2

)n

. 若人像面每次出现的概率为 p, 这个概率变为多少？

证明 样本数 |Ω| = 2n, 事件数 |A| = Ck
n, 故所求概率为 |A|

|Ω|
=

(
n

k

)(
1

2

)n

. 若人像面每次出

现的概率为 p, 则该概率为
(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

习题 (2.1.4) 设 F 和 G 是分布函数, 0 ⩽ λ ⩽ 1. 证明：λF + (1− λ)G 是分布函数. 乘积函数

FG 是分布函数吗？

证明 记 H = λF + (1 − λ)G, 由 lim
x→−∞

H(x) = 0, lim
x→+∞

H(x) = λ + (1 − λ) = 1, 以及 H(x)

单调增可知 H 是分布函数.

因为 lim
x→−∞

F (x)G(x) = 0, lim
x→+∞

F (x)G(x) = 1, F (x)G(x) 单调增, 所以 FG 也是分布函

数.

习题 (2.1.5(b)(d)) 设 F 是分布函数, r 是一个正整数. 证明以下函数为分布函数：

(b) 1− {1− F (x)}r;

(d) {F (x)− 1} e+ exp{1− F (x)}.

证明 (b) 记 H(x) = 1−{1−F (x)}r, 由 lim
x→−∞

H(x) = 0, lim
x→+∞

H(x) = 1, 以及 H(x) 单调增

可知 H 的分布函数.

(d) 记 H(x) = {F (x) − 1} e+ exp{1 − F (x)}, 由 lim
x→−∞

H(x) = 0, lim
x→+∞

H(x) = 1, 以

及 H(x) 单调增可知 H 的分布函数. 其中 H 单调增可由函数 f(x) = e(x− 1) + e1−x 的导数

f ′(x) = e− e1−x ⩾ 0 (x ∈ [0, 1]) 得到.

习题 (2.3.3) 设随机变量 X 的分布函数为

P(X ⩽ x) =


0, x ⩽ 0,

x, 0 < x ⩽ 1,

1, x > 1,

设 F 是连续且严格单调增的分布函数. 证明：Y = F−1(X) 是以 F 为分布函数的随机变量.

这里 F 连续和/或严格单调增的要求是必要的吗？
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证明 由 {Y ⩽ y} = {F−1(X) ⩽ Y } = {X ⩽ F (y)} 知 Y 是随机变量. 再由

P(Y ⩽ y) = P(F−1(X) ⩽ y) = P(X ⩽ F (y))
F (y)∈[0,1]
======= F (y)

即知 F 是 Y 的分布函数. 若没有连续性或严格单调性, 则无法确保 F−1 的存在性.

习题 (2.3.5) 下列哪些函数是密度函数？求 c 以及相应的分布函数 F .

(a) f(x) =

cx
−d, x > 1,

0, 其他.

(b) f(x) = c ex (1 + ex)−2.

证明 (a) 若 d > 1, 则由
∫ +∞

1

cx−d dx =
c

d− 1
知当 c = d− 1 时 f 是密度函数, 此时分布函

数 F (x) = 1− x1−d. 若 d ⩽ 1, 则在 c 6= 0 时积分

∫ +∞

1

cx−d dx 不收敛, f 不可能是密度函数.

(b) 由
∫ +∞

−∞
f(x) dx = c知当 c = 1时 f 是密度函数,此时分布函数 F (x) =

∫ x

−∞
f(u) du =

1− 1

1 + ex =
ex

1 + ex .

习题 (2.4.2) 设随机变量 X 的分布函数为 F , a < b. 画出以下“截断”随机变量 Y 和 Z 分

布函数的草图.

Y =


a, X < a,

X, a ⩽ X ⩽ b,

b, X > b,

Z =

X, |X| ⩽ b,

0, |X| > b.

并指出这些分布函数在 a→ −∞, b→ +∞ 时的性态.

解 ¬ Y 的分布函数为

FY (y) =


0, y < a,

F (y), a ⩽ x < b,

1, x ⩾ b.

­ 若 b ⩽ 0, 则 Z ≡ 0, 因此 Z 的分布函数为

FZ(z) =

0, z < 0,

1, z ⩾ 0.
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若 b > 0, 注意到当 −b ⩽ z < 0 时,

{Z ⩽ z} = {|X| ⩽ b} ∩ {X ⩽ z} = {−b ⩽ X ⩽ z},

而当 0 ⩽ z < b 时,

{Z ⩽ z} = ({|X| ⩽ b} ∩ {X ⩽ z}) ∪ {|X| > b} = {X ⩽ z} ∪ {X > b},

因此 Z 的分布函数为

FZ(z) =



0, z < −b,

F (z)− F (−b−), −b ⩽ z < 0,

1− F (b) + F (z), 0 ⩽ z < b,

1, z ⩾ b.

® 当 a→ −∞, b→ +∞ 时 Y 和 Z 的分布函数 (逐点) 收敛于 X 的分布函数 F .

习题 (2.5.2) 设 X 是 Bernoulli 随机变量, 满足 P(X = 0) = 1 − p, P(X = 1) = p. 设

Y = 1−X, Z = XY . 求 P(X = x, Y = y) 与 P(X = x, Z = z), 其中 x, y, z ∈ {0, 1}.

解 由题即得

P(X = x, Y = y) =


1− p, (x, y) = (0, 1),

p, (x, y) = (1, 0),

0, 其他.

以及

P(X = x, Z = z) =


1− p, (x, z) = (0, 0),

p, (x, z) = (1, 0),

0, 其他.

习题 (2.5.5) 设 X,Y 是取值为整数的离散型随机变量, 它们的联合分布列为 f . 证明：对

x, y ∈ Z, 有

f(x, y) =P(X ⩾ x, Y ⩽ y)− P(X ⩾ x+ 1, Y ⩽ y)

− P(X ⩾ x, Y ⩽ y − 1) + P(X ⩾ x+ 1, Y ⩽ y − 1).

由此求掷 r 次均匀骰子得到的最小数和最大数的联合分布列.
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证明 RHS = P(x ⩽ X < x + 1, y − 1 < Y ⩽ y), 再由 X,Y 取值均为整数知这即是 P(X =

x, Y = y) = LHS. 对于所给具体情境, 分别用 X,Y 表示得到的最小数和最大数, 则对 1 ⩽
x ⩽ y ⩽ 6, 有

f(x, y) =


(
y − x+ 1

6

)r

− 2

(
y − x

6

)r

+

(
y − x− 1

6

)r

, x < y,(
1

6

)r

, x = y.

习题 (2.7.9) 将下列分布函数表示成 X 的分布函数 F 的形式：

X+ = max{0, X}, X− = −min{0, X}, |X| = X+ +X−, −X.

解 ¬ P
(
X+ ⩽ x

)
=

F (x), x ⩾ 0,

0, x < 0.

­ 由 −min{0, X} = max{0,−X} 及¬得 P
(
X+ ⩽ x

)
=

P(−X ⩽ x), x ⩾ 0,

0, x < 0.

再由

P(−X ⩽ x) = P(X ⩾ −x) = 1− F (−x−) 得 P(X− ⩽ x) =

1− F (−x−), x ⩾ 0,

0, x < 0.

® 由 |X| = X+ +X− = max{0, X} + max{0,−X} = max{0, X,−X} 知, 当 x ⩾ 0 时,

P(|X| ⩽ x) = P(−x ⩽ X ⩽ x), 所以

P(|X| ⩽ x) =

F (x)− F (−x−), x ⩾ 0,

0, x < 0.

¯ P(−X ⩽ x) = P(X ⩾ −x) = 1− P(X < −x) = 1− F (−x−).

补充题 2 设 X,Y 是随机变量. 证明：min{X,Y } 和 max{X,Y } 也是随机变量.

证明 1 注意到 min{X,Y } =
X + Y

2
− |X − Y |

2
, max{X,Y } =

X + Y

2
+

|X − Y |
2

. 由 X,Y

是随机变量可知 X + Y 也是随机变量, 再由
ß
X + Y

2
⩽ x

™
= {X + Y ⩽ 2x}, ∀x ∈ R 知

X + Y

2
是随机变量. 因此只需证 |X − Y | 是随机变量. 这可由

{|X − Y | ⩽ x} = {−x ⩽ X − Y ⩽ x} = {X − Y ⩽ x} ∩ {Y −X ⩽ x}, ∀x ∈ R
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及 σ 域对集合交运算封闭 (习题 (1.2.2)) 得到.

证明 2 只需注意到

{min{X,Y } ⩽ x} = {X ⩽ x} ∩ {Y ⩽ x}, {max{X,Y } ⩽ x} = {X ⩽ x} ∪ {Y ⩽ x}.

习题 (3.1.5) (a) 证明：若随机变量X 服从二项分布或 Poisson分布,则分布列 f(k) = P(X =

k) 满足 f(k − 1)f(k + 1) ⩽ f(k)2.

(b) 证明：若 f(k) =
90

(πk)4
, k ⩾ 1, 则 f(k − 1)f(k + 1) ⩾ f(k)2.

(c) 举例：分布列 f 满足 f(k)2 = f(k − 1)f(k + 1), k ⩾ 1.

解 (a) ¬ 若 X ∼ B(n, p), 则 f(k) = Ck
np

k(1− p)n−k. 欲证 f(k − 1)f(k + 1) ⩽ f(k)2, 即证

Ck−1
n Ck+1

n ⩽ Ck
nCk

n,

展开整理即证

k(n− k) ⩽ (n− k + 1)(k + 1),

这在 n ⩾ k + 1 时是显然的.

­ 若 X ∼ P (λ), 则 f(k) =
λk

k!
e−λ. 欲证 f(k − 1)f(k + 1) ⩽ f(k)2, 即证

(k!)2 ⩽ (k − 1)!(k + 1)!,

这等价于 k ⩽ k + 1.

(b) 即证 k8 ⩾ (k − 1)4(k + 1)4, 这由 k2 ⩾ k2 − 1 立得.

(c) 设 X 服从几何分布, f(k) = p(1− p)k−1, 则 f(k)2 = f(k − 1)f(k + 1), k ⩾ 1.

习题 (3.2.3) 设随机变量 X1, X2, X3 相互独立且取值均为正整数, 它们的分布列为 P(Xi =

x) = (1− pi)p
x−1
i , x = 1, 2, · · · , i = 1, 2, 3.

(a) 证明：

P(X1 < X2 < X3) =
(1− p1)(1− p2)p2p

2
3

(1− p2p3)(1− p1p2p3)
.

(b) 求 P(X1 ⩽ X2 ⩽ X3).
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证明 (a) 直接计算得

P(X1 < X2 < X3) =
∞∑
i=1

∞∑
j=i+1

∞∑
k=j+1

(1− p1)(1− p2)(1− p3)p
i−1
1 pj−1

2 pk−1
3

=
∞∑
i=1

∞∑
j=i+1

(1− p1)(1− p2)p
i−1
1 pj−1

2 pj3

=
∞∑
i=1

p3(1− p1)(1− p2)

1− p2p3
pi−1
1 pi2p

i
3

=
(1− p1)(1− p2)p2p

2
3

(1− p2p3)(1− p1p2p3)
.

(b) 直接计算得

P(X1 ⩽ X2 ⩽ X3) =
∞∑
i=1

∞∑
j=i

∞∑
k=j

(1− p1)(1− p2)(1− p3)p
i−1
1 pj−1

2 pk−1
3

=
∞∑
i=1

∞∑
j=i

(1− p1)(1− p2)p
i−1
1 pj−1

2 pj−1
3

=
∞∑
i=1

(1− p1)(1− p2)

1− p2p3
(p1p2p3)

i−1

=
(1− p1)(1− p2)

(1− p2p3)(1− p1p2p3)
.

习题 (3.2.5) 设随机变量 Xr (1 ⩽ r ⩽ n) 相互独立且关于 0 对称, 即 Xr 与 −Xr 有相同的分

布列. 证明：对任意 x, P(Sn ⩾ x) = P(Sn ⩽ −x), 其中 Sn =
n∑

r=1

Xr. 若去掉相互独立这一条

件, 结论还一定成立吗？

证明 先证 n = 2 的情形. 设随机变量 X,Y 如题设所述, 则

P(X + Y ⩾ x) =
∑
k

P(X = k, Y ⩾ x− k)
独立性
=====

∑
k

P(X = k)P(Y ⩾ x− k)

=
∑
k

P(−X = k)P(−Y ⩾ x− k) =
∑
k

P(X = −k)P(Y ⩽ k − x)

独立性
=====

∑
k

P(X = −k, Y ⩽ k − x) = P(X + Y ⩽ −x).

现设结论对 n− 1 个随机变量成立, 则对 n 个如题设所述的随机变量 Xr (1 ⩽ r ⩽ n), 有

P(Sn ⩾ x) = P(Xn + Sn−1 ⩾ x) =
∑
k

P(Xn = k, Sn−1 ⩾ x− k)
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独立性
=====

∑
k

P(Xn = k)P(Sn−1 ⩾ x− k) =
∑
k

P(−Xn = k)P(Sn−1 ⩽ k − x)

=
∑
k

P(Xn = −k)P(Sn−1 ⩽ k − x) = P(Sn ⩽ −x).

由数学归纳法知结论成立.

若去掉相互独立这一条件, 结论不一定成立, 反例如下. 从 {1, 2, 3} 中随机抽取一个数字

(等可能), 定义随机变量 X,Y 如下：

抽中数字 X Y

1 -1 -1

2 0 1

3 1 0

则 X,Y 均关于 0 对称, 但

P(X + Y ⩾ 1) = P(X = 1, Y = 0) + P(X = 0, Y = 1) + P(X = 1, Y = 1) = 0,

P(X + Y ⩽ −1) = P(X = −1, Y = 0) + P(X = 0, Y = −1) + P(X = −1, Y = −1) =
1

3
.

补充题 3 先掷一个均匀的骰子, 得到一个点数 k, 再抛 k 个均匀硬币, 求最终得到的正面个

数的分布列.

解 用 X 表示最终得到的正面的个数, 则对 n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, 有

P(X = n) =
6∑

i=max{1,n}

1

6
Cn

i

(
1

2

)n(
1

2

)i−n

.

计算即得如下分布列：

n 0 1 2 3 4 5 6

P(X = n)
21

128

5

16

33

128

1

6

29

384

1

48

1

384
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习题 (3.3.3(a)) 一个小组有 n 位玩家, 每人掷一个骰子. 每有两位玩家掷出同一点数, 小组就

得 1 分. 求小组总分的期望和方差.

解 任意两位玩家掷出同一点数的概率

p = 6×
(
1

6

)2

=
1

6
.

因此小组总分的期望

µ = C2
n · 1 · p =

n(n− 1)

12
.

设事件 Aij =
{
第 i 位玩家与第 j 位玩家掷出点数相同

}
, 则由习题 (1.5.2) 可知事件

{Aij : 1 ⩽ i < j ⩽ n} 两两独立. 故

Var
(∑

i<j

IAij

)
=
∑
i<j

Var
(
IAij

)
= C2

nE
[(
IAij

− p
)2]

= C2
n

[
(1− p)2p+ p2(1− p)

]
=

5n(n− 1)

72
.

习题 (3.3.5) 设随机变量 X 有分布列

f(x) =


1

x(x+ 1)
, x = 1, 2, · · · ,

0, 其他,

并设 α ∈ R. 问 α 取何值时有 E [Xα] < +∞？

解 我们有

E [Xα] =
∞∑
k=1

kα

k(k + 1)
,

由于
kα

k(k + 1)
∼ kα−2 (k → ∞), 该正项级数收敛 ⇐⇒ α < 1.

补充题 4 设 X ∼ B(n, p), 求 E
[
X3
]
.

解 我们有

E [X(X − 1)(X − 2)] =
n∑

k=0

k(k − 1)(k − 2)Ck
np

k(1− p)n−k

=
n∑

k=3

n!

(k − 3)!(n− k)!
pk(1− p)n−k
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= n(n− 1)(n− 2)
n∑

k=3

(n− 3)!

(k − 3)!(n− k)!
pk(1− p)n−k

= n(n− 1)(n− 2)p3
n−3∑
k=0

(n− 3)!

k!(n− 3− k)!
pk(1− p)n−3−k

= n(n− 1)(n− 2)p3.

于是

E
[
X3
]
= E [X(X − 1)(X − 2)] + 3E

[
X2
]
− 2E[X]

= n(n− 1)(n− 2)p3 + 3np [1 + (n− 1)p]− 2np

= np
[
(n− 1)(n− 2)p2 + 3(n− 1)p+ 1

]
.

习题 (3.4.2) 一个缸中有标号为 1, 2, · · · , n 的 n 个球. 从中 (不放回地) 随机取出 k 个球并把

它们的标号相加. 求这个和数的期望和方差.

解 设第 i 个球的标号为 Xi, 则所求和数 S =
k∑

i=1

Xi, 从而

E[S] = E

[
k∑

i=1

Xi

]
=

k∑
i=1

E[Xi] = kE[X1] = k · 1 + · · ·+ n

n
=
k(n+ 1)

2
.

又

E
[
S2
]
= E

( k∑
i=1

Xi

)2


=
k∑

i=1

E
[
X2

i

]
+ 2

∑
1⩽i<j⩽k

E[XiXj]

= kE
[
X2

1

]
+ k(k − 1)E[X1X2]

= k · n(n+ 1)(2n+ 1)

6n
+ k(k − 1) · 1

C2
n

∑
1⩽i<j⩽k

ij

=
k(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

2k(k − 1)

n(n− 1)

n−1∑
i=1

i

n∑
j=i+1

j

=
k(n+ 1)(2n+ 1)

6
+
k(k − 1)

n(n− 1)

n−1∑
i=1

i(n+ i+ 1)(n− i)
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=
k(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ k(k − 1)

(
1

4
n2 +

5

12
n+

1

6

)
.

故

Var(S) = E
[
S2
]
− (E[S])2 =

k(n+ 1)(n− k)

12
.

习题 (3.4.4) R 缸有 n 个红球, B 缸有 n 个蓝球. 每次从两缸中各选一个球并交换. 证明：进

行 k 次操作后缸 R 中的红球数的期望为
n
[
1 +

(
1− 2

n

)k]
2

. Daniel Bernoulli 在 1769 年描述

了这个“扩散模型”.

证明 设一个红球在 k 次操作后仍留在 R 缸中的概率为 pk, 则

pk =

(
1− 1

n

)
pk−1 +

1

n
(1− pk−1),

也即

pk −
1

2
=

(
1− 2

n

)(
pk−1 −

1

2

)
.

结合 p1 = 1− 1

n
可解得

pk =
1

2

[
1 +

(
1− 2

n

)k
]
.

对于固定的 k, 缸 R 中红球数服从二项分布, 从而红球数的期望为 npk, 此即欲证.

习题 (3.4.7) 设 G = (V,E) 是有限图. 对任意顶点集 W 和任一边 e ∈ E, 定义示性函数

IW (e) =

1, e 连接 W 与 W c,

0, 其他.

设 NW =
∑
e∈E

IW (e). 证明：存在 W ⊂ V 使得 NW ⩾ |E|
2

.

证明 1 通过有限求和交换次序可得∑
W∈{0,1}V

∑
e∈E

IW (e) =
∑
e∈E

∑
W∈{0,1}V

IW (e) =
∑
e∈E

2 · 2|V |−2 = |E| · 2|V |−1.

若对任意 W ⊂ V 都有 NW <
|E|
2

, 则

∑
W∈{0,1}V

∑
e∈E

IW (e) < 2|V | · |E|
2

= |E| · 2|V |−1,
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矛盾. 故存在 W ⊂ V 使得 NW ⩾ |E|
2

.

证明 2 取 W ⊂ V 使得 P(v ∈ W ) =
1

2
, 且不同顶点是否在 W 中是相互独立的. 则

IW (e) = 2×
(
1

2

)2

=
1

2
, ∀e ∈ E.

于是

E[NW ] = E

[∑
e∈E

IW (e)

]
=
∑
e∈E

E [IW (e)] =
|E|
2
.

我们断言 P
(
NW ⩾ |E|

2

)
> 0, 否则 P

(
NW <

|E|
2

)
= 1, 进而由期望的非负性得 E[NW ] <

|E|
2

, 矛盾. 这表明存在 W ⊂ V 使得 NW ⩾ |E|
2

.

习题 (3.5.2) 设口袋中有 N 个硬币, 其中随机变量 N ∼ P (λ). 现将每枚硬币都掷一次, 设每

次正面朝上的概率均为 p. 证明：出现的正面总数服从以 λp 为参数的 Poisson 分布.

证明 设出现的正面总数为 X, 则对 r ∈ N, 有

P(X = r) =
∞∑
k=r

P(N = k)Cr
kp

r(1− p)k−r

=
∞∑
k=r

λk

k!
e−λ k!

r!(k − r)!
pr(1− p)k−r

=
e−λ(λp)r

r!

∞∑
k=0

[λ(1− p)]k

k!

=
e−λ(λp)r

r!
· eλ(1−p)

=
(λp)r

r!
e−λp .

故 X ∼ P (λp).

补充题 5 设 v1, · · · , vn ∈ Rn, 其中 ‖vi‖2 ⩽ 1, ∀i. 令 w =
n∑

i=1

pivi, 其中 pi ∈ [0, 1], ∀i. 证明：

存在 ε1, · · · , εn ∈ {0, 1}, 使得 ∥∥∥∥∥w −
n∑

i=1

εivi

∥∥∥∥∥
2

⩽
√
n

2
.
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证明 设 P(εi = 1) = pi, P(εi = 0) = 1 − pi, 不同的 εi 之间的选取相互独立. 设随机变量

X =

∥∥∥∥∥w −
n∑

i=1

εivi

∥∥∥∥∥
2

2

, 则

X =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(pi − εi)vi

∥∥∥∥∥
2

2

=
n∑

i=1

n∑
j=1

〈vi, vj〉 (pi − εi)(pj − εj).

于是 X 的期望

E[X] =
n∑

i=1

n∑
j=1

〈vi, vj〉E [(pi − εi)(pj − εj)]

=
∑
i ̸=j

〈vi, vj〉E [(pi − εi)(pj − εj)] +
n∑

i=1

‖vi‖22E
[
(pi − εi)

2
]

=
∑
i ̸=j

〈vi, vj〉E[pi − εi]︸ ︷︷ ︸
0

E[pj − εj]︸ ︷︷ ︸
0

+
n∑

i=1

‖vi‖22
[
E
[
ε2i
]
− 2piE[εi] + p2i

]
=

n∑
i=1

‖vi‖22
(
pi − p2i

)
⩽ 1

4

n∑
i=1

‖vi‖22

⩽ n

4
.

我们断言 P
(
X ⩽ n

4

)
> 0, 否则 P

(
X >

n

4

)
= 1, 进而由期望的非负性得 E[X] >

n

4
, 矛盾.

这表明
{
X ⩽ n

4

}
非空, 即存在 ε1, · · · , εn ∈ {0, 1}, 使得

∥∥∥∥∥w −
n∑

i=1

εivi

∥∥∥∥∥
2

⩽
√
n

2
.

习题 (3.6.4) 设离散型随机变量 X,Y 的期望均为 0, 方差均为 1, 协方差为 ρ. 证明：

E
[
max

{
X2, Y 2

}]
⩽ 1 +

√
1− ρ2.

证明 由已知, 我们有

ρ := Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = E[XY ],

E
[
X2
]
= Var(X) + (E[X])2 = 1, E

[
Y 2
]
= Var(Y ) + (E[Y ])2 = 1.

由 Cauchy-Schwarz 不等式,

E
[
max

{
X2, Y 2

}]
=

1

2
E
[(
X2 + Y 2

)
+
∣∣X2 − Y 2

∣∣]
=

1

2
E
[
X2 + Y 2

]
+

1

2
E [|(X + Y )(X − Y )|]
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⩽ 1

2

(
E
[
X2
]
+ E

[
Y 2
])

+
1

2

»
E [(X + Y )2]E [(X − Y )2]

=
1 + 1

2
+

√
(1 + 1 + 2ρ) (1 + 1− 2ρ)

2

= 1 +
√

1− ρ2.

习题 (3.6.5) 设离散型随机变量 X,Y 有联合分布列 f .

(a) 证明：E [ln fX(X)] ⩾ E [ln fY (X)].

(b) 证明：互信息

I = E
[
ln
(

f(X,Y )

fX(X)fY (Y )

)]
满足 I ⩾ 0, 等号成立当且仅当 X 与 Y 相互独立.

证明 (a) 由期望的非负性及佚名统计学家公式,

RHS − LHS = E
[
ln fY (X)

fX(X)

]
⩽ E

[
fY (X)

fX(X)
− 1

]
=
∑
x

(
fY (x)

fX(x)
− 1

)
fX(x) =

∑
x

[fY (x)− fX(x)] = 0.

(b) 我们有

I = −E
[
ln
(
fX(X)fY (Y )

f(X,Y )

)]
⩾ E

[
1− fX(X)fY (Y )

f(X,Y )

]
=
∑
x,y

(
1− fX(x)fY (y)

f(x, y)

)
f(x, y) =

∑
x,y

[f(x, y)− fX(x)fY (y)]

=
∑
x,y

f(x, y)−
∑
x

fX(x)
∑
y

fY (y) = 0.

等号成立当且仅当

fX(X)fY (Y ) = fX(X)fY (Y ),

也即 X 与 Y 相互独立.

习题 (3.7.1(a)(b)(c)(d)(e)) 完成以下证明：

(a) E[aY + bZ | X] = aE[Y | X] + bE[Z | X], ∀a, b ∈ R.

(b) 若 Y ⩾ 0, 则 E[Y | X] ⩾ 0.
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(c) E[1 | X] = 1.

(d) 若 X 与 Y 相互独立, 则 E[Y | X] = E[Y ].

(e) E[Y g(X) | X] = g(X)E[Y | X], 其中函数 g 使得等式两边的表达式均有意义.

证明 (a) 对任意 x ∈ R, 有

E[aY + bZ | X = x] =
∑
y,z

(ay + bz)P(Y = y, Z = z | X = x)

= a
∑
y,z

yP(Y = y, Z = z | X = x) + b
∑
y,z

zP(Y = y, Z = z | X = x)

= a
∑
y

yP(Y = y | X = x) + b
∑
z

zP(Z = z | X = x).

(b) 对任意 x ∈ R, 有

E[Y | X = x] =
∑
y

yP(Y = y | X = x) ⩾ 0.

(c) 记 Y = 1, 则对任意 x ∈ R, 有

E[1 | X = x] =
∑
y

yfY |X(y | x) = P(Y = 1 | X = x) = 1.

(d) 对任意 x ∈ R, 有

E[Y | X = x] =
∑
y

yP(Y = y | X = x) =
∑
y

y
P(Y = y,X = x)

P(X = x)

=
∑
y

y
P(Y = y)P(X = x)

P(X = x)
=
∑
y

yP(Y = y)

= E[Y ].

(e) 对任意 x ∈ R, 由 2 维佚名统计学家公式, 有

E [Y g(X) | X = x] =
∑
x,y

yg(x)P(X = x, Y = y | X = x)

=
∑
y

yg (x)P(Y = y | X = x)

= g (x)E[Y | X = x].
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习题 (3.7.4) 如何定义 Y 关于 X 的条件方差 Var(Y | X)？并证明：

Var(Y ) = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]).

解 Y 关于 X 的条件方差定义为

Var(Y | X) = E
[
(Y − E [Y | X = x])2 | X = x

]
.

由

E [Var(Y | X)] = E
[
E
[
Y 2 | X

]
− (E [Y | X])2

]
= E

[
Y 2
]
− E

[
(E [Y | X])2

]
以及

Var (E [Y | X]) = E
[
(E [Y | X])2

]
− (E [E [Y | X]])2 = E

[
(E [Y | X])2

]
− (E[Y ])2

可得

E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]) = E
[
Y 2
]
− (E[Y ])2 = Var(Y ).

习题 (3.7.10) 一枚硬币正面朝上的概率为 p. 设 Xn 为得到连续 n 个正面朝上结果所需的抛

掷数. 证明：E[Xn] =
n∑

k=1

p−k.

证明 利用 E[Xn] = E [E [Xn | Xn−1]] 可将问题转化为求条件期望 E[Xn | Xn−1]. 由

E [Xn | Xn−1 = b]

=P
(
第 b+ 1 次正面朝上

)
(b+ 1) + P

(
第 b+ 1 次反面朝上

) ∞∑
k=n

(b+ 1 + k)P(Xn = k)

=p(b+ 1) + (1− p)
∞∑
k=n

(b+ 1 + k)P(Xn = k)

可得

E [Xn | Xn−1] = p (Xn−1 + 1) + (1− p)
∞∑
k=n

(Xn−1 + 1 + k)P(Xn = k)

= p (Xn−1 + 1) + (1− p)

(Xn−1 + 1)
∞∑
k=n

P(Xn = k)︸ ︷︷ ︸
1

+
∞∑
k=n

kP(Xn = k)︸ ︷︷ ︸
E[Xn]


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= p (Xn−1 + 1) + (1− p) [Xn−1 + 1 + E[Xn]] .

于是

E[Xn] = E [E [Xn | Xn−1]] = p [E[Xn−1] + 1] + (1− p) [E[Xn−1] + 1 + E[Xn]] ,

即

E[Xn] =
E[Xn−1] + 1

p
.

又

E[X1] =
∞∑
k=1

k(1− p)k−1p = −p
∞∑
k=1

d
dp(1− p)k

= −p d
dp

∞∑
k=1

(1− p)k = −p d
dp

(
1

p
− 1

)
=

1

p
,

故可解得

E[Xn] =
n∑

k=1

p−k.

习题 (3.8.6) 设 N ∼ P (λ). 证明：E[Ng(N)] = λE[g(N + 1)], 其中 g 为使得等号两边期望均

有意义的任一函数. 更一般地, 若 S =
N∑
r=1

Xr, 其中 {Xr : r ⩾ 0} 是独立同分布非负整值随机

变量, 且与 N 独立, 证明：

E[Sg(S)] = λE[g(S +X0)X0].

证明 ¬ 利用佚名统计学家公式计算得

E[Ng(N)] =
∞∑
k=0

kg(k)
λk

k!
e−λ =

∞∑
k=1

g(k)
λk

(k − 1)!
e−λ = λ

∞∑
k=1

g(k)
λk−1

(k − 1)!
e−λ

k→k+1
====== λ

∞∑
k=0

g(k + 1)
λk

k!
e−λ = λE[g(N + 1)].

­ 由全期望公式,

E [Sg(S)] = E [E [Sg(S) | N ]]

=
∞∑
n=0

λn

n!
e−λ E [Sg(S) | N = n]
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=
∞∑
n=0

λn

n!
e−λ nE

[
X1g

(
n∑

r=1

Xr

)]

= λ
∞∑
n=1

λn−1

(n− 1)!
e−λ E

[
X1g

(
n∑

r=1

Xr

)]
n→n+1
====== λ

∞∑
n=0

λn

n!
e−λ E

[
X1g

(
n+1∑
r=1

Xr

)]

= λ
∞∑
n=0

λn

n!
e−λ E [g(S +X0)X0 | N = n]

= λE [E [g(S +X0)X0 | N ]]

= λE [g(S + x0)X0] .

习题 (3.9.4) 重复掷一枚硬币, 每次正面朝上的概率为 p. 若 m 次正面结果比 n 次反面结果

先达到, 则玩家 A 获胜; 反之玩家 B 获胜. 设玩家 A 获胜的概率为 pmn. 对 pmn 建立差分方

程. 它的边界条件是什么？

解 可建立差分方程

pmn = ppm−1,n + (1− p)pm,n−1,

边界条件为

pm0 = 0, p0n = 1.

习题 (3.10.1) 考虑对称简单随机游走 S, S0 = 0. 设 T = min{n ⩾ 1 : Sn = 0} 为第一次回到

出发点的时刻. 证明：

P(T = 2n) =
1

2n− 1

(
2n

n

)
2−2n.

并证明 E [T α] < +∞ ⇐⇒ α <
1

2
.

证明 考虑 2n− 1 时刻的两种情形, 有

P(T = 2n)

=
1

2
P
(
(0, 0) → (2n− 1, 1)且不再过 x 轴

)
+

1

2
P
(
(0, 0) → (2n− 1,−1)且不再过 x 轴

)
=2 · 1

2
· 1

2n− 1
N2n−1(0, 1)
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=
Cn

2n−1

2n− 1
· 1

22n−1

=
1

2n− 1

(
2n

n

)
2−2n.

因为

E [T α] =
∞∑
n=1

(2n)αP(T = 2n) =
∞∑
n=1

(2n)α

2n− 1

(
2n

n

)
2−2n =

∞∑
n=1

(2n)α(2n− 1)!

(n!)222n
,

由 Stirling 公式, 当 n→ ∞ 时,

(2n)α(2n− 1)!

(n!)222n
=

(2n)α
√

(4n− 2)π

2n(2n− 1)π
e
(
1− 1

2n

)2n

∼ (2n)α
√

(4n− 2)π

2n(2n− 1)π
= O

(
nα− 3

2

)
,

因此 E [T α] < +∞ ⇐⇒ α <
1

2
.

补充题 6 考虑直线上简单随机游走 S, S0 = 0, P(Xi = 1) = p. 求

E[Sn],Var(Sn),Cov(Sn, Sm).

解 利用期望的线性性, 有

E [Sn] = E

[
n∑

i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E [Xi] = n [p− (1− p)] = n(2p− 1).

又

E
[
S2
n

]
= nE

[
X2

1

]
+
(
n2 − n

)
E [X1X2] = n · 1 +

(
n2 − n

) [(
2p2 − 2p+ 1

)
−
(
2p− 2p2

)]
= n+

(
n2 − n

) (
4p2 − 4p+ 1

)
,

所以

Var(Sn) = E
[
S2
n

]
− (E [Sn])

2 = 4np(1− p).

不妨设 n ⩾ m, 则

E [SnSm] = E

[(
n∑

i=1

Xi

)(
m∑
j=1

Xj

)]
= mE

[
X2

1

]
+ (nm−m)E [X1X2]

= m+ (nm−m)
(
4p2 − 4p+ 1

)
,

因此协方差

Cov (Sn, Sm) = E [SnSm]− E [Sn]E [Sm] = 4mp(1− p) = 4min{m,n}p(1− p).
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习题 (5.1.2) 设随机变量 X (⩾ 0) 有概率母函数 G, 并记 t(n) = P(X > n) 为 X 的“尾”概

率. 证明：

(1) 数列 {t(n) : n ⩾ 0} 的母函数是 T (s) =
1−G(s)

1− s
.

(2) E[X] = T (1),Var(X) = 2T ′(1) + T (1)− T (1)2.

证明 (1) 数列 {t(n) : n ⩾ 0} 的母函数

T (s) =
∞∑
n=0

P (X > n) sn = E

[
∞∑
n=0

I{X>n}s
n

]
= E

[
X−1∑
n=0

sn

]
= E

[
1− sX

1− s

]
=

1− E
[
sX
]

1− s
=

1−G(s)

1− s
.

(2) 由 L’Hospital 法则,

T (1) = lim
s→1

1−G(s)

1− s
= lim

s→1

G′(s)

1
= G′(1) = E[X],

T ′(1) = lim
s→1

G′(s)(s− 1)−G(s) + 1

(s− 1)2
= lim

s→1

G′′(s)(s− 1)

2(s− 1)
=
G′′(1)

2
,

因此

2T ′(1) + T (1)− T (1)2 = G′′(1) + E[X]− (E[X])2 = Var(X).

习题 (5.1.7) 证明

G(x, y, z, w) =
1

8
(xyzw + xy + yz + zw + wx+ yw + xz + 1)

是 4 个两两独立、三三独立但不相互独立的随机变量的联合母函数.

证明 由联合母函数可求得 4 个母函数

GX(x) = G(x, 1, 1, 1) =
x+ 1

2
, GY (y) = G(1, y, 1, 1) =

y + 1

2
,

GZ(z) = G(1, 1, z, 1) =
z + 1

2
, GW (w) = G(1, 1, 1, w) =

w + 1

2
.

不失一般性地, 从

GX,Y (x, y) = G(x, y, 1, 1) =
xy + x+ y + 1

4
= GX(x)GY (y),

GX,Y,Z(x, y, z) = G(x, y, z, 1) =
xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z + 1

8
= GX(x)GY (y)GZ(z)
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可知随机变量 X,Y, Z,W 两两独立、三三独立. 但

GX(x)GY (y)GZ(z)GW (w) 6= G(x, y, z, w),

故 X,Y, Z,W 不相互独立.

习题 (5.1.9) 设 G1, G2 是概率母函数, 0 ⩽ α ⩽ 1. 证明 G1G2 和 αG1 + (1 − α)G2 也是概率

母函数. 问：G(αs)

G(α)
一定是概率母函数吗？

证明 三者皆为概率母函数, 因为它们的表达式中 s 的所有幂次前系数之和均非负且求和为

1(非负性显然, 而求和为 1 可以通过取 s = 1 得出).

习题 (4.1.1) 当参数 C 取何值时下列函数是概率密度函数？

(a) (反正弦律的密度函数)f(x) = C√
x(1− x)

, 0 < x < 1.

(b) (极值分布的密度函数)f(x) = C exp
(
−x− e−x

)
, x ∈ R.

(c) f(x) =
C

(1 + x2)m
, x ∈ R.

解 (a) 因为 ∫ 1

0

1√
x(1− x)

dx x=sin2 θ
======
θ∈(0,π2 )

2

∫ π
2

0

dθ = π,

所以 C =
1

π
.

(b) 因为 ∫ +∞

−∞
e−x−e−x dx = e− e−x

∣∣∣+∞

−∞
= 1,

所以 C = 1.

(c) 因为∫ +∞

−∞

1

(1 + x2)m
dx x=tan θ

========
θ∈(−π

2
,π
2 )

∫ π
2

−π
2

cos2m−2 θ dθ = 2

∫ π
2

0

cos2m−2 θ dθ = (2m− 3)!!

(2m− 2)!!
π,

所以 C =
(2m− 2)!!

(2m− 3)!!π
.

习题 (4.1.2) 设随机变量 Y = aX, 其中 a > 0. 用 X 的密度函数表示 Y 的密度函数. 证明：

连续性随机变量 X 与 −X 有相同的分布函数当且仅当 fX(x) = fX(−x), ∀x ∈ R.
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证明 由

FY (y) = P(Y ⩽ y) = P(aX ⩽ y) = P
(
X ⩽ y

a

)
= FX

(y
a

)
对 y 求导即得 fY (y) =

1

a
fX

(y
a

)
.

由

F−X(x) = P (−X ⩽ x) = P (X ⩾ −x) = 1− P(X ⩽ −x) = 1− FX(−x)

求导即得 f−X(x) = fX(−x). 因此若 X 与 −X 有相同的分布函数, 则 fX(x) = fX(−x). 反过

来, 若 fX(x) = fX(−x), 则

F−X(x) = 1− FX(−x) = 1−
∫ −x

−∞
fX(t) dt = 1−

∫ −x

−∞
fX(−t) dt

u=−t
===== 1−

∫ ∞

x

fX(u) du =

∫ x

−∞
fX(u) du = FX(x).

习题 (4.2.2) 设随机变量 X,Y 独立且有相同的分布函数 F 与密度函数 f . 证明：V =

max{X,Y } 有分布函数 P(V ⩽ x) = F (x)2 与密度函数 fV (x) = 2f(x)F (x), x ∈ R. 求

U = min{X,Y } 的密度函数.

解 我们有

P(V ⩽ x) = P(X ⩽ x, Y ⩽ x) = P(X ⩽ x)P(Y ⩽ x) = F (x)2.

对 x 求导即得

f(x) = 2F (x)F ′(x) = 2f(x)F (x).

类似地, 有

P(U ⩽ x) = 1−P(U > x) = 1−P(X > x, Y > x) = 1−P(X > x)P(Y > x) = 1− [1− F (x)]2 .

对 x 求导即得

fU(x) = 2 [1− F (x)]F ′(x) = 2 [1− F (x)] f(x).

习题 (4.2.4) 设随机变量 {Xr | r ⩾ 1} 相互独立且同分布, 该分布函数 F 满足 F (y) < 1, ∀y.

设 Y (y) = min {k | Xk > y}. 证明：

lim
y→+∞

P (Y (y) ⩽ E [Y (y)]) = 1− 1

e .
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证明 因为

P(Y (y) > k) = P (Xi ⩽ y, i = 1, · · · , k) =
k∏

i=1

P(Xi ⩽ y) = F (y)k,

所以

E [Y (y)] =
∞∑
k=1

k
[
F (y)k−1 − F (y)k

]
=

1

1− F (y)
.

于是

P (Y (y) ⩽ E [Y (y)]) = 1− P (Y (y) > E [Y (y)]) = 1− (F (y))⌊E[Y (y)]⌋

= 1− F (y)b
1

1−F (y)c,

而当 y → +∞ 时, F (y) → 1−, 故

lim
y→+∞

P (Y (y) ⩽ E [Y (y)]) = lim
x→1−

1− x
1

1−x

t= 1
1−x

===== lim
t→+∞

1−
(
1− 1

t

)t

= 1− 1

e .

习题 (4.4.6) 设 X ∼ N
(
µ, σ2

)
. 证明：E [(X − µ)g(X)] = σ2E [g′(X)](设等号两边均有意义).

证明 我们有

LHS =

∫
R
(x− µ)g(x)

1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−µ)2 dx

分部积分
====== σ2

∫
R
g′(x)

1√
2πσ2

e− 1
2σ

(x−µ)2 dx− σ2

√
2πσ2

g(x) e−
1

2σ2 (x−µ)2

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

= σ2E [g′(X)]− 0 = RHS.

习题 (4.5.4) 设随机变量 X 与 Y 相互独立且服从 [0, 1] 上的均匀分布. 记 U =

min{X,Y }, V = max{X,Y }. 求 E[U ] 与 Cov(U, V ).

解 由 FU(u) = 1 − P (X > u, Y > u) = 1 − (1 − u)(1 − u) = 2u − u2 (u ∈ [0, 1]) 可得

fU(u) =

2− 2u, u ∈ [0, 1],

0, u /∈ [0, 1].

, 从而 E[U ] =

∫
R
ufU(u) du =

∫ 1

0

u(2 − 2u) du =
1

3
. 因此

E[V ] = E[X + Y − U ] = 2E[X]− E[U ] = 2 · 1
2
− 1

3
=

2

3
.
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由 U =
X + Y

2
−|X − Y |

2
及 V =

X + Y

2
+
|X − Y |

2
可知 UV =

(X + Y )2

4
− (X − Y )2

4
=

XY . 由 X,Y 独立得 E[UV ] = E[XY ] = E[X]E[Y ] =
1

4
. 于是

Cov(U, V ) = E[UV ]− E[U ]E[V ] =
1

4
− 1

3

(
1− 1

3

)
=

1

36
.

习题 (4.5.7) 设随机变量列 {Xr | 1 ⩽ r ⩽ n} 独立同分布且方差存在, 定义 X =
1

n

n∑
r=1

Xr. 证

明：Cov
(
X,Xr −X

)
= 0.

证明 Cov
(
X,Xr −X

)
= E

[
X
]
E
[
Xr −X

]
− E

[
X
(
Xr −X

)]
, 而由 {Xr} 独立同分布可知

E
[
Xr −X

]
= 0, 又

E
[
X
(
Xr −X

)]
=

1

n
E

[
n∑

i=1

Xi

(
Xr −

1

n

n∑
j=1

Xj

)]

=
1

n

[
n∑

i=1

E [XiXr]−
1

n

n∑
i,j=1

E [XiXj]

]

=
1

n

[
(n− 1)E[X1X2] + E

[
X2

1

]
− 1

n

[
nE
[
x21
]
+
(
n2 − n

)
E[X1X2]

]]
=

1

n

[
(n− 1) (E[X1])

2 + E
[
X2

1

]
− E

[
X2

1

]
− (n− 1)E[X1]E[X2]

]
=
n− 1

n

[
(E[X1])

2 − E[X1]E[X2]
]

= 0,

因此 Cov
(
X,Xr −X

)
= 0.

习题 (4.6.6) 设 {Xr | r ⩾ 1} 独立且服从 [0, 1] 上的均匀分布. 设 0 < x < 1 并定义

N = min {n ⩾ 1 | X1 +X2 + · · ·+Xn > x} .

证明：P(N > n) =
xn

n!
. 再求 E[N ] 与 Var(N).

解 由 N 定义知, 对 x ∈ (0, 1), 有

P(N > n) = P (X1 + · · ·+Xn ⩽ x)
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=

∫
x1+···+xn⩽x,

(x1,··· ,xn)∈[0,1]n

1 dx1 · · · dxn

= xn · n 维单形测度

=
xn

n!
.

因此

E[N ] =
∞∑
n=0

P(N > n) =
∞∑
n=0

xn

n!
= ex .

N 的概率母函数

GN(s) =
∞∑
n=1

(
xn−1

(n− 1)!
− xn

n!

)
sn = s

∞∑
n=1

(sx)n−1

(n− 1)!
−

∞∑
n=1

(sx)n

n!
= s exs − (exs −1) .

因此

Var(N) = G′′
N(1) +G′

N(1) [1−G′
N(1)] = 2x ex + ex (1− ex) = 2x ex + ex − e2x .

习题 (4.8.6) 对独立同分布随机变量 X 和 Y , 证明：

(1) U = X + Y 与 V = X − Y 不相关但未必独立.

(2) 若 X,Y ∼ N(0, 1), 则 U 与 V 独立.

证明 (1) 由 E[U ] = E[X + Y ] = 2E[X],E[V ] = E[X − Y ] = 0,E[UV ] = E
[
X2 − Y 2

]
= 0 即

得 Cov(U, V ) = E[UV ]− E[U ]E[V ] = 0, U 与 V 不相关.

U 与 V 不独立的例子：设 P(X = −1) = P(X = 1) = P(Y = −1) = P(Y = 1) =
1

2
, 则

P(U = 2) = P(V = 2) =
1

4
, 但 P(U = 2, V = 2) = 0 6= P(U = 2)P(V = 2).

(2) 若 X,Y ∼ N(0, 1), 则

fU(u) = P (X + Y = u) =

∫
R
fX(t)fY (u− t) dt

=
1

2π

∫
R

e−
t2+(u−t)2

2 dt

=
e−u2

4

2π

∫
R

e−(t−
u
2 )

2

d
(
t− u

2

)
=

1√
2π

e−u2

4 ,
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fV (v) = P(X − Y = v) =

∫
R
fX(t+ v)fY (t) dt

=
1

2π

∫
R

e−
(t+v)2+t2

2 dt

=
e− v2

4

2π

∫
R

e−(t−
v
2)

2

d
(
t− v

2

)
=

1√
2π

e− v2

4 ,

fU,V (u, v) = P(X + Y = u,X − Y = v) = P
(
X =

u+ v

2
, Y =

u− v

2

)
= P

(
X =

u+ v

2

)
P
(
Y =

u− v

2

)
=

1

2π
e−

(u+v
2 )

2
+(u−v

2 )
2

2 =
1

2π
e−u2+v2

4

= fU(u)fV (v).

由 fU,V (u, v) = fU(u)fV (v), U 与 V 独立.

习题 (4.9.4) 设 X 与 Y 服从二元正态分布, 且它们的期望均为 0、方差均为 1、相关系数为

ρ. 求 X + Y 与 X − Y 的联合密度函数及边缘密度函数.

解 设 U = X + Y, V = X − Y , 作变量替换

u
v

 =

1 1

1 −1

x
y

, 则

fU,V (u, v) =
1

2π
√

1− ρ2
e−

(1−ρ)u2+(1+ρ)v2

4(1−ρ2) ·1
2

=
1

4π
√

1− ρ2
e−

u2

4(1+ρ)
− v2

4(1−ρ) .

从而可求边缘密度函数

fU(u) =
1

4π
√

1− ρ2
e−

u2

4(1+ρ)

∫
R

e−
v2

4(1−ρ) dv

=

√
2(1− ρ)

4π
√

1− ρ2
e−

u2

4(1+ρ)

∫
R

e
− 1

2

(
v√

2(1−ρ)

)2

d
(

v√
2(1− ρ)

)

=
1√

2π · 2(1 + ρ)
e
− 1

2(
√

2(1−ρ))
2 u

2

,

fV (v) =
1

4π
√

1− ρ2
e−

v2

4(1−ρ)

∫
R

e−
u2

4(1+ρ) du
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=

√
2(1 + ρ)

4π
√

1− ρ2
e−

v2

4(1−ρ)

∫
R

e
− 1

2

(
u√

2(1+ρ)

)2

d
(

u√
2(1 + ρ)

)

=
1√

2π · 2(1− ρ)
e
− 1

2(
√

2(1+ρ))
2 v

2

.

习题 (4.14.37) 设 ϕ 是 N(0, 1) 的密度函数, 定义函数列 {Hn}n⩾0, H0 = 1, (−1)nHnϕ = ϕ(n).

证明：

(a) Hn(x) 是 n 次首一多项式, 且

∫
R
Hm(x)Hn(x)ϕ(x) dx =

0, m 6= n,

n!, m = n.

(b)
∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
= etx− 1

2
t2 .

证明 (a) 由 ϕ(x) =
1√
2π

e− 1
2
x2

知 ϕ′(x) = −xϕ(x). 又 ϕ′(x) = −H1(x)ϕ(x), 故 H1(x) = x.

对 (−1)nHn(x)ϕ(x) = ϕ(n)(x) 两边求导得

(−1)nH ′
n(x)ϕ(x) + (−1)nHn(x)ϕ

′(x) = ϕ(n+1)(x) = (−1)n+1Hn+1(x)ϕ(x),

化简得

Hn+1(x) = xHn(x)−H ′
n(x).

由此递推式及 H0 = 1, H1 = x 归纳即得 Hn(x) 是 n 次首一多项式. 利用 Hm(x)ϕ
(n)(x)

∣∣∣+∞

−∞
=

0, ∀m,n ∈ N, 由分部积分, 对 m ⩽ n, 有∫
R
Hm(x)Hn(x)ϕ(x) dx = (−1)n

∫
R
Hm(x)ϕ

(n)(x) dx

= (−1)n+1

∫
R
H ′

m(x)ϕ
(n−1)(x) dx

= · · ·

= (−1)n+m

∫
R
H(m)

m (x)ϕ(n−m)(x) dx

= (−1)n+mm!

∫
R
ϕ(n−m)(x) dx
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=


(−1)n+mm!ϕ(n−m−1)(x)

∣∣∣+∞

−∞
= 0, m 6= n,

n!, m = n.

(b) 直接计算得
∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
=

1

ϕ(x)

∞∑
n=0

(−1)nϕ(n)(x)
tn

n!
=

1

ϕ(x)

∞∑
n=0

ϕ(n)(x)

n!
(−t)n

=
ϕ(x− t)

ϕ(x)
= etx− 1

2
t2 .

补充题 7 设 X 与 Y 为随机变量, 称 Z = X + iY 为复随机变量. 称 Z 服从复 Gauss 分布

(或复正态分布), 若它有密度函数

f(z) =
1

πσ2
e−

1
σ2 |z−µ|2 , z ∈ C,

其中 µ ∈ C, σ2 > 0. 记为 Z ∼ NC
(
µ, σ2

)
. 定义其期望为 E[Z] := E[X] + iE[Y ]. 证明：若

Z ∼ NC(0, 1), 则

E
(
ZkZ

l
)
=

k!, k = l,

0, k 6= l.

证明 若 Z ∼ NC(0, 1), 则 fZ(z) =
1

π
e−|z|2 , 用实部、虚部改写即联合密度函数 fX,Y (x, y) =

1

π
e−(x2+y2), 再作极坐标换元

X = R cosΘ,

Y = R sinΘ,

得到 fR,Θ(r, θ) =
1

π
r e−r2 . 由

ZkZ
l
= Rk+l [cos(kΘ) + i sin(kΘ)] [cos(lΘ)− i sin(lΘ)] = Rk+l [cos(k − l)Θ + i sin(k − l)Θ]

得

E
[
ZkZ

l
]
=E

[
Rk+l cos(k − l)Θ

]
+ iE

[
Rk+l sin(k − l)Θ

]
=
1

π

∫ +∞

0

rk+l+1 e−r2 dr
∫ 2π

0

cos(k − l)θ dθ

+ i 1
π

∫ +∞

0

rk+l+1 e−r2 dr
∫ 2π

0

sin(k − l)θ dθ

=
1

π

∫ +∞

0

rk+l+1 e−r2 dr
∫ 2π

0

cos(k − l)θ dθ.
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若 k 6= l, 则由
∫ 2π

0

cos(k − l)θ dθ = 0 得上述积分为 0. 若 k = l, 上述积分即

2

∫ +∞

0

r2k+1 e−r2 dr =
∫ +∞

0

(
r2
)k e−r2 dr2 = Γ(k + 1) = k!.

补充题 8 设 ϕn(x) =
1

(2π)
n
2

e
− 1

2

n∑
j=1

x2
j

,∆n(x) =
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi). 证明：对任意 m ∈ N, 有

∫
Rn

|∆n(x)|2m ϕn(x) dx =
n∏

j=1

Γ(1 + jm)

Γ(1 +m)
.

证明 这是 Selberg 积分公式的推论, 见 An Introduction to Random Matrices, Greg W. An-

derson, Alice Guionnet, Ofer Zeitouni, Cambridge University Press, 2009: 59.

注 2.0.1 事实上, 此结论对任意 m ∈ R⩾0 均成立.

习题 (5.6.1) (a) (Jensen 不等式) 称函数 u : R → R 为凸的, 若对任意 a ∈ R, 存在 λ = λ(a),

使得 u(x) ⩾ u(a) + λ(x− a), ∀x. 称凸函数 u 是严格凸的, 若 λ(a) 关于 a 严格单调递增.

¬ 证明：对于凸函数 u 与期望存在的随机变量 X, 有 E[u(X)] ⩾ u (E[X]).

­ 证明：若 u 是严格凸的且 E[u(X)] = u (E[X]), 则 X 是常值以概率 1 成立.

(b) 对于概率密度函数 f , 定义它的熵函数为 H(f) = −
∫
R
f(x) ln f(x) dx, 它的支撑集

为 S(f) = {x ∈ R | f(x) > 0}. 证明：在支撑集为 R、期望为 µ、方差 σ2 > 0 的概率密度函

数中, 只有正态分布 N
(
µ, σ2

)
的概率密度函数熵是最大的.

证明 (a) ¬ 取 a = E[X] 代入题干式中可得存在 λ 使得

u(X) ⩾ u (E[X]) + λ (X − E[X]) ,

对上式两边取期望, 由期望的线性性与非负性即得

E[u(X)] ⩾ u (E[X]) + λ (E[X]− E[X]) = u (E[X]) .

­ 由¬可知

u(X)
a.s.
=== u (E[X]) + λ (X − E[X]) .

若 P(X为常值) 6= 1, 则由上式可见 u 必在某个局部上为一次函数, 这与严格凸性矛盾.
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(b) 设 f 为 N
(
µ, σ2

)
的密度函数, g 为任一满足题意的密度函数, 则由已知,∫

R
xf(x) dx =

∫
R
xg(x) dx = µ,∫

R
(x− µ)2f(x) dx =

∫
R
(x− µ)2g(x) dx = σ2.

于是 ∫
R
f(x) ln f(x) dx =

∫
R
f(x)

[
−1

2
ln
(
2πσ2

)
− (x− µ)2

2σ2

]
dx

= −1

2
ln
(
2πσ2

) ∫
R
f(x) dx− 1

2σ2

∫
R
(x− µ)2f(x) dx

= −1

2
ln
(
2πσ2

) ∫
R
g(x) dx− 1

2σ2

∫
R
(x− µ)2g(x) dx

=

∫
R
g(x) ln f(x) dx.

由 lnx 是下凸函数, 利用凸函数的 Jensen 不等式, 我们有

H(g)−H(f) = −
∫
R
g(x) ln g(x) dx+

∫
R
f(x) ln f(x) dx

= −
∫
R
g(x) ln g(x) dx+

∫
R
g(x) ln f(x) dx

=

∫
R
g(x) ln f(x)

g(x)
dx

⩽ ln
(∫

R
g(x) · f(x)

g(x)
dx
)

= ln 1 = 0.

注 2.0.2 以下利用 Lagrange 乘子法给出 (b) 的一个不完备的证明.

设 p(x) 是一个期望为 µ、方差为 σ2 > 0 的随机变量的概率密度函数, 考虑

F (p, λ1, λ2, λ3) =−
∫
R
p(x) ln p(x) dx+ λ1

(∫
R
p(x) dx− 1

)
+ λ2

(∫
R
xp(x) dx− µ

)
+ λ3

(∫
R
(x− µ)2p(x) dx− σ2

)
=

∫
R

[
−p(x) ln p(x) + λ1p(x) + λ2xp(x) + λ3(x− µ)2p(x)

]
dx

− λ1 − µλ2 − σ2λ3

=

∫
R
L(x, p(x), λ1, λ2, λ3) dx− λ1 − µλ2 − σ2λ3,
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其中

L(x, p, λ1, λ2, λ3) = −p ln p+ λ1p+ λ2xp+ λ3(x− µ)2p.

将 p 视为未定元, 由

∂L
∂p

= −1− ln p+ λ1 + λ2x+ λ3(x− µ)2 = 0

可得

p(x) = eλ1−1+λ2x+λ3(x−µ)2 .

由

∣∣∣∣∫
R
p(x) dx

∣∣∣∣ < +∞ 可知 λ2 = 0, λ3 < 0. 因此可设 p(x) = a e−b(x−µ)2 , 其中 a, b 为待定常数

且 b > 0. 再由
∫
R
p(x) dx = 1 及

∫
R
(x− µ)2p(x) dx = σ2 即可确定 a =

1√
2πσ2

, b =
1

2σ2
.

习题 (5.6.4) 设 E [|Xr|] < +∞, 其中 r > 0. 证明： lim
x→+∞

xrP(|X| ⩾ x) = 0. 反过来, 设

lim
x→+∞

xrP(|X| ⩾ x) = 0, 其中 r > 0, 证明：E [|Xs|] < +∞, ∀0 ⩽ s < r.

证明 由 E [|Xr|] < +∞, 对任意 x > 0,

xrP (|X| ⩾ x) ⩽
∫ +∞

x

ur dF|X|(u) → 0, x→ +∞.

若 lim
x→+∞

xrP(|X| ⩾ x) = 0, 则对任意 s ∈ [0, r), 由分部积分,

∫ x

0

us dF|X|(u) = −
∫ x

0

us d
(
1− F|X|(u)

)
=
[
−us

(
1− F|X|(u)

)] ∣∣∣x
0
+

∫ x

0

sus−1
(
1− F|X|(u)

)
du

=
[
−us

(
1− F|X|(u)

)] ∣∣∣x
0
+

∫ x

0

sus−1P(|X| > u) du

⩽ s

∫ x

0

us−1P(|X| > u) du,

对充分大的 u有 us−1P(|X| > u) ⩽ us−1u−r = us−r−1,而 s− r− 1 < −1,因此
∫ x

0

us dF|X|(u)

在 [0,+∞) 上有界, 从而 E [|Xs|] = lim
x→+∞

∫ x

0

us dF|X|(u) < +∞.

习题 (7.1.1) 设 r ⩾ 1, 定义 ‖X‖r = (E [|X|r])
1
r . 证明：

(a) ‖cX‖r = |c| · ‖X‖r, ∀c ∈ R.

(b) ‖X + Y ‖r ⩽ ‖X‖r + ‖Y ‖r.
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(c) ‖X‖r = 0 当且仅当 P(X = 0) = 1.

也就是说, ‖ · ‖ 是给定概率空间上具有 r 阶矩的随机变量等价类上的一个范数, 其中等价关

系为 X ∼ Y ⇐⇒ P(X = Y ) = 1.

证明 (a) ‖cX‖r = (E [|cX|r])
1
r = (|c|rE [|X|r])

1
r = |c| · ‖X‖r.

(b) 设 r, s 为一对共轭参数, 即 1

r
+

1

s
= 1. 由 Hölder 不等式,

‖X + Y ‖rr = E [|X + Y |r] = E
[
|X + Y |r−1|X + Y |

]
⩽ E

[
|X + Y |r−1(|X|+ |Y |)

]
= ‖|X + Y |r−1|X|‖1 + ‖|X + Y |r−1|Y |‖1

Hölder
⩽ ‖|X + Y |r−1‖s (‖X‖r + ‖Y ‖r) =

(
E
[
|X + Y |(r−1)s

]) 1
s (‖X‖r + ‖Y ‖r)

(r−1)s=r
======= (‖X + Y ‖r)

r
s (‖X‖r + ‖Y ‖r)

r
s
=r−1

====== ‖X + Y ‖r−1
r (‖X‖r + ‖Y ‖r) ,

于是

‖X + Y ‖r ⩽ ‖X‖r + ‖Y ‖r.

(c) 只需证若 X ⩾ 0 且 E [Xr] = 0, 则 P(X = 0) = 1. 证明如下：由 Markov 不等式,

P(X > ε) = P (Xr > εr) ⩽ E [Xr]

εr
= 0 =⇒ P(X ⩽ ε) = 1, ∀ε > 0.

再由分布函数的右连续性, 令 ε→ 0+ 即得证.

习题 (7.2.1) (a) 设 Xn
r−→ X, 其中 r ⩾ 1. 证明：E [|Xn|r] → E [|X|r].

(b) 设 Xn
1−→ X. 证明：E[Xn] → E[X]. 逆命题成立吗？

(c) 设 Xn
2−→ X. 证明：Var(Xn) → Var(X).

证明 (a) 由 Minkowski 不等式,

‖Xn‖r ⩽ ‖Xn −X‖r + ‖X‖r, ‖X‖r ⩽ ‖X −Xn‖r + ‖Xn‖r.

在以上两式中令 n→ ∞ 并取上极限, 利用 lim
n→∞

‖X −Xn‖r = 0, 就得到

lim sup
n→∞

‖Xn‖r ⩽ lim sup
n→∞

‖X‖r, lim sup
n→∞

‖X‖r ⩽ lim sup
n→∞

‖Xn‖r.

故 ‖Xn‖r → ‖X‖r 即 E [|Xn|r] → E [|X|r].



第二部分 课后习题 103

(b) 由

|E[Xn]− E[X]| = |E[Xn −X]| ⩽ E [|Xn −X|] → 0, n→ ∞

可知 E[Xn] → E[X]. 逆命题不成立, 如设 P (Xn = −1) = P (Xn = 1) =
1

2
, P(X = 0) = 1, 则

E[Xn] = 0 = E[X], ∀n, 但 E[|Xn −X|] = E[|Xn|] = 1 6= 0.

(c) 由 2 阶收敛可推出 1 阶收敛, 又由 (a) 知 E
[
X2

n

]
→ E

[
X2
]
. 因此

Var(Xn) = E
[
X2

n

]
− (E [Xn])

2 → E
[
X2
]
− (E[X])2 = Var(X).

习题 (7.2.5(a)) 设 Xn
D−→ X 且 Yn

P−→ c, 其中 c 为常数. 证明：XnYn
D−→ cX, 且当 c 6= 0 时有

Xn

Yn

D−→ X

c
.

证明 ¬ 若 c 6= 0, 不妨设 c > 0, 进而可不妨设 Yn ⩾ 0. 对任意 ε ∈ (0, c),

P (XnYn ⩽ x) = P (XnYn ⩽ x, |Yn − c| > ε) + P (XnYn ⩽ x, |Yn − c| ⩽ ε)

⩽ P (|Yn − c| > ε) + P (XnYn ⩽ x, |Yn − c| ⩽ ε)

⩽ P (|Yn − c| > ε) + P
(
Xn ⩽ x

c− ε

)
.

取 ε ∈ (0, c) 使
x

c− ε
∈ CFX

, 令 n→ ∞ 并取上极限就得到

lim sup
n→∞

P (XnYn ⩽ x) ⩽ P
(
X ⩽ x

c− ε

)
.

再令 ε→ 0+(注意到分布函数的不连续点至多可数, 因此此操作与上一步相容), 就有

lim sup
n→∞

P (XnYn ⩽ x) ⩽ P
(
X ⩽ x

c

)
= P (cX ⩽ x) .

又

P (XnYn ⩽ x) ⩾ P (XnYn ⩽ x, |Yn − c| ⩽ ε)

⩾ P
(
Xn ⩽ x

c+ ε
, |Yn − c| ⩽ ε

)
= P

(
Xn ⩽ x

c+ ε

)
− P

(
Xn ⩽ x

c+ ε
, |Yn − c| > ε

)
⩾ P

(
Xn ⩽ x

c+ ε

)
− P (|Yn − c| > ε) .
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取 ε ∈ (0, c) 使
x

c+ ε
∈ CFX

, 令 n→ ∞ 并取下极限就得到

lim inf
n→∞

P (XnYn ⩽ x) ⩾ P
(
X ⩽ x

c+ ε

)
.

再令 ε→ 0+, 就有

lim inf
n→∞

P (XnYn ⩽ x) ⩾ P
(
X ⩽ x

c

)
= P (cX ⩽ x) .

故 XnYn
D−→ cX.

若 c = 0, 对任意 ε, δ > 0,

P (|XnYn| > ε) = P (|XnYn| > ε, |Yn| > δ) + P (|XnYn| > ε, |Yn| ⩽ δ)

⩽ P (|Yn| > δ) + P
(
|Xn| >

ε

δ

)
⩽ P (|Yn| > δ) + 1− P

(
Xn ⩽ ε

δ

)
+ P

(
Xn ⩽ −ε

δ

)
.

取 δ > 0 使 ±ε
δ
∈ CFX

, 令 n→ ∞ 并取上极限就得到

lim sup
n→∞

P (|XnYn| > ε) ⩽ 1− FX

(ε
δ

)
+ FX

(
−ε
δ

)
.

再令 δ → 0+, 利用分布函数在 ±∞ 的性质就有

lim sup
n→∞

P (|XnYn| > ε) ⩽ 0.

故 lim
n→∞

P(XnYn = 0) = 1, 即 XnYn
D−→ 0.

­ 只需证
1

Yn

P−→ 1

c
. 对任意 ε ∈ (0, c), 由于 Yn

P−→ c, 对充分大的 n, |Yn − c|
a.s.
⩽ ε, 从而

P
(∣∣∣∣ 1Yn − 1

c

∣∣∣∣ < ε

)
= P

(
|c− Yn|
|cYn|

< ε

)
⩽ P

(
|c− Yn|
c(c− ε)

< ε

)
= P (|c− Yn| < cε(c− ε)) .

而当 n→ ∞ 时, RHS → 0, 故 1

Yn

P−→ 1

c
. 再由¬即知

Xn

Yn

D−→ X

c
.

习题 (7.2.7) 设 {Xn} 为一随机变量列, {cn} 是一收敛于 c 的实数列. 对几乎处处收敛、r 阶

收敛、依概率收敛、依分布收敛, 证明 Xn → X 的必要条件是 cnXn → cX.

证明 ¬ 几乎处处收敛：对任意 ω ∈ Ω,由 Xn(ω) → X(ω)及 cn → c即得 cnXn(ω) → cX(ω).

­ r 阶收敛：由 Minkowski 不等式,

‖cnXn − cX‖r = ‖cn(Xn −X) + (cn − c)X‖r ⩽ ‖cn(Xn −X)‖r + ‖(cn − c)X‖r → 0.
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® 依概率收敛：对任意 ε > 0, 对于充分大的 n 有 |cn − c| < ε 且 ||cn| − |c|| < ε, 此时

P (|cnXn − cX| > ε) = P (|cn(Xn −X) + (cn − c)X| > ε)

⩽ P
({

|cn(Xn −X)| > ε

2

}
∪
{
|(cn − c)X| > ε

2

})
⩽ P

(
|cn(Xn −X)| > ε

2

)
+ P

(
|(cn − c)X| > ε

2

)
⩽ P

(
(|c|+ ε)|Xn −X| > ε

2

)
+ P

(
ε|X| > ε

2

)
⩽ P

(
|Xn −X| > ε

2(|c|+ ε)

)
+ P

(
|X| > 1

2

)
→ 0, n→ ∞.

¯ 依分布收敛：由 Skorokhod表示定理,存在随机变量 Yn, Y ,使得 Yn 与 Xn 同分布, X

与 Y 同分布, 且 Yn
a.s.−−→ Y . 则 cnYn

a.s.−−→ cY , 进而 cnYn
D−→ cY , 从而 cnXn

D−→ cX.

习题 (7.2.9) 设离散型随机变量 Xn 的分布列为 fn. 称 Xn 全变差收敛于分布列为 f 的随机

变量 X, 若 ∑
x

|fn(x)− f(x)| → 0, n→ ∞.

设 Xn 全变差收敛于 X, u : R → R 为有界函数, 证明：E[u(Xn)] → E[u(X)].

证明 设 |u(x)| < M , ∀x ∈ R. 由佚名统计学家公式,

|E [u(Xn)]− E[u(X)]| =
∣∣∣∣∣∑

x

u(x) [fn(x)− f(x)]

∣∣∣∣∣ ⩽M

∣∣∣∣∣∑
x

[fn(x)− f(x)]

∣∣∣∣∣→ 0.

故 E[u(Xn)] → E[u(X)].

习题 (7.3.6) (Weierstrass 逼近定理) 设 f : [0, 1] → R 连续, 随机变量 Sn ∼ B(n, x). 利用等

式 E[Z] = E [ZIA] + E [ZIAc ], 其中 Z = f(x)− f

(
Sn

n

)
, A =

ß∣∣∣∣Sn

n
− x

∣∣∣∣ > δ

™
, 证明：

lim
n→∞

sup
0⩽x⩽1

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣ = 0.

证明 因为 f 在 [0, 1] 上连续, 所以 f 在 [0, 1] 上有界且一致连续, 即

• 存在 M > 0, 使得 |f(x)| < M , ∀x ∈ [0, 1].

• 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对任意 x1, x2 ∈ [0, 1], 只要 |x1 − x2| ⩽ δ, 就有

|f(x1)− f(x2)| < ε.
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对这样的 ε 与 δ, 有 |E [ZIAc ]| < ε. 又由 Chebyshev 不等式,

|E [ZIA]| ⩽ 2MP(A) = 2M · P
(∣∣∣∣Sn

n
− x

∣∣∣∣ > δ

)
⩽ 2M ·

Var
(
Sn

n

)
δ2

= 2M · Var(Sn)

n2δ2
= 2M · x(1− x)

nδ2
⩽ M

2nδ2
.

于是

|E[Z]| = |E [ZIA] + E [ZIAc ]| ⩽ ε+
M

2nδ2
,

当 n >
M

2εδ2
时, 就有 |E[Z]| < 2ε, 故对任意 x ∈ [0, 1], 只要 n >

M

2εδ2
, 就有

∣∣∣∣f(x)− E
[
f

(
Sn

n

)]∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f(x)−

n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣ < ε.

习题 (7.3.10) 设随机变量 Xn ∼ N(0, 1) (n ⩾ 1). 证明：

(a) P
(

lim sup
n→∞

|Xn|√
lnn

=
√
2

)
= 1.

(b) P (Xn > an i.o.) =


0, 若

∑
n

P(X1 > an) < +∞,

1, 若
∑
n

P(X1 > an) = +∞.

证明 (a) 设 f(x) 与 F (x) 分别为 N(0, 1) 的概率密度函数与分布函数. 由 Mills 比率, 当

|x| → +∞ 时, 1− F (x) ∼ f(x)

x
. 故对 |ε| < 1, 有

P
(
|Xn| ⩾

√
2 lnn(1 + ε)

)
= 2

[
1− F

(√
2 lnn(1 + ε)

)]
∼ 1√

π lnn(1 + ε)n(1+ε)2
.

• 若 ε ∈ (0, 1),
∞∑
n=1

1√
π lnn(1 + ε)n(1+ε)2

< +∞. 由 Borel-Cantelli 引理,

P
(

lim sup
n→∞

|Xn|√
lnn

⩽
√
2

)
= 1.

• 若 ε ∈ (−1, 0],
∞∑
n=1

1√
π lnn(1 + ε)n(1+ε)2

= +∞. 由 Borel-Cantelli 引理,

P
(

lim sup
n→∞

|Xn|√
lnn

⩾
√
2

)
= 1.
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故

P
(

lim sup
n→∞

|Xn|√
lnn

=
√
2

)
= 1.

(b) 由于 {Xn}n⩾1 同分布, 根据 Borel-Cantelli 引理即得证.

习题 (7.3.13) 设随机变量列 {Xr | 1 ⩽ r ⩽ n} 独立同分布, 且有期望 µ 与方差 σ2. 设

X =
1

n

n∑
r=1

Xr. 证明：
n∑

r=1

(Xr − µ) 
n∑

r=1

(
Xr −X

)2 D−→ N(0, 1).

证明 由中心极限定理,
n∑

r=1

(Xr − µ)

√
nσ

D−→ X,

其中 X ∼ N(0, 1). 又Ã
1

nσ2

n∑
r=1

(
Xr −X

)2
=

Ã
1

nσ2

n∑
r=1

(Xr − µ)2 − 2

nσ2

(
X − µ

) n∑
r=1

(Xr − µ) +
1

σ2

(
X − µ

)2
,

由弱大数律,

1

nσ2

n∑
r=1

(Xr − µ)2
P−→ 1,

2

nσ2

(
X − µ

) n∑
r=1

(Xr − µ)
P−→ 0,

1

σ2

(
X − µ

)2 P−→ 0,

因此 Ã
n∑

r=1

(
Xr −X

)2 P−→ 1.

再由 Slutsky 定理 (习题 7.2.5(a)) 得
n∑

r=1

(Xr − µ) 
n∑

r=1

(
Xr −X

)2 D−→ X,

其中 X ∼ N(0, 1).
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习题 (7.4.1) 设独立随机变量 X2, X3, · · · 满足

P(Xn = n) = P(Xn = −n) = 1

2n lnn, P(Xn = 0) = 1− 1

n lnn.

证明：这列随机变量符合弱大数律但不符合强大数律, 即 1

n

n∑
i=1

Xi 依概率收敛于 0 但非几乎

处处收敛于 0.

证明 记 Sn =
n∑

i=1

Xi. 由 Markov 不等式,

P
(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
= P

(
S2
n > ε2n2

)
⩽ E [S2

n]

ε2n2
, ∀ε > 0.

而

E
[
S2
n

]
= E

[
X2

1

]
+

n∑
i=2

E
[
X2

i

]
= E

[
X2

1

]
+

n∑
i=2

i2 · 1

i ln i = E
[
X2

1

]
+

n∑
i=2

i

ln i .

当 i ⩾ 3 时,
ß

i

ln i

™
单调递增, 对 n ⩾ i ⩾ 3 有

i

ln i ⩽
n

lnn . 因此存在常数 C, 使得

E
[
S2
n

]
⩽ C

n2

lnn.

故

P
(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ C

ε2 lnn
n→∞−−−→ 0, ∀ε > 0,

即
Sn

n

P−→ 0. 又
∞∑
n=2

P (|Xn| ⩾ n) =
∞∑
n=2

1

n lnn = +∞,

由 Borel-Cantelli 引理, P (|Xn| ⩾ n i.o.) = 1. 假设 Sn

n
几乎处处收敛, 则

P
(∣∣∣∣Sn

n
− Sn−1

n− 1

∣∣∣∣ ⩾ 1 i.o.
)

= 0 =⇒ P
(∣∣∣∣Sn

n
− Sn−1

n

∣∣∣∣ ⩾ 1 i.o.
)

= 0,

但 P
(∣∣∣∣Sn

n
− Sn−1

n

∣∣∣∣ ⩾ 1 i.o.
)

= P (|Sn − Sn−1| ⩾ n i.o.) = P (|Xn| ⩾ n i.o.) = 1, 矛盾. 故 Sn

n
不几乎处处收敛.
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习题 (7.5.1) 设将区间 [0, 1] 划分为不交的子区间, 长度分别为 p1, p2, · · · , pn, 定义此划分的

熵为

h = −
n∑

i=1

pi ln pi.

设随机变量 {Xk} 相互独立且服从 [0, 1] 上的均匀分布, 用随机变量 Zm(i) 表示前 m 个随机

变量中取值在第 i 个子区间者的个数. 证明：

Rm =
n∏

i=1

p
Zm(i)
i

满足
lnRm

m

a.s.−−→ −h.

证明 设 Aij = {Xj 取值在第 i 个子区间中}, 令 Iij = IAij
. 则

lnRm =
n∑

i=1

Zm(i) ln pi =
n∑

i=1

m∑
j=1

Iij ln pi =
m∑
j=1

n∑
i=1

Iij ln pi.

设 Yj =
n∑

i=1

Iij ln pi, 则

E[Yj] =
n∑

i=1

P(Aij) ln pi =
n∑

i=1

pi ln pi = −h.

因为 {Yj} 相互独立且同分布, 由 Kolmogorov 强大数律,

lnRm

m
=

1

m

m∑
j=1

Yj
a.s.−−→ −h.

习题 (7.11.4) 设随机变量 {Yk} 相互独立且同分布, 均在 {0, 1, · · · , 9} 中等概率取值. 设

Xn =
n∑

i=1

Yi10
−i. 利用特征函数证明 Xn 依分布收敛于 [0, 1] 上的均匀分布, Xn 几乎处处收

敛于 [0, 1] 上的均匀分布.

证明 Xn 的特征函数

ϕXn(t) = E
[
ei tXn

]
=

n∏
k=1

E
[
ei tYk10

−k
]
=

n∏
k=1

9∑
j=0

1

10
ei tj10−k

=
n∏

k=1

[
1

10

9∑
j=0

(
ei t10−k

)j]
=

n∏
k=1

(
1

10
· 1− ei t10−k+1

1− ei t10−k

)
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=
1

10n
· 1− ei t

1− ei t10−n → ei t −1

i t , n→ ∞.

设 Y ∼ U [0, 1], 则 Y 的特征函数

ϕY (t) = E
[
ei tY ] = ∫ 1

0

ei tx dx =
ei t−1

i t = lim
n→∞

ϕXn(t).

又对任意 ω ∈ Ω, {Xn(ω)} 单调递增且有上界 1, 所以 Xn
a.s.−−→ Y , 进而 Xn

D−→ Y .

习题 (7.11.6) 设随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, 期望为 0, 四阶矩 E
[
X4

1

]
< +∞. 证明：

1

n

n∑
i=1

Xi
a.s.−−→ 0.【本题不得使用强大数律！】

证明 记 Sn =
n∑

i=1

Xi. 由 Markov 不等式,

P
(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
= P

(
S4
n > ε4n4

)
⩽ E [S4

n]

ε4n4
, ∀ε > 0.

而

E
[
S4
n

]
=C1

nE
[
X4

1

]
+ C2

nC1
2C1

4E
[
X3

1X2

]
+ C2

nC2
4E
[
X2

1X
2
2

]
+ C3

nC1
3C2

4C1
2E
[
X2

1X2X3

]
+ C4

nA4
4E [X1X2X3X4]

=nE
[
X4

1

]
+ 3n(n− 1)

(
E
[
X2

1

])2
,

最后一步用到了若高阶矩存在则低阶矩也存在 (习题 (5.6.4)).于是存在常数 C 使得 E
[
S4
n

]
⩽

Cn2, 从而
∞∑
n=1

P
(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
⩽

∞∑
n=1

C

ε4n2
< +∞, ∀ε > 0.

由 Borel-Cantelli 引理, P
(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε i.o.
)

= 0, ∀ε > 0, 即 Sn

n

a.s.−−→ 0.

补充题 9 设非负随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, E[X1] = +∞. 证明：1

n

n∑
k=1

Xk
a.s.−−→ +∞.

证明 记 Sn =
n∑

k=1

Xk. 对任意 M > 0, 设 X
(M)
k = min{Xk,M}, 则

¶
X

(M)
k

©
独立同分布且

E
[
X

(M)
1

]
< +∞. 记 S(M)

n =
n∑

k=1

X
(M)
k , 由强大数律,

S
(M)
n

n

a.s.−−→ E
[
X

(M)
1

]
, n→ ∞.
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而 Xk ⩾ X
(M)
k , 因此

lim inf
n→∞

Sn

n
⩾ lim

n→∞

S
(M)
n

n
即 lim inf

n→∞

Sn

n

a.s.
⩾ E

[
X

(M)
1

]
, ∀M > 0.

又 X
(M+1)
1 ⩾ X

(M)
1 ⩾ 0, lim

M→+∞
X

(M)
1 = X1, 由单调收敛定理, lim

M→+∞
E
[
X

(M)
1

]
= E[X1] =

+∞. 故在上式中令 M → +∞, 就得到

lim inf
n→∞

Sn

n
a.s.
=== +∞ 即

Sn

n

a.s.−−→ +∞.

补充题 10 记

In =

∫
[0,1]n

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

dx1 dx2 · · · dxn.

证明： lim
n→∞

In 存在.

证明 1 对 p ∈ (−1, 0), 设

I(p)n =

∫
[0,1]n

(
xp1 + xp2 + · · ·+ xpn

n

) 1
p

dx1 dx2 · · · dxn.

设随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立且同分布, Xk ∼ U [0, 1], 则 Xp
1 , X

p
2 · · · , Xp

n 独立同分布.

由于

E [Xp
1 ] =

∫ 1

0

xp dx =
1

p+ 1
,

根据强大数律,
Xp

1 +Xp
2 + · · ·+Xp

n

n

a.s.−−→ E [Xp
1 ] =

1

p+ 1
.

因为 f(x) = x
1
p 在 x =

1

p+ 1
处连续, 所以

(
Xp

1 +Xp
2 + · · ·+Xp

n

n

) 1
p a.s.−−→

(
1

p+ 1

) 1
p

.

由 g(x) = xp (p < 0) 是 [0, 1] 上的凸函数可得

1

n

n∑
k=1

g(Xk) ⩾ g

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
,

从而 ∣∣∣∣∣
(
Xp

1 +Xp
2 + · · ·+Xp

n

n

) 1
p

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

n

n∑
k=1

Xk ⩽ 1,
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由控制收敛定理,

E

[(
Xp

1 +Xp
2 + · · ·+Xp

n

n

) 1
p

]
→ E

[(
1

p+ 1

) 1
p

]
=

(
1

p+ 1

) 1
p

, n→ ∞.

由 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 这即是

lim
n→∞

I(p)n =

(
1

p+ 1

) 1
p

.

故

lim
n→∞

In = lim
p→−1+

lim
n→∞

I(p)n = lim
p→−1+

(
1

p+ 1

) 1
p

= exp
(
− lim

p→−1+

ln(p+ 1)

p

)
= 0.

证明 2 设随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立且同分布, Xk ∼ U [0, 1], 则 E
[
1

X1

]
= +∞. 由

补充题9结论, 1

n

n∑
k=1

1

Xk

a.s.−−→ +∞. 因为

∣∣∣∣∣∣∣∣
n

n∑
k=1

1
Xk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1, 所以由控制收敛定理,

In = E

 1

1
n

n∑
k=1

1
Xk

→ 0, n→ ∞.

习题 (5.7.7) 设随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, Xi ∼ N(µi, 1),并设 Y = X2
1 +X

2
2 + · · ·+

X2
n. 证明：Y 的特征函数为

ϕY (t) =
1

(1− 2 i t)n
2

exp
(

i tθ
1− 2 i t

)
,

其中 θ = µ2
1 + µ2

2 + · · ·+ µ2
n. 我们称随机变量 Y 服从自由度为 n、非中心参数为 θ 的非中心

卡方分布, 记作 Y ∼ χ2(n; θ).

证明 由

ϕX2
k
(t) = E

[
ei tX2

k

]
=

∫
R

ei tx2 1√
2π

e− 1
2
(x−µk)

2 dx s=i t
====

1√
2π

∫
R

e(s−
1
2)x2+µkx− 1

2
µ2
k dx

u=
√

1
2
−sx

========
1√

π(1− 2s)

∫
R

exp

−

u− µk

2
»

1
2
− s

2

+
µ2
k

4
(
1
2
− s
) − 1

2
µ2
k

 du
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=
1√

1− 2s
exp

(
µ2
ks

1− 2s

)
=

1

(1− 2 i t) 1
2

exp
(

µ2
k i t

1− 2 i t

)
及 X2

1 , · · · , X2
n 独立可得

ϕY (t) =
n∏

k=1

ϕX2
k
(t) =

n∏
k=1

[
1

(1− 2 i t) 1
2

exp
(

µ2
k i t

1− 2 i t

)]
=

1

(1− 2 i t)n
2

exp
(

i tθ
1− 2 i t

)
.

习题 (5.8.7) 设 X,Y ∼ N(0, 1) 独立, U, V 与 X,Y 独立. 证明：Z :=
UX + V Y√
U2 + V 2

∼ N(0, 1).

推广这一结论到 (X,Y ) 服从期望为 0、方差为 1、协方差为 ρ 的二元标准正态分布的情形.

证明 ¬ 对任意 θ ∈ R,

ϕcos θX+sin θY (t) = ϕcos θX(t)ϕsin θY (t) = ϕX(cos θt)ϕY (sin θt)

= e− 1
2

cos2 θt2 · e− 1
2

sin2 θt2 = e− 1
2
t2 .

因此

ϕZ(t) = E
[
ei tZ] = E

[
E
[
ei tZ | U, V

]]
= E

[
e− 1

2
t2
]
= e− 1

2
t2 .

由唯一性定理知 Z ∼ N(0, 1).

­ 对任意 u, v ∈ R, uX + vY 的特征函数

ϕ(t) = E
[
ei t(uX+vY )

]
= E

[
E
[
ei t(uX+vY ) | X

]]
= E

[
ei tuX E

[
ei tvY | X

]]
.

而

E
[
ei tvY | X = x

]
=

∫
R

ei tvy

1

2π
√

1−ρ2
e−

x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2)

1√
2π

e− 1
2
x2

dy

=
1√

2π(1− ρ2)

∫
R

e−
(ρx−y)2

2(1−ρ2)
+i tvy dy

w= y−ρx√
1−ρ2

========
1√
2π

∫
R

e−
1
2
w2+i tv

(√
1−ρ2w+ρx

)
dw

s=i tv
√

1−ρ2

=========
ei tvρx
√
2π

∫
R

e− 1
2
w2+sw dw

=
ei tvρx
√
2π

∫
R

e− 1
2
(w−s)2+ 1

2
s2 dw

= ei tvρx+ 1
2
s2 = ei tvρx− t2v2(1−ρ2)

2 ,
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因此

E
[
ei tvY | X

]
= ei tvρX− t2v2(1−ρ2)

2 .

故 uX + vY 的特征函数

ϕ(t) = E
[
ei t(u+ρv)X− t2v2(1−ρ2)

2

]
= e−

t2v2(1−ρ2)
2 E

[
ei t(u+ρv)X

]
=

e−
t2v2(1−ρ2)

2

√
2π

∫
R

ei t(u+ρv)x− 1
2
x2 dx

m=i t(u+ρv)
=========

e−
t2v2(1−ρ2)−m2

2

√
2π

∫
R

e− 1
2
(x−m)2 dx

= e−
t2v2(1−ρ2)+t2(u+ρv)2

2 = e−
u2+2ρuv+v2

2
t2 .

由此可知, 若记 W :=
uX + vY√

u2 + 2ρuv + v2
, 则 W 的特征函数

ϕW (t) = e− 1
2
t2 .

由唯一性定理知 W ∼ N(0, 1). 再设 Z :=
UX + V Y√

U2 + 2ρUV + V 2
, 则 Z 的特征函数

ϕZ(t) = E
[
E
[
ei tZ | U, V

]]
= E

[
e− 1

2
t2
]
= e− 1

2
t2 ,

由唯一性定理知 Z ∼ N(0, 1).

习题 (5.8.8) 设 X ∼ Exp(λ). 证明：E
[
ei tX] = λ

λ− i t .

证明 利用不定积分 ∫
cos(tx) e−λx dx =

t sin(tx)− λ cos(tx)
λ2 + t2

e−λx +C,∫
sin(tx) e−λx dx =

−λ sin(tx)− t cos(tx)
λ2 + t2

e−λx +C

直接计算得

E
[
ei tX] = λ

∫ +∞

0

e(i t−λ)x dx

= λ

∫ +∞

0

cos(tx) e−λx dx+ λ i
∫ +∞

0

sin(tx) e−λx dx

=
λ2

λ2 + t2
+

iλt
λ2 + t2

=
λ

λ− i t .
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习题 (5.8.9) 求下列概率密度函数的特征函数：

(a) f(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R.

(b) f(x) =
1

2
|x| e−|x|, x ∈ R.

证明 (a) 我们有

ϕ(t) =
1

2

∫
R

ei tx−|x| dx =
1

2

∫ 0

−∞
e(i t+1)x dx+ 1

2

∫ +∞

0

e(i t−1)x dx =
1

t2 + 1
.

(b) 我们有

ϕ(t) =
1

2

∫
R
|x| ei tx−|x| dx = −1

2

∫ 0

−∞
x e(i t+1)x dx+ 1

2

∫ +∞

0

x e(i t−1)x dx

=
1

2(i t+ 1)

∫ 0

−∞
e(i t+1)x dx+ 1

2(1− i t)

∫ +∞

0

e(i t−1)x dx =
1− t2

(1 + t2)2
.

习题 (5.8.10) 设 U ∼ U [0, 1], 问是否存在同分布随机变量 X,Y, Z, 其中 Y, Z 相互独立且均

与 U 独立, 使得 X = U(Y + Z)？

解 由 MU(Y+Z)(t) = E
[
etU(Y+Z)

]
= E

[
E
[
etU(Y+Z) | U

]]
= E [MY+Z(tU)] =

∫ 1

0

MY+Z(tu) du

及 Y 与 Z 独立可知, 若 X = U(Y + Z), 则需有

MX(t) =

∫ 1

0

MY+Z(tu) du =

∫ 1

0

(MX(tu))
2 du =

1

t

∫ t

0

(MX(v))
2 dv,

也即 X 的矩母函数 MX(t) 需满足积分方程

tMX(t) =

∫ t

0

(MX(v))
2 dv.

两边对 t 求导化为常微分方程

MX(t) + tM ′
X(t) = (MX(t))

2 .

求得通解为

MX(t) =
1

1 + ct
,

其中 c 为任意常数. 注意到若 X ∼ Exp(λ), 则 MX(t) =
λ

λ− t
, 因此这样的 X 满足要求.
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习题 (5.9.2) 设 Xn 的分布函数为

Fn(x) = x− sin(2nπx)
2nπ

, 0 ⩽ x ⩽ 1.

(a) 证明：Fn 的确是分布函数, 且 Xn 有概率密度函数.

(b) 证明：当 n → ∞ 时, Fn 收敛于 [0, 1] 上均匀分布的分布函数, 但 Fn 对应的密度函

数不收敛于均匀分布的密度函数.

证明 (a) fn(x) := F ′
n(x) = 1− cos(2nπx) ⩾ 0, 且 Fn(0) = 0, Fn(1) = 1, 因此 Fn 的确实分布

函数, 且 fn 即为 Xn 的密度函数.

(b) 由 lim
n→∞

Fn(x) = x 知 Fn 收敛于 [0, 1] 上均匀分布的分布函数. 而当 n → ∞ 时, fn
极限不存在.

习题 (5.9.5) 利用反转公式证明：∫ +∞

−∞

sin(at) sin(bt)
t2

dt = πmin{a, b}, ∀a, b > 0.

证明 设 X ∼ U [−a, a] 与 Y ∼ U [−b, b] 独立. 则

ϕX(t) =
1

2a

∫ a

−a

ei tx dx =
sin(at)
at

,

ϕY (t) =
1

2b

∫ b

−b

ei tx dx =
sin(bt)
bt

.

对 ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t) =
sin(at) sin(bt)

abt2
作 Fourier 反变换得

fX+Y (x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e− i tx ϕX+Y (t) dt = 1

2πab

∫ +∞

−∞
e− i tx sin(at) sin(bt)

t2
dt.

记 c = min{a, b} > 0, 则 fX+Y 在 (−c, c) 上可微, 从而

fX+Y (0) =
1

2πab

∫ +∞

−∞

sin(at) sin(bt)
t2

dt.

另一方面,

fX+Y (0) = P(X + Y = 0) =

∫ c

−c

1

2a
· 1

2b
dx =

c

2ab
.

故 ∫ +∞

−∞

sin(at) sin(bt)
t2

dt = π · c = πmin{a, b}.
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补充题 11 求 cos2 t 对应的的分布函数.

解 设相互独立的随机变量 X 与 Y 满足 P(X = −1) = P(X = 1) = P(Y = −1) = P(Y =

1) =
1

2
. 我们已知 ϕX(t) = ϕY (t) = cos t, 于是 ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t) = cos2 t. 由 X + Y 的分

布列

n −2 0 2

P(X + Y = n)
1

4

1

2

1

4

即得 cos2 t 对应的分布函数为 FX+Y (x) =



1, x ⩾ 2,

3

4
, 0 ⩽ x < 2,

1

4
, −2 ⩽ x < 0,

0, x < −2.

习题 (5.10.1(b)) 证明：对 x ⩾ 0, 当 n→ ∞ 时,∑
k:|k−n|⩽x

√
n

nk

k!
∼ en

∫ x

−x

1√
2π

e− 1
2
u2 du.

证明 设随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, Xk ∼ P (λ), Sn =
n∑

k=1

Xk. 则由 X1 的特征函数

ϕX1(t) = E
[
ei tX1

]
=

∞∑
k=0

ei tk λ
k

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(λ ei t)
k

k!
= eλ(ei t −1)

以及 Sn 的特征函数

ϕSn(t) = (ϕX1(t))
n = enλ(ei t −1)

可知 Sn ∼ P (nλ). 现取 λ = 1, 则 P(Sn = k) =
nk

k!
e−n. 又 E[X1] = λ = 1,Var(X1) = λ = 1,

由中心极限定理,
Sn − n√

n

D−→ N(0, 1),

从而

P
(∣∣∣∣Sn − n√

n

∣∣∣∣ ⩽ x

)
→
∫ x

−x

1√
2π

e− 1
2
u2 du, n→ ∞.

而

P
(∣∣∣∣Sn − n√

n

∣∣∣∣ ⩽ x

)
= P

(
|Sn − n| ⩽ x

√
n
)
=

∑
k:|k−n|⩽x

√
n

nk

k!
e−n,

这就完成了证明.
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习题 (5.10.3) 设 X ∼ Γ(1, s). 对给定的 X = x, 设 Y ∼ P (x). 求 Y 的特征函数, 并证明

Y − E[Y ]√
Var(Y )

D−→ N(0, 1), s→ +∞.

解释它与中心极限定理的联系.

注：Gamma 分布 Γ(λ, t) 的概率密度函数为 f(x) =
1

Γ(t)
λtxt−1 e−λx, x ⩾ 0, 其中 Γ(t) =

∫ +∞

0

xt−1 e−x dx.

解 Y 的特征函数

ϕY (t) = E
[
ei tY ] = E

[
E
[
ei tY | X

]]
= E

[
eX(ei t −1)

]
=

∫ +∞

0

e(ei t −1)x 1

Γ(s)
xs−1 e−x dx

=
1

Γ(s)

∫ +∞

0

xs−1 e(ei t−2)x dx

=
1

(2− ei t)s Γ(s)

∫ +∞

0

[(
2− ei t) x]s−1 e−(2−ei t)x d

(
2− ei t) x

=
1

(2− ei t)s
.

由此可知

E[Y ] =
1

i ϕ
′
Y (0) = s, E

[
Y 2
]
=

1

i2
ϕ′′
Y (0) = s(s+ 2),

进而

Var(Y ) = E
[
Y 2
]
− (E[Y ])2 = s(s+ 2)− s2 = 2s.

于是 Z :=
Y − E[Y ]√

Var(Y )
=

1√
2s
Y −

…
s

2
的特征函数

ϕZ(t) = e− i t
√

s
2 ϕY

(
t√
2s

)
.

当 s→ +∞ 时,

ϕY

(
t√
2s

)
= exp

(
−s log

(
2− ei t√

2s

))
= exp

(
−s log

[
1−

(
ei t√

2s −1
)])

= exp
(
s

[(
ei t√

2s −1
)
+

1

2

(
ei t√

2s −1
)2]

+ o(1)

)
= exp

(s
2

(
ei 2t√

2s −1
)
+ o(1)

)
= exp

(
s

2

(
i 2t√

2s
+

1

2

(
i 2t√

2s

)2
)

+ o(1)

)

= exp
(

i t
…
s

2
− 1

2
t2 + o(1)

)
.
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故

ϕZ(t) → e− 1
2
t2 , s→ +∞,

因为 e− 1
2
t2 是标准正态分布的特征函数 (自然在 t = 0 处连续), 由 Lévy-Cramér 连续性定理,

当 s→ +∞ 时, Z D−→ N(0, 1).

与中心极限定理的联系：若将 s 和 X 视作整数, 则 X ∼ Γ(1, s) 意味着 X 是 s 个服从

参数为 1 的指数分布的独立随机变量之和, 故当 s → +∞ 时 X
a.s.−−→ +∞. 而 Y 服从参数为

X 的 Poisson 分布, 当 X → +∞ 时, 由中心极限定理, Y 规范化后接近标准正态分布.

习题 (5.12.33) (a) 设 X ∼ P (λ), 证明：Yλ :=
X − E[X]√

Var(X)

λ→+∞−−−−→ N(0, 1).

(b) 设 X ∼ Γ(1, λ), 证明：Yλ :=
X − E[X]√

Var(X)

λ→+∞−−−−→ N(0, 1).

(c) 证明：

e−n

(
1 + n+

n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

)
→ 1

2
, n→ ∞.

证明 (a) Yλ =
1√
λ
X −

√
λ 的特征函数

ϕYλ
= e− i

√
λt ϕX

(
t√
λ

)
= exp

(
λ ei t√

λ −λ− i
√
λt
)
→ e− 1

2
t2 , λ→ +∞,

e− 1
2
t2 是标准正态分布的特征函数, 由 Lévy-Cramér 连续性定理, Yλ

λ→+∞−−−−→ N(0, 1).

(b) 由 X ∼ Γ(1, λ) 知 X 的密度函数 f(x) =
1

Γ(λ)
xλ−1 e−x, 从而

ϕX(t) =
1

Γ(λ)

∫ +∞

0

xλ−1 e(i t−1)x dx

=
1

(1− i t)λΓ(λ)

∫ +∞

0

[(1− i t)x]λ−1 e−(1−i t)x d(1− i t)x

=
1

(1− i t)λ ,

进而

ϕYλ
= e− i

√
λt ϕX

(
t√
λ

)
= e− i

√
λt

(
1− i t√

λ

)−λ

.

再由

logϕYλ
(t) = − i

√
λt− λ log

(
1− i t√

λ

)
= − i

√
λt− λ

(
− i t√

λ
− 1

2

(
i t√

λ

)2

+ o

(
1

λ

))
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= −1

2
t2 + o(1), λ→ +∞

即知 ϕYλ
(t)

λ→+∞−−−−→ e− 1
2
t2 . 由 Lévy-Cramér 连续性定理, Yλ

λ→+∞−−−−→ N(0, 1).

(c) 设 Xn ∼ P (n), 由 (a) 知

Xn − n√
n

n→∞−−−→ N(0, 1),

进而

P
(
Xn − n√

n
⩽ 0

)
→
∫ 0

−∞

1√
2π

e− 1
2
x2 dx =

1

2
, n→ ∞.

再由

P
(
Xn − n√

n
⩽ 0

)
= P (Xn ⩽ n) = e−n

n∑
k=1

nk

k!

即得证.

习题 (5.12.39) 利用 Lévy-Cramér 连续性定理证明, 当 n→ ∞ 时,

(a) 若 Xn ∼ B

(
n,
λ

n

)
, 则 Xn 依分布收敛于一个 Poisson 分布随机变量.

(b) 若 Yn 服从参数为 p =
λ

n
的几何分布, 则 Yn

n
依分布收敛于一个指数分布随机变量.

证明 (a) Xn 的特征函数

ϕXn(t) = E
[
ei tXn

]
=

n∑
k=0

ei tk Ck
n

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

=

(
1− λ

n
+
λ

n
ei t
)n

=

[
1 +

λ

n

(
ei t −1

)]n
→ eλ(ei t−1), n→ ∞.

注意到 eλ(ei t−1) 是 Poisson 分布 P (λ) 的特征函数, 由 Lévy-Cramér 连续性定理, 结论得证.

(b) Yn 的特征函数

ϕYn(t) = E
[
ei tYn

]
=

∞∑
k=1

ei tk p(1− p)k−1 = p ei t
∞∑
k=1

[
(1− p) ei t]k−1

=
p ei t

1− (1− p) ei t ,

因此
Yn
n
的特征函数

ϕYn
n
(t) = ϕYn

(
t

n

)
=

p ei t
n

1− (1− p) ei t
n

=
λ

λ− n
(
1− e− i t

n

) → λ

λ− i t , n→ ∞.

注意到
λ

λ− i t 是指数分布 Exp(λ) 的特征函数, 由 Lévy-Cramér 连续性定理, 结论得证.
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习题 (5.12.41) 设随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, P(X1 = 1) = P(X1 = −1) =
1

2
. 证明：…

3

n3

n∑
k=1

kXk
D−→ N(0, 1), n→ ∞.

证明 设 Yk = kXk, 则 {Yk} 相互独立, 且 E[Yk] = 0,Var(Yk) = k2,E
[
|Yk|3

]
= k3. 设 B2

n =
n∑

k=1

(Var(Yk))2 =
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, 令 Bn =

√
B2

n, 则

1

B3
n

n∑
k=1

E
[
|Yk|3

]
=

[
6

n(n+ 1)(2n+ 1)

] 3
2 n2(n+ 1)2

4
∼ 3

√
3

4
√
n
→ 0, n→ ∞,

即 {Yk} 满足 3 阶矩条件(T), 进而满足 Lindeberg 条件(L). 由 Lindeberg-Feller 中心极限定

理, …
3

n3

n∑
k=1

kXk ∼
1

Bn

n∑
k=1

Yk
D−→ N(0, 1), n→ ∞.

习题 (5.12.42) 设随机变量 {Xk}相互独立且同分布, X1 ∼ N
(
µ, σ2

)
.设 X =

1

n

n∑
k=1

Xk, Zk =

Xk −X. 求 X,Z1, Z2, · · · , Zn 的联合特征函数, 并由此证明 X 与 S2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(
Xk −X

)2
独立.

证明 设 Y =
(
X,Z1, Z2, · · · , Zn

)
, t = (t0, t1, t2, · · · , tn) ∈ Rn+1, t = 1

n

n∑
k=1

tk, 则 Y 的特征函

数

ϕY(t) = E
[
ei t·Y] = E

[
ei t0X

n∏
k=1

ei tk(Xk−X)

]
= E

[
n∏

k=1

ei( t0
n
+tk−t)Xk

]
{Xk} 独立
=======

n∏
k=1

E
[
ei( t0

n
+tk−t)Xk

]
=

n∏
k=1

eiµ( t0
n
+tk−t)− 1

2
σ2( t0

n
+tk−t)

2

= exp
(

iµt0 −
1

2
σ2

n∑
k=1

(
t0
n
+ tk − t

)2
)
.

而

n∑
k=1

(
t0
n
+ tk − t

)2

=
n∑

k=1

(
t0
n

)2

+
n∑

k=1

(
tk − t

)2
+

2t0
n

n∑
k=1

(
tk − t

)
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=
t20
n
+

n∑
k=1

(
tk − t

)2
,

因此

ϕY(t) = exp
(

iµt0 −
σ2t20
2n

− σ2

2

n∑
k=1

(
tk − t

)2)

= exp
(

iµt0 −
σ2t20
2n

)
exp

(
−σ

2

2

n∑
k=1

(
tk − t

)2)

= ϕX(t0)
n∏

k=1

eiµ(tk−t)− 1
2
σ2(tk−t)

2

= ϕX(t0)
n∏

k=1

E
[
ei(tk−t)Xk

]
= ϕX(t0)E

[
exp

(
i

n∑
k=1

(
tk − t

) (
Zk +X

))]

= ϕX(t0)E

[
exp

(
i

n∑
k=1

tkZk

)]
= ϕX(t0)ϕZ1,··· ,Zn (t1, · · · , tn) .

由此可知 X 与 (Z1, · · · , Zn) 独立, 进而 X 与 S2 独立.

补充题 12 证明：标准正态分布被其矩序列决定.

证明 由 Wallis 公式与 Stirling 公式可知, 当 k → ∞ 时,

1

k
[(2k − 1)!!]

1
2k ∼

(
2kk!√
kπ

) 1
2k

k
=

√
2
(

k!√
kπ

) 1
2k

k
∼

√
2

[√
2kπ( k

e )
k

√
kπ

] 1
2k

k
=

2
1
4k

+ 1
2

√
k e

→ 0,

这说明标准正态分布的矩序列满足 Riesz 条件(R), 因此标准正态分布被其矩序列决定.

补充题 13 求半圆律 ρ(x) =
1

2π

√
4− x2, x ∈ [−2, 2] 的 k 阶矩, 并验证其决定 ρ(x).

解 当 k 为奇数时,
∫ 2

−2

xk
√
4− x2 dx = 0. 当 k = 2m 为偶数时,

γk :=

∫ 2

−2

x2m
√
4− x2 dx x=2 sin θ

========
θ∈[−π

2
,π
2 ]

∫ π
2

−π
2

(2 sin θ)2m(2 cos θ)2 dθ

= 22m+2

(∫ π
2

−π
2

sin2m θ dθ −
∫ π

2

−π
2

sin2m+2 θ dθ
)
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= 22m+2π

[
(2m− 1)!!

(2m)!!
− (2m+ 1)!!

(2m+ 2)!!

]
= 2k+2π

[
(k − 1)!!

k!!
− (k + 1)!!

(k + 2)!!

]
= 2k+2π

(k − 1)!!

(k + 2)!!
.

由 Wallis 公式, 当 k → ∞ 时,

1

k
γ

1
2k
2k ∼ 2

k

[
(2k − 1)!!

(2k + 2)!!

] 1
2k

∼ 2

k
[
(2k + 2)

√
kπ
] 1

2k

∼ 2

k
→ 0.

这说明矩序列 {γk} 满足 Riesz 条件(R), 因此其决定了 ρ(x).

补充题 14 设非负随机变量 {Xk} 相互独立且同分布, E[X1] = 1,Var(X1) = σ2, 其中 σ ∈

(0,+∞), 令 Sn =
n∑

k=1

Xk. 证明：

2

σ

(√
Sn −

√
n
)

D−→ N(0, 1).

证明 注意到
2

σ

(√
Sn −

√
n
)
=

1√
nσ

· Sn − n√
Sn +

√
n
· 2
√
n. 由中心极限定理,

Sn − n√
nσ

D−→ N(0, 1).

而由强大数律,
Sn − n√
Sn +

√
n
· 2
√
n =

2»
Sn

n
+ 1

a.s−→ 2

1 + 1
= 1,

进而
Sn − n√
Sn +

√
n
· 2
√
n

P−→ 1.

由 Slutsky 定理 (习题 7.2.5(a)) 即得

2

σ

(√
Sn −

√
n
)

D−→ N(0, 1).

补充题 15 设随机变量 X 期望为 µ, 标准差 σ > 0. 证明：

P(X ⩾ µ+ a) ⩽ σ2

σ2 + a2
, ∀a > 0.
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证明 由欲证形式可不妨设 µ = 0. 则由 Cauchy-Schwarz 不等式,

a = E[a−X] = E
[
(a−X)I{X⩾a} + (a−X)I{X<a}

]
= E

[
(a−X)I{X⩾a}

]︸ ︷︷ ︸
⩽0

+E
[
(a−X)I{X<a}

]
⩽ E

[
(a−X)I{X<a}

]
⩽
»

E [(a−X)2]P(X < a)

=
»

(a2 + σ2)P(X < a).

于是

P(X ⩾ µ+ a) = 1− P(X < µ+ a) ⩽ 1− a2

σ2 + a2
=

σ2

σ2 + a2
.
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