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第一章 分析学中的主要结论

1.1 Taylor 展开

定义 1.1.0.1 设函数 f 在点 x0 处有直到 n 阶的导数，这里 n 是任意给定的正整数. 令

Tn(x; x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

称它为 f 在 x0 处的 n 次 Taylor 多项式.

1.1.1 带 Peano 余项的 Taylor 展开

定理 1.1.1.1 设函数 f 在点 x0 处有直到 n 阶的导数，则对任意固定的 x0 ∈ (a, b) 有

f(x) = Tn(x; x0) + o ((x− x0)
n) .

证明 写成极限形式，即证

f (n)(x0) = lim
x→x0

f(x)− Tn−1(x; x0)
1
n!
(x− x0)n

.

而这可由连续运用 n− 1 次 L’Hospital 法则得到.

注 1.1.1.2 应该注意此处只是在 x0 处存在 n 阶导数，而其附近不一定存在 n 阶导数，故不

能直接求 n 阶导数来证明.（而由 n 阶导数的存在能推出 x0 附近存在 n− 1 阶导数.）

1.1.2 带 Lagrange 余项的 Taylor 展开

定理 1.1.2.1 设函数 f 在 (a, b) 上有 n+ 1 阶导数，则对任意固定的 x0 ∈ (a, b) 有

f(x) = Tn(x; x0) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

这里 ξ 是位于 x0 与 x 之间的一个数.

1
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证明 (常数变易法) 固定 x，令变量 t := x0，则

d
dt (f(x)− Tn(x; t))

=
d
dt

(
f(x)− f(t)− f ′(t)

1!
(x− t)− f ′′(t)

2!
(x− t)2 − · · · − f (n)(t)

n!
(x− t)n

)
=−

(
f ′(t)− f ′(t)

1!
+
f ′′(t)

1!
(x− t)− 2 · f

′′(t)

2!
(x− t) +

f ′′′(t)

2!
(x− t)2

− · · · − n · f
(n)(t)

n!
(x− t)n−1 +

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n

)
=− f (n+1)(t)

n!
(x− t)n,

从而

[f(x)− Tn(x; t)]
∣∣∣x0
x

1
(n+1)!

(x− t)n+1
∣∣∣x0
x

Cauchy 中值定理
=============
ξ 位于 x0 与 x 之间

− d
dt(f(x)− Tn(x; t))

− 1
n!
(x− t)n

∣∣∣∣∣
t=ξ

=
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n

1
n!
(x− ξ)n

= f (n+1)(ξ).

注意到 [f(x)− Tn(x; t)]
∣∣∣
t=x

=
1

(n+ 1)!
(x− t)n+1

∣∣∣∣∣
t=x

= 0，于是就有

f(x) = Tn(x; x0) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

注 1.1.2.2 Lagrange 余项也可由在 O.Schlömilch-Roche 余项中取 p = n+ 1 得到.

1.1.3 带 O.Schlömilch-Roche 余项的 Taylor 展开

定理 1.1.3.1 设函数 f 在 (a, b) 上有 n+ 1 阶导数，p > 0，则对任意固定的 x0 ∈ (a, b)，存

在 θ ∈ (0, 1)，使得

f(x) = Tn(x; x0) +
f (n+1) (x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1n+ 1

p
(1− θ)n+1−p.

证明 (常数变易法) 固定 x，令变量 t := x0，设

Sn(t) := f(t) +
f ′(t)

1!
(x− t) + · · ·+ F (n)(t)

n!
(x− t)n,

φ(t) = (x− t)p.
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则

S ′
n(t) =f

′(t)− f ′(t)

1!
+
f ′′(t)

1!
(x− t)− 2 · f

′′(t)

2!
(x− t) +

f ′′′(t)

2!
(x− t)2

− · · · − n · f
(n)(t)

n!
(x− t)n−1 +

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n

=
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n,

φ′(t) = −p(x− t)p−1.

那么

f(x)− Sn(x0) =
Sn(x)− Sn(x0)

φ(x)− φ(x0)
(φ(x)− φ(x0))

Cauchy 中值定理
=============
ξ 位于 x0 与 x 之间

f (n+1)(ξ)
n!

(x− ξ)n

−p(x− ξ)p−1
(−(x− x0)

p)

ξ=x0+θ(x−x0)
==========

θ∈(0,1)

f (n+1) (x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1n+ 1

p
(1− θ)n+1−p.

1.1.4 带 Cauchy 余项的 Taylor 展开

定理 1.1.4.1 设函数 f 在 (a, b) 上有 n+ 1 阶导数，则对任意固定的 x0 ∈ (a, b) 有

f(x) = Tn(x; x0) +
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0),

这里 ξ 是位于 x0 与 x 之间的一个数.

证明 在 O.Schlömilch-Roche 余项中取 p = 1 即得.

1.1.5 带积分余项的 Taylor 展开

定理 1.1.5.1 设函数 f 在 [a, b] 上有直到 n + 1 阶导数，f (n+1)(x) ∈ R[a, b]，则对任意固定

的 x0 ∈ (a, b) 有

f(x) = Tn(x; x0) +

ˆ x

x0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.
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证明 (常数变易法) 固定 x，令变量 t := x0，则

d
dt (f(x)− Tn(x; t))

=
d
dt

(
f(x)− f(t)− f ′(t)

1!
(x− t)− f ′′(t)

2!
(x− t)2 − · · · − f (n)(t)

n!
(x− t)n

)
=−

(
f ′(t)− f ′(t)

1!
+
f ′′(t)

1!
(x− t)− 2 · f

′′(t)

2!
(x− t) +

f ′′′(t)

2!
(x− t)2

− · · · − n · f
(n)(t)

n!
(x− t)n−1 +

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n

)
=− f (n+1)(t)

n!
(x− t)n.

由 f (n+1)(x) ∈ R[a, b] 知 −f
(n+1)(t)

n!
(x− t)n ∈ R[a, b]. 根据 Newton-Leibniz 公式，等式两边

对 t 从 x0 到 x 积分，得到

f(x) = Tn(x; x0) +

ˆ x

x0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.

证明 (分部积分法) 在高阶分部积分公式（定理1.3.1.1）中，令 u = f(x), v = (b− x)n. 此时

v′ = −n(b− x)n−1, v′′ = n(n− 1)(b− x)n−2, · · · , v(n) = (−1)nn!, v(n+1) = 0;

当 x = b 时所有函数 v, v′, v′′, · · · , v(n−1) 都变成零. 则

0 =(−1)n
[
n!f(b)− n!f(a)− n!f ′(a)(b− a)− n!

2!
f ′′(a)(b− a)2 − · · · − f (n)(a)(b− a)n

]
+ (−1)n+1

ˆ b

a

f (n+1)(x)(b− x)n dx.

移项得

f(b) = f(a)+
f ′(a)

1!
(b−a)+

f ′′(a)

2!
(b−a)2+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(b−a)n+

1

n!

ˆ b

a

f (n+1)(x)(b−x)n dx.

再用 x 代替 b，x0 代替 a，就得到

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
1

n!

ˆ x

x0

f (n+1)(x)(x− t)n dt.

【利用定理1.3.1.1中形式更对称的高阶分部积分公式可得到更简洁的证明：

将公式中的 n 替换成 n− 1，变成
ˆ b

a

u(x)v(n)(a+ b− x) dx =
n−1∑
k=0

[
u(k)(a)v(n−1−k)(b)− u(k)(b)v(n−1−k)(a)

]
+

ˆ b

a

u(n)(x)v(a+ b− x) dx.
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如果要求 vn(x) ≡ 1，且所有的 v(k)(b) (k = 0, 1, · · · , n− 1) 都不出现，则可唯一确定一个 n

次多项式：

v(x) =
1

n!
(x− a)n.

此时，若令 f(x) =

ˆ x

a

u(x) dx，则高阶分部积分公式变成

f(b)− f(a) =
n∑
k=1

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

1

n!

ˆ b

a

f (n+1)(x)(b− x)n dx,

这就是函数 f(x) 在 x = a 处的带有积分余项的 n 阶的 Taylor 公式.】

注 1.1.5.2 在边界点处 f (n+1)(x) 存在可减弱为在边界点处 f (n)(x) 连续.

带积分余项的 Taylor 公式的特点是表达式中不包含任何未知数. 同时，从它还能导出带

O.Schlömilch-Roche 余项的 Taylor 公式：

Rn(x) =

ˆ x

x0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

=
1

n!
f (n+1)(ξ)(x− ξ)n+1−p

ˆ x

x0

(x− t)p−1 dt

=
f (n+1) (x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1n+ 1

p
(1− θ)n+1−p,

也能直接导出带 Lagrange 余项的 Taylor 公式：

Rn(x) =

ˆ x

x0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

=
1

n!
f (n+1)(ξ)

ˆ x

x0

(x− t)n dt

=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

1.1.6 实解析函数

定义 1.1.6.1 f ∈ Cω(a, b)
def⇐⇒ f ∈ C∞(a, b)，且对任意 x0 ∈ (a, b)，在 x0 附近有

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

注 1.1.6.2 f ∈ Cω(a, b) 的一个等价描述是：f ∈ C∞(a, b)，且对任意 x0 ∈ (a, b)，在 x0 附

近有

lim
n→∞

(f(x)− Tn(x; x0)) = 0.
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定理 1.1.6.3 (实解析判别准则) f ∈ Cω(a, b) ⇐⇒ f ∈ C∞(a, b)，且成立局部一致 Cauchy

不等式，即对任意 x0 ∈ (a, b)，存在 δ > 0, M > 0, R > 0，使得对任意的 x0 ∈ (x0−δ, x0+δ) ⊆

(a, b), n ∈ N，有 ∣∣∣∣∣f (n)(x)

n!

∣∣∣∣∣ ⩽ M

Rn
.

1.2 不定积分的计算

1.2.1 不定积分备忘录

ˆ
1

x
dx = ln |x|+ C.

ˆ
1

1 + x2
dx = arctanx+ C.

ˆ
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C.

ˆ
1

sin2 x
dx = − cotx+ C.

ˆ
1

cos2 x dx = tanx+ C.
ˆ

sinhx dx = coshx+ C.
ˆ

coshx dx = sinhx+ C.
ˆ

1

sinh2 x
dx = − cothx+ C.

ˆ
1

cosh2 x
dx = tanhx+ C.

1.2.2 含三角函数的积分

关于 R(sinx, cosx) 的积分式总可以用替换 t = tan x
2
(−π < x < π) 有理化.

定理 1.2.2.1 如果有理整式或分式函数 R(u, v) 满足 R(−u, v) = R(u, v)，则这个有理函数

可以化成只包含 u 的偶次幂的形状：

R(u, v) = R1(u
2, v).

相反地，如果 R(−u, v) = −R(u, v)，则这个有理函数可以化成下面的形状：

R(u, v) = R2(u
2, v)u.
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由此，我们得到：

（1）关于 sinx 奇的积分式总可以用替换 t = cosx 有理化;

（2）关于 cosx 奇的积分式总可以用替换 t = sinx 有理化;

（3）关于 sinx, cosx 偶的积分式总可以用替换 t = tanx 有理化.

任何有理表达式 R(u, v) 总可以被表示成上面三种类型表达式的和：

R(u, v) =
R(u, v)−R(−u, v)

2
+
R(−u, v)−R(−u,−v)

2
+
R(−u,−v) + R(u, v)

2
.

1.2.3 含根式的积分

对于

ˆ
R

(
x,

(
αx+ β

γx+ δ

)r
,

(
αx+ β

γx+ δ

)s
, · · ·

)
dx，其中所有的指数 r, s, · · · 都是有理

数，只要把这些指数化成公分母 m，就变成关于 R′

(
x, m

 
αx+ β

γx+ δ

)
的积分式，再利用替换

t = m

 
αx+ β

γx+ δ
即可.

下面考虑二项式微分 xm(a+ bxn)p dx，其中 a, b ∈ R, m, n, p ∈ Q.

（1）若 p 是整数，用 λ 表示分数 m 及 n 的分母的最小公倍数，就化为 R( λ
√
x) dx.

（2）作替换 z = xn，化为
1

n
(a+ bz)pz

m+1
n

−1 dz，并令 m+ 1

n
− 1 = q，即有

ˆ
xm(a+ bxn)p dx =

1

n

ˆ
(a+ bz)pzq dz.

若 q 是整数，用 ν 表示分数 p的分母，即得 R(z,
ν
√
a+ bz)，作替换 t =

ν
√
a+ bz =

ν
√
a+ bxn

就将其有理化. 最后，将积分式改写成
ˆ (

a+ bz

z

)p
zp+q dz.

若 p+ q 是整数，可化为 R

(
z,

ν

…
a+ bz

z

)
，作替换 t =

ν

…
a+ bz

z
=

ν
√
ax−n + b 即可有理化.

事实上，以上情形便是二项式微分所有的可积情形，即 p,
m+ 1

n
,
m+ 1

n
+ p 中有一个是整

数时.

1.2.4 利用欧拉变换计算椭圆积分

考虑椭圆积分 ˆ
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx.
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（1）第 I 种变换：当 a > 0 时，假定

√
ax2 + bx+ c = t−

√
ax,

得到 bx+ c = t2 − 2
√
atx，于是

x =
t2 − c

2
√
at+ b

,
√
ax2 + bx+ c =

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

, dx = 2

√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

dt.

（2）第 II 种变换：当 c > 0 时，令

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c,

得到 ax+ b = xt2 + 2
√
ct，于是

x =
2
√
ct− b

a− t2
,
√
ax2 + bx+ c =

√
ct2 − bt+

√
ca

a− t2
, dx = 2

√
ct2 − bt+

√
ca

(a− t2)2
dt.

（3）第 III 种变换：当 ax2 + bx+ c 有相异的实根 λ 与 µ 时，令

√
ax2 + bx+ c =

»
a(x− λ)(x− µ) = t(x− λ),

得到 a(x− µ) = t2(x− λ)，于是

x =
−aµ+ λt2

t2 − a
,
√
ax2 + bx+ c =

a(λ− µ)t

t2 − a
, dx =

2a(µ− λ)t

(t2 − a)2
dt.

1.2.5 用复分析手段处理

要求积分 ˆ
eax cos bx dx,

ˆ
eax sin bx dx,

等价于求积分 ˆ
eax (cos bx+ i sin bx) dx =

ˆ
e(a+bi)x dx,

而此积分等于

1

a+ bi
e(a+bi)x =

cos bx+ i sin bx
a+ bi

eax

=
a cos bx+ b sin bx

a2 + b2
eax + i · a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax.

由实部与虚部分别相等，就得到
ˆ
eax cos bx dx =

b sin bx+ a cos bx
a2 + b2

eax + C1,

ˆ
eax sin bx dx =

a sin bx− b cos bx
a2 + b2

eax + C2.
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1.2.6 技巧备忘录

例 1.2.6.1 ˆ sin 2nx

sinx dx (n = 1, 2, 3, · · · ).

解 因为

sin 2nx
裂项
====

n∑
k=1

[sin 2kx− sin(2k − 2)x]
和差化积
====== 2 sinx

n∑
k=1

cos(2k − 1)x,

所以 ˆ sin 2nx

sinx dx = 2
n∑
k=1

ˆ
cos(2k − 1)x dx = 2

n∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
+ C.

注 1.2.6.2 类似地， ˆ sin(2n+ 1)x

sinx dx = x+ 2
n∑
k=1

sin 2kx

2k
+ C.

例 1.2.6.3

Ik =

ˆ
1

(x2 + a2)k
dx (k = 1, 2, 3, · · · ).

解 用分部积分，

Ik =

ˆ
1

(x2 + a2)k
dx

=
x

(x2 + a2)k
+ 2k

ˆ
(x2 + a2)− a2

(x2 + a2)k+1
dx

=
x

(x2 + a2)k
+ 2kIk − 2ka2Ik+1,

所以得到递推公式

Ik+1 =
1

2ka2

[
x

(x2 + a2)k
+ (2k − 1)Ik

]
.

第一项

I1 =

ˆ
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan x

a
+ C.

回顾 1.2.6.4 双曲函数 sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
的基本性质：

（1）cosh2 x− sinh2 x = 1, cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x, sinh 2x = 2 sinhx coshx；

（2）(sinhx)′ = coshx, (coshx)′ = sinhx；

（3）y = sinhx的反函数为 y = ln(x+
√
x2 + 1)，y = coshx的反函数为 y = ln(x+

√
x2 − 1).
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下面利用双曲函数进行换元积分：

例 1.2.6.5 当 a > 0 时，
ˆ

1√
x2 + a2

dx x=a sinh t
=======

ˆ
dt

= t+ C

= ln
(
x

a
+

…(x
a

)2
+ 1

)
+ C

= ln
(
x+

√
x2 + a2

)
+ C ′.

ˆ
1√

x2 − a2
dx x=a cosh t

=======

ˆ
dt

= t+ C

= ln
(
x

a
+

…(x
a

)2
− 1

)
+ C

= ln
(
x+

√
x2 − a2

)
+ C ′.

例 1.2.6.6 ˆ
1

x
√
a2 − x2

dx.

解 ˆ
1

x
√
a2 − x2

dx x=a sin t
======

1

a

ˆ
1

sin t dt

=
1

a
ln
∣∣∣∣tan t

2

∣∣∣∣+ C

tan t
2
= 1−cos t

sin t
=a−

√
a2−x2

x=================
1

a
ln
∣∣∣∣∣a−

√
a2 − x2

x

∣∣∣∣∣+ C.

例 1.2.6.7 ˆ
1√

x2 + a
dx.

当 a ⩾ 0 或 a ⩽ 0 时，这即是例1.2.6.5. 但用下面的方法可直接解决 a ∈ R 的情形：

解 令
√
x2 + a = t− x 并取 t 作为新的变量，得到 x =

t2 − a

2t
，于是

√
x2 + a = t− t2 − a

2t
=
t2 + a

2t
, dx =

t2 + a

2t2
dt.



第一章 分析学中的主要结论 11

所以 ˆ
1√

x2 + a
dx =

ˆ
1

t
dt = ln |t|+ C = ln

∣∣∣x+√
x2 + a

∣∣∣+ C.

例 1.2.6.8 ˆ
1√

(x− α)(β − x)
dx (α < x < β).

解 令 x = α cos2 φ+ β sin2 φ
(
0 < φ <

π

2

)
1，于是

x− α = (β − α) sin2 φ, β − x = (β − α) cos2 φ, dx = 2(β − α) sinφ cosφ dφ.

那么 ˆ
1√

(x− α)(β − x)
dx = 2

ˆ
dφ = 2φ+ C = 2 arctan

 
x− α

β − x
+ C.

1.3 定积分的计算

1.3.1 高阶分部积分公式

定理 1.3.1.1 若 u, v 在 [a, b] 上有直到 n+ 1 阶导数，且 u(n+1), v(n+1) ∈ R[a, b]，则

ˆ b

a

uv(n+1) dx =
[
uv(n) − u′v(n−1) + · · ·+ (−1)nu(n)v

] ∣∣∣b
a
+ (−1)n+1

ˆ b

a

u(n+1)v dx.

它还可以写成下面更对称的形式：

ˆ b

a

u(x)v(n+1)(a+ b− x) dx =
n∑
k=0

[
u(k)(a)v(n−k)(b)− u(k)(b)v(n−k)(a)

]
+

ˆ b

a

u(n+1)(x)v(a+ b− x) dx.

1当 x ∈ (α, β) 时，
x− α

β − α
与

β − x

β − α
都是正数，且它们的和为 1，因此可设

x− α

β − α
= sin2 φ

(
0 < φ <

π

2

)
.
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1.3.2 技巧备忘录

例 1.3.2.1 I =

ˆ π
4

−π
4

cos2 x
1 + e−x

dx =
π

8
+

1

4
.

提示 利用替换 t = −x.

例 1.3.2.2 计算
ˆ π

0

(ˆ x

0

sin t
π − t

dt
)

dx.

解 ˆ π

0

(ˆ x

0

sin t
π − t

dt
)

dx = −
ˆ π

0

(ˆ x

0

sin t
π − t

dt
)

d(π − x)

=

ˆ π

0

(π − x) · sinx
π − x

dx− (π − x)

ˆ x

0

sin t
π − t

dt
∣∣∣π
0

=

ˆ π

0

sinx dx = 2.

例 1.3.2.3 计算 I =

ˆ π
2

0

sinx ln sin x dx.

解 1 被积函数在 x = 0 时没有定义，但是从 sinx ∼ x (x → 0+) 和 x lnx → 0 (x → 0+) 可

知被积函数在 x = 0 右侧有界.

初步尝试：

I =

ˆ π
2

0

ln sin x d(− cosx) = − cosx ln sin x
∣∣∣π2
0+

+

ˆ π
2

0

cosx d ln sin x.

由于右边第一项为无穷大，因此不能解决问题. 不过利用 1− cosx ∼ 1

2
x2 (x → 0)，我们

可以将上面的 d(− cosx) 改为 d(1− cosx).
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I =

ˆ π
2

0

ln sin x d(1− cosx)

= (1− cosx) ln sin x
∣∣∣π2
0+

−
ˆ π

2

0

(1− cosx) d(ln sin x)

= −
ˆ π

2

0

(1− cosx) · cosx
sinx dx

= −
ˆ π

2

0

sinx cosx
1 + cosx dx

=

ˆ π
2

0

(
− sinx+ sinx

1 + cosx

)
dx

= [cosx− ln(1 + cosx)]
∣∣∣π2
0

= ln 2− 1.

解 2 作代换 x = 2t，

I =

ˆ π
4

0

2 sin 2t ln sin 2t dt

=

ˆ π
4

0

2 sin 2t (ln 2 + ln sin t+ ln cos t) dt

= 2 ln 2

ˆ π
4

0

sin 2t dt+
ˆ π

4

0

2 sin 2t ln sin t dt+
ˆ π

4

0

2 sin 2t ln cos t dt

s=π
2
−t

====== ln 2 +

ˆ π
4

0

2 sin 2t ln sin t dt+
ˆ π

2

π
4

2 sin 2s ln sin s ds

= ln 2 +

ˆ π
2

0

4 sin t cos t ln sin t dt

sin t=u
====== ln 2 +

ˆ 1

0

4u lnu du

= ln 2− 1.

注 1.3.2.4 解 1 中处理分部积分的方法具有普遍意义. 由于两个不同的原函数之间只差一个

常数，因此在分部积分公式中左边的 u(x) dv(x) 可改为 u(x) d(v(x) + c)，其中 c 待定.

例 1.3.2.5 设 F (x) =

ˆ x

0

sin 1

t
dt，求 F ′(0).

解 由于 x = 0 是被积函数的第二类间断点，不能用对变动上限求导的方法来求 F ′(0)，而只

能按照定义来计算导数. 根据定义 F (0) = 0，而当 x 6= 0 时，由分部积分公式可得

F (x) =

ˆ x

0

t2 d cos 1
t
= t2 cos 1

t

∣∣∣x
0
−
ˆ x

0

cos 1
t

d(t2) = x2 cos 1
x
−
ˆ x

0

2t cos 1
t

dt.



第一章 分析学中的主要结论 14

按照导数的定义计算极限：

F ′(0) = lim
x→∞

F (x)− F (0)

x
= lim

x→0+
x cos 1

x
− lim

x→0+

ˆ x

0

2t cos 1
t

dt

x
L’Hospital 法则
========== lim

x→0+
2x cos 1

x
dx = 0.

注 1.3.2.6 F ′(0) 的计算也可以通过补充定义 2t cos 1
t
在 t = 0 处的函数值为 0 使其在 t = 0

处连续直接得到.（本题直接使用 L’Hospital 法则后得到的极限不存在，但这并不矛盾，因

为这不满足 L’Hospital 法则的使用条件.）

下面命题是对称性在定积分计算中的应用：

命题 1.3.2.7 设函数 f 在 [0, a] 上可积，记 f(x) + f(a− x) = g(x)，则成立

ˆ a

0

f(x) dx =

ˆ a
2

0

g(x) dx.

借助此命题，可以得出：

例 1.3.2.8 对任意两个不同时为零的实数 a, b，

ˆ π

0

cosx√
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

dx = 0.

例 1.3.2.9

I =

ˆ π

0

x sinx
1 + cos2 x dx =

π2

4
.

证明

I =

ˆ π
2

0

π sinx
1 + cos2 x dx = −π arctan(cosx)

∣∣∣π2
0
=
π2

4
.

例 1.3.2.10

I =

ˆ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx =

π

8
ln 2.

证明

I =

ˆ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx x=tan t

======

ˆ π
4

0

ln(1 + tan t) dt.

而

ln(1 + tan t) + ln
[
1 + tan

(π
4
− t
)]

= ln(1 + tan t) + ln
(
1 +

1− tan t
1 + tan t

)
= ln 2.
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所以

I =

ˆ π
8

0

ln 2 dx =
π

8
ln 2.

下面这个例子也利用了对称性来计算定积分：

例 1.3.2.11 计算 I =

ˆ π

0

an sin2 x+ bn cos2 x
a2n sin2 x+ b2n cos2 x

dx.

解

I =
1

an + bn

ˆ π

0

(an + bn)(an sin2 x+ bn cos2 x)
a2n sin2 x+ b2n cos2 x

dx

=
1

an + bn

ˆ π

0

(a2n sin2 x+ b2n cos2 x) + anbn(sin2 x+ cos2 x)
a2n sin2 x+ b2n cos2 x

dx

=
π

an + bn
+

1

an + bn

ˆ π

0

anbn

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx.

而 ˆ π

0

anbn

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx =

ˆ π

0

1(
a
b

)n sin2 x+
(
b
a

)n cos2 x
dx

=

ˆ π

0

1(
a
b

)n tan2 x+
(
b
a

)n d tan x

= 2

ˆ +∞

0

1(
a
b

)n
t2 +

(
b
a

)n dt

= 2 arctan
((a

b

)n
t
) ∣∣∣+∞

0

= π.

故

I =
2π

an + bn
.

例 1.3.2.12 设 f 为连续函数，证明：

ˆ a

1

f
(
x2 + a2

x2

)
x

dx =

ˆ a

1

f
(
x+ a2

x

)
x

dx.

证明 对欲证等式左边，作替换 t = x2，

ˆ a

1

f
(
x2 + a2

x2

)
x

dx =

ˆ a2

1

f
(
t+ a2

t

)
2t

dt.



第一章 分析学中的主要结论 16

对欲证等式右边，作替换 t =
a2

x
，

ˆ a

1

f
(
x+ a2

x

)
x

dx =

ˆ a2

a

f
(
t+ a2

t

)
t

dt.

于是只需证 ˆ a

1

f
(
t+ a2

t

)
2t

dt =
ˆ a2

a

f
(
t+ a2

t

)
2t

dt.

这可由对左边积分作替换 u =
a2

t
得到.

例 1.3.2.13 (Fejér 积分) 证明：
ˆ π

2

0

(
sinnx
sinx

)2

dx =
nπ

2
.

证明 1 记 In =

ˆ π
2

0

(
sinnx
sinx

)2

dx, (n ∈ N). 首先，

In =

ˆ π
2

0

1− cos 2nx
1− cos 2x dx t=2x

====
1

2

ˆ π

0

1− cosnt
1− cos t dt.

由

cos(n+ 1)t+ cos(n− 1)t = 2 cosnt cos t

就有

1− cos(n+ 1)t = 2(1− cos t) cosnt+ 2(1− cosnt)− [1− cos(n− 1)t] .

于是

ˆ π

0

1− cos(n+ 1)t

1− cos t dt = 2

ˆ π

0

cosnt dt+ 2

ˆ π

0

1− cosnt
1− cos t dt−

ˆ π

0

1− cos(n− 1)t

1− cos t dt,

也即

In+1 = 2In − In−1, (n ∈ N+).

所以

In+1 − In = In − In−1 = · · · = I1 − I0 =
π

2
,

累加即得

In =
nπ

2
.



第一章 分析学中的主要结论 17

证明 2 ˆ π
2

0

(
sinnx
sinx

)2

dx =

ˆ π
2

0

sin2 nx d(− cotx)

= − cotx · sin2 nx
∣∣∣π2
0
+

ˆ π
2

0

cosx
sinx · n sin 2nx dx

=
n

2

ˆ π
2

0

sin(2n+ 1)x+ sin(2n− 1)x

sinx dx.

由注1.2.6.2的结果，对 n ∈ N+，有

ˆ π
2

0

sin(2n+ 1)x

sinx dx =

ˆ π
2

0

sin(2n− 1)x

sinx dx =
π

2
,

故 ˆ π
2

0

(
sinnx
sinx

)2

dx =
nπ

2
.

例 1.3.2.14 计算 In =

ˆ π
2

0

cosn x cosnx dx.

解 因为

In =
1

n

ˆ π
2

0

cosn x d sinnx

=
1

n

[
cosn x sinnx

∣∣∣π2
0
+ n

ˆ π
2

0

sinx sinnx cosn−1 x dx
]

=

ˆ π
2

0

sinx sinnx cosn−1 x dx,

所以

2In =

ˆ π
2

0

cosn−1 x (cosx cosnx+ sinx sinnx) dx

=

ˆ π
2

0

cosn−1 x cos(n− 1)x

= In−1.

而

I0 =

ˆ π
2

0

dx =
π

2
,

故

In =
π

2n+1
.
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1.4 积分中值定理

1.4.1 积分第一中值定理

定理 1.4.1.1 若 f ∈ C[a, b]，g ∈ R[a, b] 且在 [a, b] 上不变号，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x) dx.

若 g ∈ C[a, b], g > 0，则可取中值为内点 ξ ∈ (a, b).

注 1.4.1.2 注意到此定理的证明核心是利用连续函数的介值性质，而 Darboux 介值定理说

明导函数也有介值性质，因此将 f ∈ C[a, b] 改为 f 是某个函数的导数，结论仍成立.

1.4.2 积分第二中值定理

定理 1.4.2.1 若 f, g ∈ R[a, b]，且 f 是非负单调减函数，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(a)

ˆ ξ

a

g(x) dx.

定理 1.4.2.2 若 f, g ∈ R[a, b]，且 f 是非负单调增函数，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(b)

ˆ b

ξ

g(x) dx.

定理 1.4.2.3 若 f, g ∈ R[a, b]，且 f 是单调函数，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(a)

ˆ ξ

a

g(x) dx+ f(b)

ˆ b

ξ

g(x) dx.

1.5 Riemann 可积性理论

1.5.1 Riemann 可积条件

定理 1.5.1.1 (可积的第一充分必要条件) 有界函数 f ∈ R[a, b] 的充分必要条件是

lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi∆xi = 0.

定理 1.5.1.2 (可积的第二充分必要条件) 有界函数 f ∈ R[a, b] 的充分必要条件是对每个

ε > 0，存在区间 [a, b] 的一个分划 π，使得∑
π

ωi∆xi < ε.

定理 1.5.1.3 (可积的第三充分必要条件) 有界函数 f ∈ R[a, b] 的充分必要条件是对任意的

ε, η > 0，存在 [a, b] 的分划 π，使振幅不小于 η 的子区间的长度之和小于 ε.
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1.5.2 Lebesgue 定理

定理 1.5.2.1 若函数 f 在 [a, b] 上有界，则 f ∈ R[a, b] 的充分必要条件是 f 在 [a, b] 上几乎

处处连续.

1.5.3 一个经典例子：xα sinxβ

设 α, β ∈ R，函数

f(x) =

x
α sinxβ, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

通过振幅和频率两个控制部分，我们可以作出不同的 α 与 β 对应的函数 y = xαsinxβ 的大

致图像：
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40
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图 1.1: α > 0, β > 0
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100
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图 1.2: α > 0, β = 0
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图 1.3: α > 0, β < 0
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图 1.4: α = 0, β > 0
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图 1.5: α = 0, β = 0
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图 1.6: α = 0, β < 0
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图 1.7: α < 0, β > 0
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图 1.8: α < 0, β = 0
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图 1.9: α < 0, β < 0

¶何时 f(x) 在 [0, 1] 上可导

因为 f(x) 在 (0, 1] 上可导，所以 f(x) 在 [0, 1] 上可导等价于

f ′
+(0) := lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+
xα−1 sinxβ 存在,

结合前面的图像可知

f(x)在[0, 1]上可导 ⇐⇒ α− 1 > 0 或

α− 1 = 0,

β ⩾ 0.

或


α− 1 < 0,

β > 0,

α + β − 1 ⩾ 0.

这些条件可以进一步简化为 α + β ⩾ 1,

β ⩾ 0.

或

α > 1,

β < 0.

满足以上条件的点 (α, β) 可用图1.10表示.



第一章 分析学中的主要结论 23
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图 1.10: 满足 f(x) 在 [0, 1] 上可导的区域

¶何时 f(x) ∈ C1[0, 1]

在前面的基础上，我们注意到仅当 α + β = 1 且 β ⩾ 0 时 f ′
+(0) = 1，而其余情形下

f ′
+(0) = 0. 又当 x ∈ (0, 1] 时，

f ′(x) = xα−1
(
α sinxβ + βxβ cosxβ

)
,

所以

f(x) ∈ C1[0, 1] ⇐⇒


α + β = 1,

β ⩾ 0,

1 = lim
x→0+

f ′(x) = α + β.

或


α + β > 1,

β ⩾ 0,

0 = lim
x→0+

f ′
+(x).

或


α > 1,

β < 0,

0 = lim
x→0+

f ′
+(x).

⇐⇒

α + β = 1,

β ⩾ 0.

或

α + β > 1,

β ⩾ 0.

或


α > 1,

β < 0,

α + β − 1 > 0.

⇐⇒

α + β = 1,

β ⩾ 0.

或 α + β > 1.

满足以上条件的点 (α, β) 可用图1.11表示.
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图 1.11: 满足 f(x) ∈ C1[0, 1] 的区域

¶何时 f(x) ∈ R[0, 1]

由 Lebesgue 定理，f(x) ∈ R[0, 1] ⇐⇒ f 在 [0, 1] 上有界且几乎处处连续，而在任何情

形下 f(x) 至多在 x = 0 处不连续，故只需要求 f(x) 在 x = 0 附近有界. 于是可得

f(x) ∈ R[0, 1] =⇒ α ⩾ 0 或

α < 0,

α + β ⩾ 0.

满足以上条件的点 (α, β) 可用图1.12表示.
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图 1.12: 满足 f(x) ∈ R[0, 1] 的区域

¶何时 f(x) 在 [0, 1] 上广义 Riemann 可积

¬ 由狭义 Riemann 可积的讨论可以确定 α ⩾ 0 时 f(x) 在 [0, 1] 上广义 Riemann 可积.

­ 当 α < 0, β ⩾ 0 时，若 α + β < 0，由 p-积分判别法，可得条件
α < 0,

β ⩾ 0,

−1 < α + β < 0,

结合狭义 Riemann 可积的讨论可得 
α < 0,

β ⩾ 0,

α + β + 1 > 0.

® 当 α < 0, β < 0 时，f(x) 在 [0, 1] 上广义 Riemann 可积 ⇐⇒ lim
ε→0

ˆ 1

ε

xα sinxβ 收敛.

通过替换 t = xβ 可转化为

lim
ε→0

ˆ εβ

1

−t
α
β sin t · 1

β
· t

1
β
−1 dt收敛.

移除常数项后就转化为 ˆ +∞

1

t
α−β+1

β sin t dt收敛.
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下面记 p :=
α− β + 1

β
，当 p ⩾ 0 时，由积分第一中值定理，

ˆ (2k+1)π

2kπ

tp sin t dt ⩾ (2kπ)p
ˆ (2k+1)π

2kπ

sin t dt = 2 · (2kπ)p, ∀k ∈ N,

由 Cauchy 准则可知此时广义积分不收敛.

当 p < 0 时，对任意 ε > 0，取 A =

õ
exp

( ln ε
4

p

)û
+ 1. 对任意 A1, A2 > A，由积分第二

中值定理，存在 ξ ∈ [A1, A2]，使得∣∣∣∣∣
ˆ A2

A1

tp sin t dt
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Ap1
ˆ ξ

A1

sin t dt+ Ap2

ˆ A2

ξ

sin t dt
∣∣∣∣∣

= Ap1

∣∣∣∣∣
ˆ ξ

A1

sin t dt
∣∣∣∣∣+ Ap2

∣∣∣∣∣
ˆ A2

ξ

sin t dt
∣∣∣∣∣

⩽ 2 (Ap1 + Ap2) < 4Ap < ε.

由 Cauchy 准则可知此时广义积分收敛.

于是就得到 
α < 0,

β < 0,

α− β + 1 > 0.

综合¬­®的讨论，我们得到

f(x)在[0, 1]上广义 Riemann 可积 ⇐⇒ α ⩾ 0 或


α < 0,

β ⩾ 0,

α + β + 1 > 0.

或


α < 0,

β < 0,

α− β + 1 > 0.

满足以上条件的点 (α, β) 可用图1.13表示.
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图 1.13: 满足 f(x) 在 [0, 1] 上广义 Riemann 可积的区域

¶何时 f(x) 在 [0, 1] 上有原函数

【我们可以先确定一些情形. 当 α > 0 或 α = 0, β > 0 或 α < 0, β > 0, α + β > 0 时，

f(x) ∈ C[0, 1]，由 Newton-Leibniz 公式，f(x) 在 [0, 1] 上有原函数；当 α ⩽ 0, β = 0 或

α < 0, β > 0, α + β ⩽ 0 时，f(x) 不具有介值性，一定没有原函数. 仅剩情形 α ⩽ 0, β < 0

（可参考图1.6与图1.9）.】

我们也可以从头进行讨论. 先根据 f(x) ∈ C(0, 1] 构造出 f(x) 在 (0, 1] 上的一个原函数

F (x) := −
ˆ 1

x

tα sin tβ dt, x ∈ (0, 1].

于是 f(x) 在 [0, 1] 上有原函数就等价于

lim
x→0+

F (x)存在，且F ′
+(0) = lim

x→0+

F (x)− F (0)

x
= 0.

下面分别考虑这两个条件：

¬ lim
x→0+

F (x) 存在即 f(x) 在 [0, 1] 上广义可积，由前面的讨论知这要求

α ⩾ 0 或


α < 0,

β ⩾ 0,

α + β + 1 > 0.

或


α < 0,

β < 0,

α− β + 1 > 0.

­由 L’Hospital 法则，

lim
x→0+

F (x)− F (0)

x
= lim

x→0+
f(x),
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要使该极限值为 0，即

α > 0 或

α = 0,

β > 0.

或


α < 0,

β > 0,

α + β > 0.

由¬­条件同时成立可得

f(x)在[0, 1]上有原函数 ⇐⇒ α > 0 或

α = 0,

β > 0.

或


α < 0,

β > 0,

α + β > 0.

满足以上条件的点 (α, β) 可用图1.14表示.

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

图 1.14: 满足 f(x) 在 [0, 1] 上有原函数的区域

¶总结

借助前面的讨论（特别是满足要求的区域的图像），我们可以构造不少例子，如 [0, 1] 上

广义可积但没有原函数的函数.
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1.6 Wallis 公式与 Stirling 公式

1.6.1 Wallis 公式

定理 1.6.1.1
(2n)!!

(2n− 1)!!
∼

√
nπ (n→ ∞).

注 1.6.1.2 Wallis 公式也可以写成

√
π = lim

n→∞

(n!)222n

(2n)!
√
n
.

1.6.2 Stirling 公式

定理 1.6.2.1

n! ∼
√
2nπ

(n
e

)n
(n→ ∞).

注 1.6.2.2 Stirling 公式也可以写成

n! =
√
2nπ

(n
e

)n
e

θ(n)
12n , θ(n) ∈ (0, 1).

1.7 广义积分

定义 1.7.0.1 设 I 为区间，函数 f 在 I 上有定义，如果对任意有界闭区间 [a, b] ⊆ I, f ∈

R[a, b]，则称 f 在 I 上内闭可积.

定义 1.7.0.2 称 b 为函数 f(x) 在定义域区间 [a, b) 上的奇点，如果 b = +∞ 或 f(x) 在点 b

左侧邻近无界.

1.7.1 广义积分的比较判别法

定理 1.7.1.1 设 f 在 [a,+∞) (a > 1)上内闭可积，且已知广义积分

ˆ +∞

a

xf(x) dx收敛，则

广义积分

ˆ +∞

a

f(x) dx 也收敛.

证明 如果 f 非负，则

0 ⩽
ˆ A

a

f(x) dx ⩽
ˆ A

a

xf(x) dx,
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其中两个积分作为变上限 A 的函数都是单调增加函数. 由于右边在 A → +∞ 时存在极限，

中间的积分作为 A ∈ [a,+∞) 的函数就是有上界的单调增加函数，因此当 A → +∞ 时也有

极限. 对于 f 非正情况的讨论是类似的. 而当 f 为变号函数时，任取 a < A < A′，对于积分∣∣∣∣∣
ˆ A′

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ A′

A

xf(x) · 1
x

dx
∣∣∣∣∣ ,

利用右边积分号下第二个因子
1

x
单调且非负，由积分第二中值定理，存在 ξ ∈ (A,A′)，使得∣∣∣∣∣

ˆ A′

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1A
ˆ ξ

A

xf(x) dx
∣∣∣∣∣ .

又因为

ˆ +∞

a

xf(x) dx 收敛，由广义积分的 Cauchy 收敛准则，对任意 ε > 0，当 A, A′ 充分

大时有 ∣∣∣∣∣
ˆ A′

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1A
ˆ ξ

A

xf(x) dx
∣∣∣∣∣ < ε

再由 Cauchy 收敛准则得到 f 在 [a,+∞) 上广义可积.

1.7.2 广义积分的 Dirichlet 判别法

定理 1.7.2.1 设 f 在 [a, b) 上内闭可积，b 为奇点，广义积分

ˆ b

a

f(x) dx 收敛的充分必要条

件是存在分解 f = uv，使得

（1）函数 u 在 [a, b) 上单调，且 lim
x→b−

u(x) = 0；

（2）对任何 b′ > a，积分

ˆ b′

a

v(x) dx 存在且有界.

证明 下面只对 b = +∞ 的情况给出证明，其他情况的证明是类似的.

（1）充分性：设
∣∣∣∣∣
ˆ b′

a

v(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽M . 由 lim

x→b−
u(x) = 0 知，对任意 ε > 0，存在 A0，只要

A′ > A0，便有 |u(A′)| < ε

8M
. 现取 A′′ > A′ > A0，对任意的 A ∈ [A′, A′′]，有∣∣∣∣∣

ˆ A

A′
v(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ˆ A

a

v(x) dx−
ˆ A′

a

v(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽

∣∣∣∣∣
ˆ A

a

v(x) dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
ˆ A′′

a

v(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ 2M.

由积分第二中值定理知，存在 ξ ∈ [A′, A′′]，使得∣∣∣∣∣
ˆ A′′

A′
u(x)v(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣u(A′)

ˆ ξ

A′
v(x) dx+ u(A′′)

ˆ A′′

ξ

v(x) dx
∣∣∣∣∣

⩽ 2M (|u(A′)|+ 2 |u(A′′)|) < ε.
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由 Cauchy 收敛准则，
ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ b

a

u(x)v(x) dx 收敛.

（2）必要性：由于
ˆ +∞

a

f(x) dx 收敛，根据 Cauchy 收敛准则，存在 A1 > a，使得对于

任意 B > A ⩾ A1，都有

∣∣∣∣∣
ˆ B

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ < 1.

归纳可知，对于 n ⩾ 2，存在 An ⩾ An−1 + 1，使得对于任意 B > A ⩾ An，都有∣∣∣∣∣
ˆ B

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ < 1

n3
. 这样得到的 {An} 是严格单调增加的无穷大数列.

现在定义

u(x) =

1 , a ⩽ x ⩽ A1,

1

n
,An < x ⩽ An+1, n ∈ N

和

v(x) =
f(x)

u(x)
, a ⩽ x < +∞,

这样就有分解 f = uv，其中函数 u 满足条件（1）是明显的，下面只需验证函数 v 满足条件

（2）. 容易看出 v 在 [a,+∞) 上内闭可积，因此只需要证明它在任意区间 [a,A] 上的积分有

界.

由于当 a ⩽ A ⩽ A1 时 v(x) = f(x)，因此存在常数 L > 0，使得对这样的 A 有∣∣∣∣∣
ˆ A

a

v(x) dx
∣∣∣∣∣ < L.

若 A > A1，则存在 n，使得 An < A ⩽ An+1. 这时ˆ A

a

v(x) dx =

[ˆ A1

a

+

ˆ A2

A1

+2

ˆ A3

A2

+ · · ·+ (n− 1)

ˆ An

An−1

+n

ˆ A

An

]
f(x) dx

⩽
∣∣∣∣∣
ˆ A1

a

f

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
ˆ A2

A1

f

∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣
ˆ A3

A2

f

∣∣∣∣∣+ · · ·+ (n− 1)

∣∣∣∣∣
ˆ An

An−1

f

∣∣∣∣∣+ n

∣∣∣∣∣
ˆ A

An

f

∣∣∣∣∣
⩽ L+ 1 + 2 · 1

23
+ · · ·+ (n− 1) · 1

(n− 1)3
+ n · 1

n3

= L+ 1 +
1

22
+ · · ·+ 1

n2

< L+ 1 +
1

1 · 2
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
< L+ 2.

命题 1.7.2.2 设 f(x) 是 [a,+∞) 上周期为 T 的函数，而函数 g(x) 在 [a,+∞) 上单调且趋

于 0.若常义积分
ˆ a+T

a

f(x) dx = 0，则反常积分

ˆ +∞

a

f(x)g(x) dx收敛.若
ˆ a+T

a

= K 6= 0，

则

ˆ +∞

a

f(x)g(x) dx 与
ˆ +∞

a

g(x) dx 同敛散.
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证明 若

ˆ a+T

a

f(x) dx = 0，对任意 A > a，取 k =

õ
A− a

T

û
，则

∣∣∣∣∣
ˆ A

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ A−kT

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽
ˆ a+T

a

|f(x)| dx =: L,

结合 Dirichlet 判别法即得结论.

若

ˆ a+T

a

f(x) dx = K 6= 0，则由已证，积分

ˆ +∞

a

[
f(x)− K

T

]
g(x) dx 收敛. 由此可知

ˆ +∞

a

f(x)g(x) dx 与
ˆ +∞

a

g(x) dx 同敛散.

命题 1.7.2.3 若 f ′(x) 单调递增且趋于 +∞，则积分
ˆ +∞

0

sin (f(x)) dx 与

ˆ +∞

0

cos (f(x)) dx

收敛.

证明 假定从 x = a 开始，f ′(x) > 0，f(x) 单调递增，由有限增量公式，

f(x+ 1)
∃θ∈(0,1)
====== f(x) + f ′(x+ θ) ⩾ f(a) + f ′(x),

因此，f(x) 也趋于 +∞. 引入新的变量 t = f(x)，以 g 表示 f 的反函数，则

x = g(t), dx = g′(t) dt.

原先的积分（从下限 a 开始）分别变为

ˆ +∞

f(a)

sin t · g′(t) dt 与
ˆ +∞

f(a)

cos t · g′(t) dt,

但在这个区间 g′(t) =
1

f ′(x)
单调递减且趋于 0，由 Dirichlet 判别法可知积分收敛.

注 1.7.2.4 由此可知，Fresnel 积分
ˆ +∞

0

sin
(
x2
)

dx 与

ˆ +∞

0

cos
(
x2
)

dx

都是收敛的. 这两个例子也表明
ˆ +∞

a

f(x) dx收敛⇏ lim
x→+∞

f(x) = 0.
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1.7.3 广义积分的 Abel 判别法

定理 1.7.3.1 设 f 在 [a, b) 上内闭可积，b 为奇点，广义积分

ˆ b

a

f(x) dx 收敛的充分必要条

件是存在分解 f = uv，使得

（1）函数 u 在 [a, b) 上单调有界；

（2）积分
ˆ b

a

v(x) dx 收敛.

证明 下面只对 b = +∞ 的情况给出证明，其他情况的证明是类似的.

（1）充分性：由条件（1）知 lim
x→+∞

u(x) = l 存在且有限，因而 lim
x→+∞

(u(x)− l) = 0. 由

Dirichlet 判别法，知
ˆ +∞

a

(u(x)− l)v(x) dx 收敛，因而

ˆ +∞

a

u(x)v(x) dx =

ˆ +∞

a

(u(x)− l)v(x) dx+ l

ˆ +∞

a

v(x) dx

收敛.

（2）必要性：令 u ≡ 1, v ≡ f .

1.7.4 广义积分的计算

¶技巧备忘录

定理 1.7.4.1 任意一个函数 f(x) 都能表示为一个偶函数与一个奇函数之和：

φ(x) =
f(x) + f(−x)

2
与 ψ(x) =

f(x)− f(−x)
2

.

则 Cauchy 主值

P.V.
ˆ +∞

−∞
f(x) dx =

ˆ +∞

−∞
φ(x) dx.

例 1.7.4.2

I =

ˆ +∞

0

1

(1 + x2)(1 + xα)
dx.

解 
I

x=tan t
======

ˆ π
2

0

sec2 t
sec2 t(1 + tanα t) dt =

ˆ π
2

0

1

1 + tanα t dt,

I
t=π

2
−s

======

ˆ π
2

0

tanα s
1 + tanα s ds,

=⇒ 2I =

ˆ π
2

0

dx =
π

2
.

故 I =
π

4
.
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例 1.7.4.3 计算积分

Kn =

ˆ +∞

0

e−(p+1)x · Ln(x) dx,

其中 p > 0 而 Ln(x) 为第 n 个 Čebyšev-Laguerre 多项式：

Ln(x) = ex · dn
dxn (x

ne−x) (n = 0, 1, 2, · · · ).

解 利用高阶分部积分公式（定理1.3.1.1）就有

Kn =

ˆ +∞

0

e−px · dn
dxn

(
xne−x

)
dx

=

[
e−px

dn−1

dxn−1

(
xne−x

)
− (−p)e−px dn−2

dxn−2

(
xne−x

)
+ · · ·+ (−1)n−1(−p)n−1e−pxxne−x

] ∣∣∣∣∣
+∞

0

+ (−1)n
ˆ +∞

0

(−p)ne−pxxne−x dx

=pn
ˆ +∞

0

xne−(p+1)x dx

=pn

(
− 1

p+ 1
xne−(p+1)x

∣∣∣∣∣
+∞

0

+
n

p+ 1

ˆ +∞

0

xn−1e−(p+1)x dx
)

=
np

p+ 1
Kn−1.

而

K0 =

ˆ +∞

0

e−(p+1)x dx =
1

p+ 1
,

故

Kn =
n!pn

(p+ 1)n
K0 =

pn

(p+ 1)n+1
· n!.

例 1.7.4.4 (适当变换简化计算) 计算积分 I =

ˆ +∞

0

1

1 + x4
dx.

解

I
t= 1

x====

ˆ +∞

0

t2

1 + t4
dt = 1

2

ˆ +∞

0

1 + x2

1 + x4
dx =

1

2

ˆ +∞

0

1 + 1
x2

x2 + 1
x2

dx

z=x− 1
x======

1

2

ˆ +∞

−∞

1

z2 + 2
dz = 1

2
√
2

arctan z√
2

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

=
π

2
√
2
.

¶ Euler 积分
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例 1.7.4.5 计算积分 I =

ˆ π
2

0

ln sin x dx.

解 因为

I =

ˆ π
2

0

ln sin x dx
t=π

2
−x

======

ˆ π
2

0

ln cos t dt,

所以

2I =

ˆ π
2

0

ln sin x dx+
ˆ π

2

0

ln cos x dx =

ˆ π
2

0

ln
(
1

2
sin(2x)

)
dx

=

ˆ π
2

0

ln sin(2x) dx−
ˆ π

2

0

ln 2 dx =
1

2

ˆ π

0

ln sin x dx− π

2
ln 2

= I − π

2
ln 2,

故

I = −π
2

ln 2.

注 1.7.4.6 从 Euler 积分出发，还可以得到
ˆ π

2

0

x cotx dx = x ln sin x
∣∣∣π2
0
−
ˆ π

2

0

ln sin x dx =
π

2
ln 2

以及 ˆ 1

0

lnx√
1− x2

dx x=sin t
=====

ˆ π
2

0

ln sin t dt = −π
2

ln 2.

¶ Froullani 积分

例 1.7.4.7 设函数 f ∈ C[0,+∞)，极限 f(+∞) 存在且有限，0 < a < b，计算积分

ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx.

解 对 0 < r < R < +∞，由定积分的换元积分法，
ˆ R

r

f(ax)− f(bx)

x
dx =

ˆ R

r

f(ax)

x
dx−

ˆ R

r

f(bx)

x
dx

=

ˆ aR

ar

f(x)

x
dx−

ˆ bR

br

f(x)

x
dx

=

ˆ br

ar

f(x)

x
dx−

ˆ bR

aR

f(x)

x
dx.

对上式右边的两个定积分分别应用积分第一中值定理，得到

ˆ br

ar

f(x)

x
dx = f(ξ)

ˆ br

ar

dx
x

= f(ξ) ln b
a

(ar < ξ < br),
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ˆ bR

aR

f(x)

x
dx = f(η)

ˆ bR

aR

dx
x

= f(η) ln b
a

(aR < η < bR).

在上两式中分别令 r → 0+, R → +∞，注意到这时 ξ → +∞, η → +∞，由于 f(0+) =

f(0), f(+∞) 存在且有限，而且

ˆ R

r

f(ax)− f(bx)

x
dx 在这时的极限就是 Froullani 积分，便

得到 ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = [f(0)− f(+∞)] · ln b

a
.

注 1.7.4.8 从上面的证明过程可以得到 Froullani 积分的两种变形：

（1）若 x→ +∞ 时 f(x) 没有极限，但是对某个 A > 0，积分

ˆ +∞

A

f(x)

x
dx

收敛，则有 ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) · ln b

a
.

（2）若 f 在 0 点不连续，甚至右极限也不存在，但对于某个 A > 0，积分

ˆ A

0

f(x)

x
dx

收敛，则有 ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(+∞) · ln a

b
.

¶ Dirichlet 积分

例 1.7.4.9 证明：
ˆ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
.

证明 首先 ˆ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

dx =

ˆ π

0

(
n∑
k=1

cos kx+ 1

2

)
dx =

π

2
.

由 L’Hospital 法则，

f(x) :=
1

x
− 1

2 sin x
2

= O(x) (x→ 0),

因此 f 在 [0, π] 上常义可积. 由 Riemann-Lebesgue 引理（定理1.13.3.1），

lim
n→∞

ˆ π

0

f(x) sin
(
n+

1

2

)
x dx = 0,

从而

lim
n→∞

ˆ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
x

x
dx = lim

n→∞

ˆ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

dx =
π

2
.
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最后利用变量代换 ˆ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
x

x
dx =

ˆ (n+ 1
2)π

0

sin t
t

dt,

令 n→ ∞，就得到 ˆ +∞

0

sinx
x

dx = lim
n→∞

ˆ (n+ 1
2)π

0

sin t
t

dt = π

2
.

¶ Euler-Poisson 积分

例 1.7.4.10 证明：
ˆ +∞

0

e−t
2 dt =

√
π

2
.

证明 1 利用对于每个 t，数列

ß(
1− t2

n

)n™
的极限是 e−t

2

，我们研究积分

In =

ˆ √
n

0

(
1− t2

n

)n
dt.

作代换 t =
√
n sinx，就有

In =
√
n

ˆ π
2

0

cos2n+1 x dx =
√
n · (2n)!!

(2n+ 1)!!
→

√
π

2
(n→ ∞).

由于右边的极限值已经是概率积分的数值，而且又有

ˆ +∞

0

e−t
2 dt = lim

n→∞

ˆ √
n

0

e−t
2 dt,

因此只需要再证明

lim
n→∞

ˆ √
n

0

[
e−t

2 −
(
1− t2

n

)n]
dt = 0.

利用关于指数函数的一个不等式：当 a ⩾ 1 时在区间 [0, a] 上成立

0 ⩽ e−x −
(
1− x

a

)a
⩽ x2

a
e−x,

在其中令 x = t2, a = n，就得到估计式

0 ⩽
ˆ √

n

0

[
e−t

2 −
(
1− t2

n

)n]
dt ⩽

ˆ √
n

0

t4e−t
2 dt

n
.

由于当 n→ ∞ 时右边分子上的广义积分收敛，因此右边极限为 0.
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证明 2 利用不等式

1− x2 ⩽ e−x
2

(0 ⩽ x ⩽ 1), e−x
2 ⩽ 1

1 + x2
(x ⩾ 0),

有 ˆ 1

0

(1− x2)n dx ⩽
ˆ 1

0

e−nx
2 dx ⩽

ˆ +∞

0

e−nx
2 dx ⩽

ˆ +∞

0

dx
(1 + x2)n

,

而 ˆ 1

0

e−nx
2 dx t=

√
nx

======
1√
n

ˆ √
n

0

e−t
2 dt,

ˆ +∞

0

dx
(1 + x2)n

x=tan θ
======

ˆ π
2

0

cos2n−2 θdθ,

于是
√
n

ˆ 1

0

(1− x2)n dx ⩽
ˆ √

n

0

e−t
2 dt ⩽

√
n

ˆ π
2

0

cos2n−2 θdθ.

记 In =

ˆ 1

0

(1− x2)n dx. 由分部积分，

In = x(1− x2)n
∣∣∣1
0
+ 2n

ˆ 1

0

x2(1− x2)n−1 dx

= 2n

(ˆ 1

0

(x2 − 1)(1− x2)n−1 dx+
ˆ 1

0

(1− x2)n−1 dx
)

= 2n(In−1 − In),

所以 In =
2n

2n+ 1
In−1. 又 I1 =

ˆ 1

0

(1− x2) dx =
2

3
，得到

In =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

于是

lim
n→∞

√
n

ˆ 1

0

(1− x2)n dx = lim
n→∞

√
nIn = lim

n→∞

√
n · (2n)!!

(2n+ 1)!!
=

√
π

2
.

再由 Wallis 公式，

lim
n→∞

√
n

ˆ π
2

0

cos2n−2 θdθ = lim
n→∞

√
n · (2n− 3)!!

(2n− 2)!!
· π
2
=

√
π

2
.

由夹逼定理， ˆ +∞

0

e−t
2 dt = lim

n→∞

ˆ √
n

0

e−t
2 dt =

√
π

2
.

¶ Cauchy-Schlömilch 变换
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定理 1.7.4.11 假设以下积分均存在. 设 a, b > 0，则

ˆ +∞

0

f

[(
ax− b

x

)2
]

dx =
1

a

ˆ +∞

0

f(x2) dx.

证明 因为 ˆ +∞

0

f

[(
ax− b

x

)2
]

dx
t= b

ax=====
b

a

ˆ +∞

0

f

[(
at− b

t

)2
]
t−2 dt,

所以将该积分的两种表达式相加可得

2LHS =

ˆ +∞

0

f

[(
ax− b

x

)2
]

dx+ b

a

ˆ +∞

0

f

[(
ax− b

x

)2
]
x−2 dx

=
1

a

ˆ +∞

0

f

[(
ax− b

x

)2
]

d
(
ax− b

x

)
u=ax− b

x=======
1

a

ˆ +∞

−∞
f
(
u2
)

du = 2RHS.

例 1.7.4.12 代入 f(x) = e−x 并结合 Euler-Poisson 积分结果就得到
ˆ +∞

0

e−(ax−b/x)2 dx =

√
π

2a
.

再对上式作变换 a→
√
a, b→

√
b 就有

ˆ +∞

0

e−ax
2−b/x2 dx =

1

2

…
π

a
e−2

√
ab.

¶ Lobachevsky 积分公式

引理 1.7.4.13 (余割函数的 Fourier 级数)

1

sinx =
1

x
+

∞∑
n=1

(−1)n
2x

x2 − n2π2
.

定理 1.7.4.14 设 f 是以 π 为周期的偶函数，f ∈ R
[
0,
π

2

]
，则

ˆ +∞

0

f(x)
sinx
x

dx =

ˆ π
2

0

f(x) dx.

证明 我们把左边的积分表示成级数的形式：

ˆ +∞

0

f(x)
sinx
x

dx =
∞∑
n=0

ˆ (n+ 1
2)π

nπ

f(x)
sinx
x

dx+
∞∑
n=1

ˆ nπ

(n− 1
2)π

f(x)
sinx
x

dx.
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注意到 ˆ (n+ 1
2)π

nπ

f(x)
sinx
x

dx =

ˆ π
2

0

f(x)
(−1)n sinx
x+ nπ

dx,
ˆ nπ

(n− 1
2)π

f(x)
sinx
x

dx =

ˆ π
2

0

f(x)
(−1)n sinx
x− nπ

dx,

由此推知

ˆ +∞

0

f(x)
sinx
x

dx =

ˆ π
2

0

f(x)
sinx
x

dx+
∞∑
n=1

ˆ π
2

0

(−1)nf(x) sinx
(

1

x+ nπ
+

1

x− nπ

)
dx

控制收敛定理
=========

ˆ π
2

0

f(x)
sinx
x

dx+
ˆ π

2

0

f(x) sinx
∞∑
n=1

(−1)n
2x

x2 − n2π2
dx

=

ˆ π
2

0

f(x)
sinx
x

dx+
ˆ π

2

0

f(x) sinx
(

1

sinx − 1

x

)
dx

=

ˆ π
2

0

f(x) dx.

注 1.7.4.15 Dirichlet 积分可作为本定理的推论.

1.7.5 发散积分的广义值

¶一种与级数广义和 Cesàro 法类似的求法

设函数 f(x) 对 x ⩾ 0 有定义，并在每一个有限区间 [0, x] 上常义可积，但在 [0,+∞] 不

可积. 定义函数

F (x) =

ˆ x

0

f(t) dt,

若其平均值存在有限极限

lim
x→+∞

1

x

ˆ x

0

F (u) du = I,

则把这个数视作积分的广义值.

例 1.7.5.1 对发散积分 ˆ +∞

0

sinx dx,

我们有 F (x) = 1− cosx，且

lim
x→+∞

1

x

ˆ x

0

F (u) du = lim
x→+∞

x− sinx
x

= 1.
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定理 1.7.5.2 (正则性) 具有有限值 I 的收敛积分

ˆ +∞

0

f(x) dx用这种方法求得的“广义值”

也是 I.

提示

F (x) :=

ˆ x

0

f(t) dt =⇒ lim
x→+∞

F (x) = I.

¶一种与级数广义和 Poisson-Abel 法类似的求法

设函数 f(x) 对 x ⩾ 0 有定义，并在每一个有限区间 [0, x] 上常义可积，但在 [0,+∞] 不

可积. 若积分 ˆ +∞

0

e−kxf(x) dx

当 k > 0 时收敛并存在有限极限

lim
k→0+

ˆ +∞

0

e−kxf(x) dx = I,

则把这个极限取作积分的广义值.

例 1.7.5.3 对发散积分 ˆ +∞

0

sinx dx,

我们有 ˆ +∞

0

e−kx sinx dx =
1

k2 + 1
→ 1 (k → 0+).

1.8 Euler 积分

1.8.1 第一型 Euler 积分

定义 1.8.1.1 形如

B(p, q) =
ˆ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx (p, q > 0)

的积分称为第一型 Euler 积分. 该积分确定出两个参变量 p 与 q 的一个函数：β 函数.

首先，利用代换 x = 1− t 可得

B(p, q) = B(q, p).
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当 b > 1 时，由分部积分公式可得

B(p, q) =
ˆ 1

0

(1− x)q−1 dx
p

p

=
xp(1− x)q−1

p

∣∣∣1
0
+
q − 1

p

ˆ 1

0

xp(1− x)q−2 dx

xp=xp−1−xp−1(1−x)
==============

q − 1

p

ˆ 1

0

xp−1(1− x)q−2 dx− q − 1

p

ˆ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx

=
q − 1

p
B(p, q − 1)− q − 1

p
B(p, q),

由此，

B(p, q) = q − 1

p+ q − 1
B(p, q − 1) (q > 1).

由 B 的对称性可得另一个递推公式

B(p, q) = p− 1

p+ q − 1
B(p− 1, q) (p > 1).

如果 q 等于自然数 n，就有

B(p, n) = n− 1

p+ n− 1
· n− 2

p+ n− 2
· · · 1

p+ 1
· B(p, 1).

而

B(p, 1) =
ˆ 1

0

xp−1 dx =
1

p
.

因此，

B(p, n) = B(n, p) = 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)

p · (p+ 1) · (p+ 2) · · · · · (p+ n− 1)
.

若 p 也等于自然数 m，就有

B(m,n) = (n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!
.

1.8.2 第二型 Euler 积分

定义 1.8.2.1 形如

Γ(a) =

ˆ ∞

0

xa−1e−x dx (a > 0)

的积分称为第二型 Euler 积分. 该积分确定出 Γ 函数.

令 x = ln 1

z
，得

Γ(a) =

ˆ 1

0

(
ln 1

z

)a−1

dz.
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利用

ln 1

z
= lim

n→∞
n
(
1− z

1
n

)
就有

Γ(a) = lim
n→∞

na−1

ˆ 1

0

(
1− z

1
n

)a−1

dz.

再用替换 z = yn，

Γ(a) = lim
n→∞

na
ˆ 1

0

yn−1(1− y)a−1 dy = lim
n→∞

naB(n, a).

这就导出了

定理 1.8.2.2 (Euler-Gauss 公式)

Γ(a) = lim
n→∞

na · 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)

a · (a+ 1) · (a+ 2) · · · · · (a+ n− 1)
.

由分部积分公式，

a

ˆ ∞

0

xa−1e−x dx = xae−x
∣∣∣∞
0
+

ˆ ∞

0

xae−x dx,

也即

Γ(a+ 1) = a · Γ(a).

若取 a = 1 并注意到

Γ(1) =

ˆ ∞

0

e−x dx = 1,

就得到

Γ(n+ 1) = n!.

1.9 数值积分

1.9.1 矩形公式

定义 1.9.1.1 用某一个由矩形组成的阶梯状图形面积代替所求曲边图形的面积（即用积分和

代替定积分），得到近似公式

ˆ b

a

f(x) dx ≜ b− a

n
[f(ξ0) + f(ξ1) + · · ·+ f(ξn−1)] ,

其中 xi ⩽ ξi ⩽ xi+1(i = 0, 1, · · · , n− 1). 这个近似公式就叫做矩形公式.
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注 1.9.1.2 实际上通常取 ξi =
xi + xi+1

2
= xi+ 1

2
，如果对应的中间纵坐标 f(ξi) = f(xi+ 1

2
) 用

yi+ 1
2
表示，则矩形公式可改写为

ˆ b

a

f(x) dx ≜ b− a

n

(
y 1

2
+ y 3

2
+ · · ·+ yn− 1

2

)
.

下面假定 f ∈ C2[a, b]. 设

F (x) =

ˆ x

a

f(t) dt,

则 F ∈ C3[a, b]. 由 Taylor 公式可得

F (b) = F

(
a+ b

2

)
+ F ′

(
a+ b

2

)(
b− a

2

)
+

1

2
F ′′
(
a+ b

2

)(
b− a

2

)2

+
1

6
F ′′′(ξ)

(
b− a

2

)3

,

F (a) = F

(
a+ b

2

)
+ F ′

(
a+ b

2

)(
a− b

2

)
+

1

2
F ′′
(
a+ b

2

)(
a− b

2

)2

+
1

6
F ′′′(ζ)

(
a− b

2

)3

,

故 ˆ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a)

= F ′
(
a+ b

2

)
(b− a) +

F ′′′(ξ) + F ′′′(ζ)

6

(
b− a

2

)3

Darboux 介值定理
============ f

(
a+ b

2

)
(b− a) +

(b− a)3

24
f ′′(η),

其中 η ∈ [a, b]. 这说明恢复公式
ˆ b

a

f(x) dx ≜ (b− a)f

(
a+ b

2

)
准确度的余项

ρ =
(b− a)3

24
f ′′(η).

由此可得

定理 1.9.1.3 ˆ b

a

f(x) dx =
b− a

n

(
y 1

2
+ y 3

2
+ · · ·+ yn− 1

2

)
+Rn,

其中

Rn =
(b− a)3

24n2

f ′′(η0) + f ′′(η1) + · · ·+ f ′′(ηn−1)

n
Darboux 介值定理
============

η∗∈[a,b]

(b− a)3

24n2
f ′′(η∗)

即矩形公式的余项.

注 1.9.1.4 当 n 增加时这个余项大致像
1

n2
那样减小（注意 η∗ 可以随 n 变化）.
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1.9.2 梯形公式

定义 1.9.2.1 用一系列梯形组成的图形的面积代替所求曲边图形的面积，得到近似公式
ˆ b

a

f(x) dx ≜ b− a

n

(
y0 + yn

2
+ y1 + y2 + · · ·+ yn−1

)
,

其中 yi = f(xi), (i = 0, 1, · · · , n− 1). 这个近似公式就叫做梯形公式.

下面假定 f ∈ C2[a, b]. 记 f 在 [a, b] 上的线性插值

l(x) =
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b),

则

l(x)− f(x) =
b− x

b− a
(f(a)− f(x)) +

x− a

b− a
(f(b)− f(x)) .

由 Taylor 公式可得

f(a)− f(x) = f ′(x)(a− x) +
1

2
f ′′(ξ)(a− x)2 (a < ξ < x),

f(b)− f(x) = f ′(x)(b− x) +
1

2
f ′′(ζ)(b− x)2 (x < ζ < b),

因此

l(x)− f(x) =
(b− x)(x− a)

2

(
x− a

b− a
f ′′(ξ) +

b− x

b− a
f ′′(ζ)

)
.

注意到
x− a

b− a
> 0,

b− x

b− a
> 0,且

x− a

b− a
+
b− x

b− a
= 1,

所以
x− a

b− a
f ′′(ξ) +

b− x

b− a
f ′′(ζ)

Darboux 介值定理
============

η∈[a,b]
f ′′(η).

故对应于近似公式 ˆ b

a

f(x) dx ≜ (b− a)
f(a) + f(b)

2

的余项为

ρ =
1

2

ˆ b

a

f ′′(η)(x− a)(x− b) dx = −(b− a)3

12
f ′′(η).

由此可得

定理 1.9.2.2
ˆ b

a

f(x) dx =
b− a

n

(
y0 + yn

2
+ y1 + y2 + · · ·+ yn−1

)
+Rn,
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其中

Rn = −(b− a)3

12n2

f ′′(η0) + f ′′(η1) + · · ·+ f ′′(ηn−1)

n
Darboux 介值定理
============

η∗∈[a,b]
−(b− a)3

12n2
f ′′(η∗)

即梯形公式的余项.

注 1.9.2.3 当 n增加时这个余项也大致像
1

n2
那样减小，即应用梯形公式与应用矩形公式所

引起的误差是同级的.

1.9.3 凸函数积分平均不等式

定理 1.9.3.1 (Hadamard 不等式) 若 f 是 [a, b] 上的凸函数，则

f

(
a+ b

2

)
⩽ 1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx ⩽ f(a) + f(b)

2
.

证明 首先需要证明 f 可积. 由 f 是 [a, b] 上的凸函数知 f 在 [a, b] 上有界，在 (a, b) 上连续，

再根据 Riemann 可积性定理得 f ∈ R[a, b]. 由凸函数定义，

f

(
a+ b

2

)
⩽ f(a+ θ(b− a)) + f(b− θ(b− a))

2
,

再由凸函数四点判别法，

f(a+ θ(b− a)) + f(b− θ(b− a))

2
⩽ f(a) + f(b)

2
,

这里 θ ∈ [0, 1]. 将上面两个不等式对 θ 在 [0, 1] 上积分，

f

(
a+ b

2

)
⩽ 1

2

ˆ 1

0

f(a+ θ(b− a)) dθ + 1

2

ˆ 1

0

f(b− θ(b− a)) dθ ⩽ f(a) + f(b)

2
.

注意到 ˆ 1

0

f(a+ θ(b− a)) dθ x=a+θ(b−a)
=========

1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx,
ˆ 1

0

f(b− θ(b− a)) dθ x=b−θ(b−a)
=========

1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx,

于是

f

(
a+ b

2

)
⩽ 1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx ⩽ f(a) + f(b)

2
.

注 1.9.3.2 与求矩形公式和梯形公式的余项相比，凸函数积分平均不等式不要求 f ∈ C2[a, b].

若 f ∈ C2[a, b]，则凸函数积分平均不等式可由前面两种余项的正负性推出.



第一章 分析学中的主要结论 47

1.9.4 Jensen 不等式（次线性的积分形式）

定理 1.9.4.1 设 φ : [α, β] → R 是凸函数，f : [a, b] → [α, β]. f, ω ∈ C[a, b], dµ(x) := ω(x) dx

是 [a, b] 上的概率测度，则

φ

(ˆ b

a

f(x) dµ(x)
)

⩽
ˆ b

a

φ (f(x)) dµ(x).

证明 因为 φ 是凸函数，所以对任意 c ∈ [α, β]，存在 k 使得 φ(y) ⩾ φ(c) + k(y − c) 对任意

y ∈ [α, β] 成立. 我们取 y = f(x), c =

ˆ b

a

f(x) dµ(x) ∈ [α, β]，对所得不等式两边积分，

ˆ b

a

φ (f(x)) dµ(x) ⩾ φ(c)

ˆ b

a

dµ(x) + k

ˆ b

a

(f(x)− c) dµ(x) = φ(c).

1.10 积分的几何应用

1.10.1 光滑曲线的弧长

值得注意的是，我们这里不直接说“曲线弧长的计算”，因为与体积不同，“一般”曲线

的弧长是一个还没有被定义的量.

定义 1.10.1.1 若（非闭的或闭的）平面曲线 σ 由参数方程 x = φ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [α, β], φ, ψ ∈ C[α, β]

给定，且在曲线上没有重点（即除去曲线是闭的时两个重合端点的情形下，每一个点只由参

变量 t 的一个值得到），则称这样的曲线为简单连续曲线.

引入这一概念时对曲线性质的要求并非无来由，我们可以从以下几个引理的证明中进行

体会。下设对由上给出的曲线 σ，有 α ⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ β，而与参数值 t1 和 t2 相应的两个点是

M1 和 M2.

引理 1.10.1.2 对于任意 δ > 0，存在 η > 0，使得当 |t2 − t1| < η 时，弦长 M1M2 < δ.

证明 由函数 φ 和 ψ 的（一致）连续性，对于任意 δ > 0，存在 η > 0，使得当 |t2 − t1| < η

时，同时有

|φ(t2)− φ(t1)| <
δ√
2
, |ψ(t2)− ψ(t1)| <

δ√
2
,
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由此

M1M2 =
»

[φ(t2)− φ(t1)]2 + [ψ(t2)− ψ(t1)]2 < δ

.

引理 1.10.1.3 在非闭曲线的情形，对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得当弦长 M1M2 < δ 时，

对于于这弦的端点的参变量数值之差 |t2 − t1| < ε.

证明 用反证法，假设存在 ε > 0，使得对于任意 δ > 0，都存在曲线上两点 M1(t1)和 M2(t2)，

使得当 M1M2 < δ 时 |t2 − t1| ⩾ ε. 取收敛于 0 的序列 {δn}，并依次令 δ = δn(n = 1, 2, · · · )，

我们得到两个点列 {M1n(t1n)}和 {M2n(t2n)}，对于它们M1nM2n < δn，但 |t2n− t1n| ⩾ ε(n =

1, 2, · · · ). 由 Bolzano-Weierstrass 定理，不失一般性，可以假设 t1n → t∗, t2n → t∗∗，显然

|t∗∗ − t∗| ⩾ ε，所以 t∗ 6= t∗∗. 同时对于对应的点 M∗ 和 M∗∗ 有 M∗M∗∗ = 0，即这两个点应

当重合，但这与曲线没有重点也不是闭的矛盾.

注 1.10.1.4 该引理对闭曲线不成立（考虑重合端点附近）。

定义 1.10.1.5 设点 A是参数值 t = α 所对应的，点 B 是参数值 t = β 所对应的，这时把 A

叫做曲线的起点，而 B 叫做曲线的终点. 一般曲线的点 M 依参变量 t 增加的次序排列，即

异于 A 和 B 而在它们之间的两点，我们认作对应较大的参变量值的点是较后面的点. 这样

就确定了曲线的方向.

这个定义在形式上与所选的参变量方程有关，然而，曲线的方向这一概念实际上与曲线

的具体给定法无关。

定义 1.10.1.6 曲线 ÃB 上的一可能的内接折线周长 p 的集合的上确界 S，叫做曲线 ÃB 的

长. 如果这个数 S 有限，则称曲线是可求长的.

注 1.10.1.7 由三角不等式不难得出，上述关于曲线“可求长”的定义等价于“曲线上割线

长度随分割加细的极限存在”.

定理 1.10.1.8 上述曲线弧长的概念具有可加性.

定义 1.10.1.9 若平面曲线 σ 由参数方程 x = φ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [α, β], φ, ψ ∈ C1[α, β]

给定，且其切向量处处非零（即 (φ′(t))2 + (ψ′(t))2 6= 0, t ∈ [α, β]），则称 σ 为一条光滑曲线.
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定理 1.10.1.10 光滑曲线是可求长的，且如上定义的曲线 σ 的弧长

L(σ) =

ˆ β

α

»
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

证明 设点 A 和 B 分别是曲线 σ 的起点和终点，我们按照 σ 的定向，在 σ 上取 n+ 1 个点：

A = A0, A1, A2, · · · , An = B,

再设点 Ai 对应于参数值 ti(i = 0, 1, 2, · · · , n)，那么曲线 σ 上的分割诱导了参数区间 [α, β]

上的分割 π：

α = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = β.

那么

L(σ) = lim
∥π∥→0

n∑
i=1

»
(φ(ti)− φ(ti−1))2 + (ψ(ti)− ψ(ti−1))2

= lim
∥π∥→0

n∑
i=1

»
(φ′(ξi))2 + (ψ′(ηi))2∆ti,

应该注意，这并不是一个真正的 Riemann 和（因为 ξi 与 ηi 未必相等）. 我们记

I = lim
∥π∥→0

n∑
i=1

(»
(φ′(ξi))2 + (ψ′(ηi))2 −

»
(φ′(ξi))2 + (ψ′(ξi))2

)
∆ti,

则

L(σ) =

ˆ β

α

»
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt+ I.

下面只需证 I = 0：

|I| ⩽ lim sup
∥π∥→0

n∑
i=1

∣∣∣»(φ′(ξi))2 + (ψ′(ηi))2 −
»

(φ′(ξi))2 + (ψ′(ξi))2
∣∣∣∆ti

⩽ lim sup
∥π∥→0

n∑
i=1

|ψ′(ηi)− ψ′(ξi)|∆ti

⩽ lim sup
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi(ψ
′)∆ti

= 0.

其中第二个不等号用到了三角不等式
∣∣∣√a2 + b2 −

√
a2 + c2

∣∣∣ ⩽ |b− c|，第三行中的 ωi(ψ
′) 表

示函数 ψ′ 在第 i 个子区间上的振幅，末尾的等号是因为 ψ′(t) 是 [α, β] 上的 Riemann 可积

函数. 由此得 I = 0.

注 1.10.1.11 若条件改为 φ′, ψ′ ∈ R[α, β]，上述曲线长度的积分公式仍然成立.
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推论 1.10.1.12 若平面光滑曲线 σ 是由显式方程 y = f(x) (a ⩽ x ⩽ b) 给出的，则其弧长

L(σ) =

ˆ b

a

»
1 + (f ′(x))2 dx.

推论 1.10.1.13 若平面光滑曲线 σ 是由极坐标方程 r = r(θ) (α ⩽ θ ⩽ β) 给出的，则其弧

长

L(σ) =

ˆ β

α

»
(r(θ))2 + (r′(θ))2 dθ.

因为变弧 s = s(t) 是参变量 t 的连续（严格）单调增函数，所以也可以反过来，把 t 看

成是 s 的单值连续函数：t = ω(s)，式中的 s 从 0 变动至所考察的曲线的全长 S. 由此就得

到流动坐标 x 及 y 作为 s 的函数的表达式： x = φ(ω(s)) = Φ(s),

y = ψ(ω(s)) = Ψ(s).

当曲线参数是弧长参数时，切向量长度是单位长度，即

(
dx
ds

)2

+

(
dy
ds

)2

= 1.因此若把（Rn

中的）光滑曲线写成向量参数方程 r = r(s)，由于 ‖ṙ(s)‖2 = 12，即 〈ṙ(s), ṙ(s)〉 = 1，对 s 求

导即得 〈ṙ(s), r̈(s)〉 = 0，这说明对任意的 s，ṙ(s) ⊥ r̈(s)3.

1.10.2 平面图形面积的计算

定理 1.10.2.1 在平面直角坐标系下，若平面图形 Ω1 = {(x, y) : x ∈ [a, b], y ∈ [f1(x), f2(x)]}，

则 Ω1 的面积

S(Ω1) =

ˆ b

a

ˆ f2(x)

f1(x)

1 dy dx.

若平面图形 Ω2 = {(x, y) : y ∈ [c, d], x ∈ [ϕ(y), φ(y)]}，则 Ω2 的面积

S(Ω2) =

ˆ d

c

ˆ φ(y)

ϕ(y)

1 dx dy.

注 1.10.2.2 在面积的计算中，x 与 y 的地位相同.

定理 1.10.2.3 在极坐标系下，若平面图形 Ω = {(r, θ) : θ ∈ [α, β], r ∈ [0, r(θ)]}，则 Ω 的面

积

S(Ω) =
1

2

ˆ β

α

r2(θ) dθ.

2我们约定用记号 ṙ(s) 表示对弧长参数 s 求导，即 ṙ(s) := dr(s)
ds （字母 s 特指弧长参数），而用 r′(t) 表示

对一般参数 t 求导. 我们约定用记号 T = T(s) = ṙ(s) 表示这单位长切向量.
3这一结果符合几何直观. 因为 ṙ(s) = 1，所以可把 ṙ(s) 是 Rn 中单位球面上的曲线. 由于这条曲线上每点与

原点距离相同，每点处切向量方向一定没有径向（即 ṙ(s) 方向）分量，于是 ṙ(s) ⊥ r̈(s).
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推论 1.10.2.4 在极坐标系下，若平面图形 Ω = {(r, θ) : θ ∈ [α, β], r ∈ [r1(θ), r2(θ)]}，则 Ω的

面积

S(Ω) =
1

2

ˆ β

α

(
r22(θ)− r21(θ)

)
dθ.

1.10.3 旋转体体积的计算

祖暅原理观察到的就是“体积是面积的叠加”这一现象。计算旋转体体积利用的是旋转

体截面是圆这一特性，用重积分的语言叙述就是旋转体体积是截面积的一重积分.

定理 1.10.3.1 平面图形 y = f(x)(a ⩽ x ⩽ b) 绕 x 轴旋转所得旋转体的体积

V = π

ˆ b

a

f 2(x) dx.

定理 1.10.3.2 参数曲线 x = φ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [α, β], φ, ψ ∈ C1[α, β], φ′ > 0

绕 x 轴旋转所得旋转体的体积

V =

ˆ β

α

ψ2(t)φ′(t) dt.

定理 1.10.3.3 关于极轴对称的极坐标曲线 r = r(θ)(θ ∈ [0, 2π]) 绕极轴旋转所得旋转体的体

积

V =
2π

3

ˆ π

0

r3 sin θ dθ.

注 1.10.3.4
旋转体体积微元 =截面积浓缩于质心所走过的距离×面积

= 2π(
2

3
r) sin θ · 1

2
r(r dθ).

1.10.4 旋转体侧面积的计算

需特别注意，旋转体侧面积局部是台体，台体侧面积涉及的是斜长（对曲线而言即弧长

ds）而不是 dx.

定理 1.10.4.1 平面图形 y = f(x) (a ⩽ x ⩽ b) 绕 x 轴旋转所得旋转体的侧面积

S = 2π

ˆ b

a

f(x)
»

1 + (f ′(x))2 dx.
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定理 1.10.4.2 参数曲线 x = φ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [α, β], φ, ψ ∈ C1[α, β], ψ > 0

绕 x 轴旋转所得旋转体的侧面积

S = 2π

ˆ β

α

ψ(t)
»

(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

推论 1.10.4.3 若视地球为球体，设地球半径为 r，两纬线所处平面间的距离为 h，则这两条

纬线围成的环带面积 S = 2πrh.

证明 1

S =

ˆ c+h

c

2π
√
r2 − y2

Ã
1 +

(
y√

r2 − y2

)2

dy = 2πrh.

证明 2

S =

ˆ y=c+h

y=c

2πx ds x=r cos θ
=======
y=r sin θ

ˆ y=c+h

y=c

2πr cos θr dθ =
ˆ y=c+h

y=c

2πr dy = 2πrh.

注 1.10.4.4 这说明环带面积与纬度无关.

1.11 面积原理

我们所说的“面积原理”，就是用积分来估计和式.

1.11.1 第一面积原理

定理 1.11.1.1 若 x ⩾ m ∈ N∗ 时，f 是一个非负的递增函数，则当 ξ ⩾ m 时，有∣∣∣∣∣∣
⌊ξ⌋∑
k=m

f(k)−
ˆ ξ

m

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ f(ξ).

注 1.11.1.2 值得注意的是，这里并不要求 f ∈ C[m,+∞)，这是因为由单调性可推出 f 的

跳跃点集是至多可数的，从而其不连续点构成零测集.
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1.11.2 第二面积原理

定理 1.11.2.1 若 x ⩾ m ∈ N∗ 时，f 是一个非负的递减函数，则极限

lim
n→∞

(
n∑

k=m

f(k)−
ˆ n

m

f(x) dx
)

存在（记为 γ(f)），且 0 ⩽ γ(f) ⩽ f(m). 更进一步，若 lim
x→+∞

f(x) = 0，那么∣∣∣∣∣∣
⌊ξ⌋∑
k=m

f(k)−
ˆ ξ

m

f(x) dx− γ(f)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ f(ξ − 1),

这里 ξ ⩾ m+ 1.

推论 1.11.2.2 若当 x ⩾ 1时，f ⩾ 0且递减，则无穷级数
∞∑
n=1

f(n)与无穷积分

ˆ +∞

1

f(x) dx

同敛散.

1.11.3 由面积原理看 Riemannζ 函数

定理 1.11.3.1
n∑
k=1

1

kζ
ζ∈(−∞,1]

================
∃r(ζ)∈[0,1],且r|(−∞,0]=0

ˆ n

1

1

xζ
dx+ r(ζ) +O

(
1

nζ

)
.

注 1.11.3.2 当 ζ ⩽ 0时，对应于第一面积原理（注意此时等号右边 r(ζ) = 0）；当 0 < ζ ⩽ 1

时，对应于第二面积原理（此时 r(ζ) := γ

(
1

xζ

)
）. 特别地，当 ζ = 1 时，就得到了公式

n∑
k=1

1

k
= lnn+ γ +O

(
1

n

)
,

其中 γ := lim
n→∞

[(
n∑
k=1

1

k

)
− lnn

]
= 0.577 · · · 为 Euler 常数.

1.11.4 Young 不等式及其衍生物

定理 1.11.4.1 若 φ ∈ C[0,+∞)，φ 严格递增，且 φ(0) = 0. 设 ψ = φ−1，则对任意 a ⩾
0, 0 ⩽ b ⩽ φ(+∞)，有

ab ⩽
ˆ a

0

φ(x) dx+
ˆ b

0

ψ(x) dx,

等号成立 ⇐⇒ b = φ(a). 这个不等式称为 Young 不等式.
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Young 不等式的几何意义十分明显，下面给出一个分析证法：

证明 不妨设 φ ∈ C1[0,+∞) 且 b ⩽ φ(a). 则由介值定理知，存在 c ∈ [0, a]，使得 b = φ(c).

所以

ˆ c

0

φ(x) dx+
ˆ b

0

ψ(y) dy x=ψ(y)
======
y=φ(x)

ˆ c

0

φ(x) dx+
ˆ c

0

xφ′(x) dx =

ˆ c

0

(xφ(x))′ dx = bc,

ˆ a

c

φ(x) dx ⩾ φ(c)(a− c) = b(a− c).

两式相加即得

ab ⩽
ˆ a

0

φ(x) dx+
ˆ b

0

ψ(x) dx.

定义 1.11.4.2 若 p, q ⩾ 1 满足
1

p
+

1

q
= 1，则称 p, q 为一对共轭指数.

定理 1.11.4.3 设 p, q > 1 是一对共轭指数，a, b ⩾ 0，则

ab ⩽ ap

p
+
bq

q
,

等号成立 ⇐⇒ ap = bq.

证明 取 φ(x) = xp−1, ψ(y) = yq−1. 因为 y = xp−1 ⇐⇒ yq−1 = x(q−1)(p−1) pq=p+q
====== x，所以 φ

与 ψ 互为反函数. 运用 Young 不等式，得到

ab ⩽
ˆ a

0

xp−1 dx+
ˆ b

0

yq−1 dy =
ap

p
+
bq

q
,

等号成立 ⇐⇒ b = φ(a) = ap−1 ⇐⇒ ap = bq.

定理 1.11.4.4 设 p, q 是一对共轭指数，a = (a1, · · · , an) ∈ Rn
+, b = (b1, · · · , bn) ∈ Rn

+，则

|〈a, b〉| ⩽ ‖a‖p‖b‖q,

其中 ‖a‖p :=

(
n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

, ‖b‖q :=

(
n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

. 等号成立 ⇐⇒ (ap1, · · · , apn) ‖ (bq1, · · · , bqn).

这个不等式称为（离散的）Hölder 不等式.

定理 1.11.4.5 设 p, q 是一对共轭指数，f, g ∈ R+[a, b]，则

| 〈f, g〉 | ⩽ ‖fg‖1 ⩽ ‖f‖p‖g‖q,
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其中 〈f, g〉 :=
ˆ b

a

f(x)g(x) dx, ‖fg‖1 :=
ˆ b

a

|f(x)g(x)| dx, ‖f‖p :=

(ˆ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

, ‖g‖q :=(ˆ b

a

|g(x)|q dx
) 1

q

. 等号成立 ⇐⇒ |f |p 与 |g|q 相差常数因子几乎处处相等. 这个不等式称为

（连续的）Hölder 不等式.

注 1.11.4.6 当 p = q = 2 时，右半不等式就是对于 L2 可积函数的 Cauchy-Schwarz 不等式.

定义 1.11.4.7 若
(ˆ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

< +∞，则称 f 在区间 [a, b] 上是 Lp 可积的，记作

f ∈ Lp[a, b].

定理 1.11.4.8 若 f, g ∈ Lp[a, b], p ∈ [1,+∞]，则

‖f + g‖p ⩽ ‖f‖p + ‖g‖p,

等号成立当且仅当 f, g 相差常数因子几乎处处相等. 这个不等式称为 Minkowski 三角不等

式.

证明 当 p = 1 时，由 |f + g| ⩽ |f |+ |g| 积分即得
ˆ b

a

|f + g| dx ⩽
ˆ b

a

|f | dx+
ˆ b

a

|g| dx.

当 p > 1 时，∥∥∥f + g
∥∥∥p
p
=

ˆ b

a

|f(x) + g(x)|p dx

=

ˆ b

a

|f(x) + g(x)| |f(x) + g(x)|p−1 dx

⩽
ˆ b

a

(|f(x)|+ |g(x)|) |f(x) + g(x)|p−1 dx

=

ˆ b

a

(
|f(x)| |f(x) + g(x)|p−1 + |g(x)| |f(x) + g(x)|p−1

)
dx

=
∥∥∥f(f + g)p−1

∥∥∥
1
+
∥∥∥g(f + g)p−1

∥∥∥
1
,
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这时取实数 q 使得 p, q 是一对共轭指数，由 Hölder 不等式∥∥∥f + g
∥∥∥p
p
⩽
∥∥∥f(f + g)p−1

∥∥∥
1
+
∥∥∥g(f + g)p−1

∥∥∥
1

⩽ ‖f‖p
∥∥∥|f + g|p−1

∥∥∥
q
+ ‖g‖p

∥∥∥|f + g|p−1
∥∥∥
q

= ‖f‖p
(ˆ b

a

|f + g|(p−1)q dx
) 1

q

+ ‖g‖p
(ˆ b

a

|f + g|(p−1)q dx
) 1

q

= ‖f‖p
(ˆ b

a

|f + g|p dx
) 1

q

+ ‖g‖p
(ˆ b

a

|f + g|p dx
) 1

q

= (‖f‖p + ‖g‖p)
∥∥∥f + g

∥∥∥ p
q

p

=⇒ ‖f + g‖p ⩽ ‖f‖p + ‖g‖p.

1.12 积分不等式集萃

1.12.1 Wirtinger 不等式

定理 1.12.1.1 设 f : R → R 是以 2π 为周期的连续可导函数，且满足

ˆ 2π

0

f(x) dx = 0 的函

数，则 ˆ 2π

0

|f(x)|2 dx ⩽
ˆ 2π

0

|f ′(x)|2 dx,

等号成立 ⇐⇒ f(x) = a sinx+ b cosx.

证明 先证明存在 x0 ∈ [0, π)，使得 f(x0) = f(x0 + π)：

若 f(0) = f(π)，则证毕；否则，设 g(x) = f(x)− f(x+ π)，则

g(0) = f(0)− f(π), g(π) = f(π)− f(0),

可见 g(0) 与 g(π) 符号相反. 由连续函数的介值性质，存在 x0 ∈ (0, π)，使得 g(x0) = 0，即

f(x0) = f(x0 + π). 设 c = f(x0) = f(x0 + π). 注意到恒等式

f ′2 − (f − c)2 − (f ′ − (f − c) cot(x− x0))
2
=
(
(f − c)2 cot(x− x0)

)′
,
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两边积分4，得到

ˆ 2π

0

|f ′(x)|2 dx−
ˆ 2π

0

(f(x)− c)2 dx ⩾
(
(f(x)− c)2 cot(x− x0)

) ∣∣∣2π
0

= 0.

因此 ˆ 2π

0

|f ′(x)|2 dx−
ˆ 2π

0

|f(x)|2 dx ⩾ 2πc2 ⩾ 0.

等号成立当且仅当 c = 0 且 f ′(x) = f(x) cot(x− x0)，所以 f(x) = A sin(x− x0).

定理 1.12.1.2 对任意 a, b ∈ R 和满足 f(a) = f(b) = 0 的函数 f ∈ C1[a, b]，有

ˆ b

a

|f(x)|2 dx ⩽ (b− a)2

π2

ˆ b

a

|f ′(x)|2 dx,

其中
(b− a)2

π2
是最佳常数，等号成立 ⇐⇒ f(x) = A sin

(
π

b− a
x

)
.

1.12.2 Opial 不等式

定理 1.12.2.1 设 x(t) ∈ C1[0, h]，x(0) = x(h) = 0，且在 (0, h)上 x(t) > 0.则有以下不等式：
ˆ h

0

|x(t)x′(t)| dt ⩽ h

4

ˆ h

0

(x′(t))
2 dt.

其中
h

4
是最佳常数.

证明（Opial） 我们需要如下引理：

引理 设 p0 = 0, p1, p2, · · · , p2n+1 非负且满足

p2i ⩽ p2i−1 且 p2i ⩽ p2i+1, 1 ⩽ i ⩽ n.

那么成立如下不等式： [
n∑
i=0

(p2i+1 − p2i)

]2
+

n∑
i=1

p22i ⩾
n∑
i=0

p22i+1.

4由 f 的可导性，有

f(x)− c = f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0),

这就保证了尽管 x0 是 cot(x− x0) 的奇点，对等式积分仍是可行的（x0 + π 同理）.
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【引理的证明：对 n = 1，我们有

(p1 + p3 − p2)
2 + p22 = p21 + p23 + 2 (p1 − p2) (p3 − p2) ⩾ p21 + p23,

结论正确. 下设结论对 n− 1 (n > 1) 成立，则有[
n∑
i=0

(p2i+1 − p2i)

]2
+

n∑
i=1

p22i

=

[
n−1∑
i=0

(p2i+1 − p2i) + (p2n+1 − p2n)

]2
+

n∑
i=1

p22i

=

[
n−1∑
i=0

(p2i+1 − p2i)

]2
+

n−1∑
i=1

p22i + p22n+1 + 2 (p2n+1 − p2n)
n−1∑
i=0

(p2i+1 − p2i+2)

⩾
[
n−1∑
i=0

(p2i+1 − p2i)

]2
+

n−1∑
i=1

p22i + p22n+1

⩾
n−1∑
i=0

p22i+1 + p22n+1

=
n∑
i=0

p22i+1.

由数学归纳法，引理得证.】

在区间 [0, h] 上定义 y(t) =

ˆ t

0

|x′(s)| ds，则 y′(t) = |x′(t)|，从而

ˆ h

0

y(t) |x′(t)| dt =
ˆ h

0

y(t)y′(t) dt = 1

2
y2(h).

另一方面，我们有

y(h) =

ˆ h

0

|x′(t)| dt,

再根据 Cauchy-Schwarz 不等式得到

y2(h) ⩽ h

ˆ h

0

(x′(t))
2 dt,

因此只需证

4

ˆ h

0

x(t) |x′(t)| dt ⩽ 2

ˆ h

0

y(t) |x′(t)| dt = y2(h).

我们先假设 x(t) 在 [0, h] 上有有限个极值点，并设极大值依次为 p1, p3, · · · , p2n+1，极小值依

次为 p0 = 0, p2, · · · , p2n, p2n+2 = 0（如图1.15所示）. 显然，p0, p1, · · · , p2n+1 满足引理中的条

件.
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图 1.15: 函数 x(t) 的极值点分布

设 hi 为点 pi (0 ⩽ i ⩽ 2n+ 2) 的 t 坐标. 则有

y(h) =
2n+1∑
i=0

ˆ hi+1

hi

|x′(t)| dt

=
n∑
i=0

ˆ h2i+1

h2i

x′(t) dt−
n+1∑
i=1

ˆ h2i

h2i−1

x′(t) dt

=
n∑
i=0

(p2i+1 − p2i)−
n+1∑
i=1

(p2i − p2i−1)

= 2
n∑
i=0

(p2i+1 − p2i).

类似地，我们有 ˆ h

0

x(t) |x′(t)| dt =
n∑
i=0

p22i+1 −
n∑
i=1

p22i.

利用引理即可得到欲证不等式.

对于一般的 x(t)，我们只需考虑一个每项均满足定理条件且在 [0, h] 上只有有限个极值

点的函数序列 {xn(t)}，且对这个序列，在 [0, h] 上一致地成立

lim
n→∞

xn(t) = x(t), lim
n→∞

x′n(t) = x′(t).

则通过在下面不等式的积分号内取极限就得证：
ˆ h

0

|xn(t)x′n(t)| dt ⩽ h

4

ˆ h

0

(x′n(t))
2 dt, n = 1, 2, · · · .

考虑下面的函数：

x0(t) =


ct, 0 ⩽ t ⩽ h

2
,

c(h− t),
h

2
⩽ t ⩽ h,
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其中 c > 0 是任意常数. 虽然这个函数在 t =
h

2
处不可导，但是我们可以将其修正为 C1[0, h]

中的函数. 因此 h

4
是最佳常数.

定理 1.12.2.2 设 x(t) 在 [0, h] 上绝对连续，且 x(0) = x(h) = 0. 则有以下不等式：
ˆ h

0

|x(t)x′(t)| dt ⩽ h

4

ˆ h

0

(x′(t))
2 dt.

等式成立 ⇐⇒ x(t) = x0(t)，其中

x0(t) =


ct, 0 ⩽ t ⩽ h

2
,

c(h− t),
h

2
⩽ t ⩽ h,

c 是任意常数.

证明（Olech） 设 y(t) =

ˆ t

0

|x′(s)| ds、z(t) =
ˆ h

t

|x′(s)| ds. 则有如下关系：

y′(t) = |x′(t)| = −z′(t), (1)

|x(t)| ⩽ y(t), |x(t)| ⩽ z(t), t ∈ [0, h]. (2)

因此 ˆ h
2

0

|x(t)x′(t)| dt ⩽
ˆ h

2

0

y(t)y′(t) dt = 1

2
y2
(
h

2

)
,

ˆ h

h
2

|x(t)x′(t)| dt ⩽ −
ˆ h

h
2

z(t)z′(t) dt = 1

2
z2
(
h

2

)
.

两式相加，得到 ˆ h

0

|x(t)x′(t)| dt ⩽ 1

2

[
y2
(
h

2

)
+ z2

(
h

2

)]
.

另一方面，由 Cauchy-Schwarz 不等式，有

y2
(
h

2

)
=

(ˆ h
2

0

|x′(t)| dt
)2

⩽ h

2

ˆ h
2

0

(x′(t))
2 dt,

z2
(
h

2

)
⩽ h

2

ˆ h

h
2

(x′(t))
2 dt.

这样就得到 ˆ h

0

|x(t)x′(t)| dt ⩽ h

4

ˆ h

0

(x′(t))
2 dt.

若不等式等号成立，就有 (ˆ h
2

0

|x′(t)| dt
)2

=
h

2

ˆ h
2

0

(x′(t))
2 dt,
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h
2

|x′(t)| dt
)2

=
h

2

ˆ h

h
2

(x′(t))
2 dt,

由 Cauchy-Schwarz不等式的取等条件，这等价于在 [0,
h

2
] 和 [

h

2
, h] 上 |x′(t)| a.e.

===常数. 再结

合 (1)(2) 两式可知 x(t) = x0(t).

1.12.3 Grüss 不等式

定理 1.12.3.1 设 f, g : [a, b] → R ∈ R[a, b] 且满足

ϕ ⩽ f(x) ⩽ Φ, γ ⩽ g(x) ⩽ Γ, ∀x ∈ [a, b],

其中 ϕ,Φ, γ,Γ ∈ R. 则

|T (f, g)| ⩽ 1

4
(Φ− ϕ)(Γ− γ),

其中

T (f, g) =
1

b− a

ˆ b

a

f(x)g(x) dx−
(

1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx
)(

1

b− a

ˆ b

a

g(x) dx
)

5,

且
1

4
是最佳常数.

证明 注意以下等式成立：

T (f, g) =
1

2(b− a)2

ˆ b

a

ˆ b

a

[f(x)− f(y)] [g(x)− g(y)] dx dy.

连续应用 Cauchy-Schwarz 不等式，得到(ˆ b

a

ˆ b

a

[f(x)− f(y)] [g(x)− g(y)] dx dy
)2

⩽
(ˆ b

a

 ˆ b

a

[f(x)− f(y)]2 dx ·
 ˆ b

a

[g(x)− g(y)]2 dx dy
)2

⩽
ˆ b

a

ˆ b

a

[f(x)− f(y)]2 dx dy ·
ˆ b

a

ˆ b

a

[g(x)− g(y)]2 dx dy,

即

T 2(f, g) ⩽ T (f, f) · T (g, g).

同样由 Cauchy-Schwarz 不等式可得

T (f, f) =
1

b− a

ˆ b

a

f 2(x) dx− 1

(b− a)2

(ˆ b

a

f(x) dx
)2

⩾ 0.

5这个表达式称作 Čebyšev 泛函.
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此外，还有

T (f, f) =

(
Φ− 1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx
)(

1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx− ϕ

)
− 1

b− a

ˆ b

a

[Φ− f(x)] [f(x)− ϕ] dx,

由此推出

T (f, f) ⩽
(
Φ− 1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx
)(

1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx− ϕ

)
.

进而得到

T 2(f, g) ⩽ (Φ− F )(F − ϕ)(Γ−G)(G− γ),

此处 F =
1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx, G =
1

b− a

ˆ b

a

g(x) dx.

因为

4(Φ− F )(F − ϕ) ⩽ (Φ− ϕ)2,

4(Γ−G)(G− γ) ⩽ (Γ− γ)2,

所以

T 2(f, g) ⩽ 1

16
(Φ− ϕ)2(Γ− γ)2.

代入 f(x) = g(x) = sgn(x− a+ b

2
)，可见

1

4
是最佳常数.

定理 1.12.3.2 设 f, g : [a, b] → R ∈ R[a, b] 且满足

γ ⩽ g(x) ⩽ Γ, ∀x ∈ [a, b],

其中 γ,Γ ∈ R. 则

|T (f, g)| ⩽ 1

2
(Γ− γ)

»
T (f, f).

1.12.4 Čebyšev 不等式

定理 1.12.4.1 设 f, g : [a, b] → R 是绝对连续函数，且导函数 f ′ 与 g′ 在 [a, b] 上有界. 则

|T (f, g)| ⩽ 1

12
(b− a)2‖f ′‖∞‖g′‖∞,

其中

T (f, g) =
1

b− a

ˆ b

a

f(x)g(x) dx−
(

1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx
)(

1

b− a

ˆ b

a

g(x) dx
)
,

且所有出现的积分均有意义. 等号成立 ⇐⇒ f ′ 和 g′ 是常值函数.
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证明 由 Grüss 不等式（定理1.12.3.1）的证明可得 Čebyšev 泛函满足

T 2(f, g) ⩽ T (f, f) · T (g, g).

因此只需证

T (f, f) ⩽ (b− a)2

12
‖f ′‖2∞.

直接验证可知 Čebyšev 泛函具有平移不变性：

T (f + c, f + c) = T (f, f), ∀c ∈ R.

所以

T (f, f) = T

(
f − f

(
a+ b

2

)
, f − f

(
a+ b

2

))
=

1

b− a

ˆ b

a

[
f(x)− f

(
a+ b

2

)]2
dx− 1

(b− a)2

(ˆ b

a

[
f(x)− f

(
a+ b

2

)]
dx
)2

⩽ 1

b− a

ˆ b

a

[
f ′(ξx)

(
x− a+ b

2

)]2
dx

⩽ 1

b− a
‖f ′‖2∞

ˆ b

a

(
x− a+ b

2

)2

dx

=
(b− a)2

12
‖f ′‖2∞.

1.12.5 Gronwall 不等式

¶微分形式

定理 1.12.5.1 设 η(t) 是 [0, T ] 上的非负绝对连续函数，且几乎处处成立不等式

η′(t) ⩽ ϕ(t)η(t) + ψ(t),

其中 ϕ(t) 和 ψ(t) 是 [0, T ] 上的非负可积函数. 则

η(t) ⩽ exp
(ˆ t

0

ϕ(s) ds
)
·
[
η(0) +

ˆ t

0

ψ(s) ds
]
, ∀t ∈ [0, T ].

证明 因为对 s ∈ [0, T ] 几乎处处成立

d
ds

(
η(s) exp

(
−
ˆ s

0

ϕ(r) dr
))

= exp
(
−
ˆ s

0

ϕ(r) dr
)
[η′(s)− ϕ(s)η(s)]

⩽ exp
(
−
ˆ s

0

ϕ(r) dr
)
ψ(s),
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所以将不等式两端积分，可得对任意 t ∈ [0, T ]，

η(t) exp
(
−
ˆ t

0

ϕ(r) dr
)
− η(0) ⩽

ˆ t

0

exp
(
−
ˆ s

0

ϕ(r) dr
)
ψ(s) ds ⩽

ˆ t

0

ψ(s) ds.

推论 1.12.5.2 特别地，若在 [0, T ] 上 η′ < ϕη 且 η(0) = 0，那么在 [0, T ] 上 η ≡ 0.

¶积分形式

定理 1.12.5.3 设 ξ(t) 是 [0, T ] 上的非负可积函数，且几乎处处成立不等式

ξ(t) ⩽ C1

ˆ t

0

ξ(s) ds+ C2, 常数 C1, C2 ⩾ 0.

则

ξ(t) ⩽ C2

(
1 + C1te

C1t
)
, a.e. 0 ⩽ t ⩽ T.

证明 设 η(t) :=

ˆ t

0

ξ(s) ds，则 η′ ⩽ C1η+C2在 [0, T ]上几乎处处成立.由微分形式的Gronwall

不等式，

η(t) ⩽ eC1t (η(0) + C2t) = C2te
C1t.

再由条件所给不等式可得

ξ(t) ⩽ C1η(t) + C2 ⩽ C2

(
1 + C1te

C1t
)
.

推论 1.12.5.4 特别地，若

ξ(t) ⩽ C1

ˆ t

0

ξ(s) ds, a.e. 0 ⩽ t ⩽ T,

则

ξ(t)
a.e.
=== 0.

1.12.6 变分法

例 1.12.6.1 考虑

C1
0 [0, 1] :=

{
f ∈ C1[0, 1] | f(0) = f(1) = 0

}
,

并计算使得下式成立的最佳常数 B：

ˆ 1

0

f(x) dx ⩽ B

(ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx
) 1

2

, ∀f ∈ C1
0 [0, 1].
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解 我们相当于要计算

B = sup
f∈C1

0 [0,1]
f ̸≡0

ˆ 1

0

f(x) dx(ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx
) 1

2

.

设存在 f ∈ C1
0 [0, 1] 使得 ˆ 1

0

f(x) dx(ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x)
∣∣∣2 dx

) 1
2

= B.

任取 φ ∈ C1
0 [0, 1]，则作为 α 的函数，

ˆ 1

0

(
f(x) + αφ(x)

)
dx(ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x) + αφ′(x)

∣∣∣2 dx
) 1

2

在 α = 0 处取得最大值 B. 因此它在 α = 0 处的导数为 0. 我们有6

ˆ 1

0

f
′
(x)φ′(x) dx− λ

ˆ 1

0

φ(x) dx = 0,

其中

λ =

ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x)
∣∣∣2 dx

ˆ 1

0

f(x) dx
.

从而7 ˆ 1

0

(
f
′
(x) + λx

)
φ′(x) dx = 0, ∀φ ∈ C1

0 [0, 1].

6我们总是假设足够的光滑性使得积分与导数可以交换.
7这里通过分部积分产生相同因子 φ′(x).
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任取 ψ ∈ C[0, 1]，φ′(x) = ψ(x)−
ˆ 1

0

ψ(t) dt 在 C1
0 [0, 1] 中有解

8. 于是

ˆ 1

0

(
f
′
(x) + λx

)
ψ(x) dx

=

ˆ 1

0

(
f
′
(x) + λx

)
·
(
φ′(x) +

ˆ 1

0

ψ(t) dt
)

dx

=

ˆ 1

0

(
f
′
(x) + λx

)
dx ·
ˆ 1

0

ψ(x) dx

=

ˆ 1

0

f
′
(x) dx ·

ˆ 1

0

ψ(x) dx+
ˆ 1

0

λx dx ·
ˆ 1

0

ψ(x) dx

=

ˆ 1

0

λ

2
ψ(x) dx, ∀ψ ∈ C[0, 1].

由此得到

f
′
(x) + λ

(
x− 1

2

)
= 0.

结合边界条件解得

f(x) =
λx(1− x)

2
.

故

B =

ˆ 1

0

f(x) dx(ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x)
∣∣∣2 dx

) 1
2

=
1√
12
.

注 1.12.6.2 利用变分思想找到函数类型后我们可以写出以下解答：
ˆ 1

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

f(x)

(
x− 1

2

)′

dx

=

ˆ 1

0

f ′(x)

(
1

2
− x

)
dx

⩽
(ˆ 1

0

(
1

2
− x

)2

dx
) 1

2

·
(ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx
) 1

2

=
1√
12

(ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx
) 1

2

, ∀f ∈ C1
0 [0, 1].

等号成立当且仅当存在非负常数 C，使得 f ′(x) = C

(
1

2
− x

)
，即

f(x) =
Cx(1− x)

2
.

8这样处理是为了在保留 φ ∈ C1
0 [0, 1] 这一信息的同时将 φ′ 换为另一个函数.
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例 1.12.6.3 设 f ∈ C1[0, 1] 满足 f(0) = f(1) = 0，

ˆ 1

0

f(x) dx = 0. 证明

4π2

ˆ 1

0

f 2(x) dx ⩽
ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx.

证明 记

X :=

®
f ∈ C1[0, 1] | f(0) = f(1) = 0,

ˆ 1

0

f(x) dx = 0

´
.

假设存在 f ∈ X 使得

sup
f∈X
f ̸≡0

ˆ 1

0

f 2(x) dx
ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx
=

ˆ 1

0

f
2
(x) dx

ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x)
∣∣∣2 dx

,

任取 φ ∈ X，则作为 α 的函数，

ˆ 1

0

∣∣∣f(x) + αφ(x)
∣∣∣2 dx

ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x) + αφ′(x)

∣∣∣2 dx

在 α = 0 处取得最大值. 因此它在 α = 0 处的导数为 0. 我们有
ˆ 1

0

f
′
(x)φ′(x) dx− λ

ˆ 1

0

f(x)φ(x) dx = 0,

其中

λ =

ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x)
∣∣∣2 dx

ˆ 1

0

f
2
(x) dx

.

设 F (x) :=

ˆ x

0

f(t) dt，运用分部积分可将上式化为

ˆ 1

0

(
F

′′
(x) + λF (x)

)
φ′(x) dx = 0, ∀φ ∈ X.

对于 ψ ∈ C[0, 1]，方程 φ′(x) = ψ(x) 在 X 中有解的充要条件是

ˆ 1

0

ψ(x) dx =

ˆ 1

0

xψ(x) dx = 0.

于是任取 ψ ∈ C[0, 1]，我们有

ˆ 1

0

(
F

′′
(x) + λF (x)

)[
ψ(x)−

ˆ 1

0

ψ(t) dt− 12

(
x− 1

2

)ˆ 1

0

(
t− 1

2

)
ψ(t) dt

]
dx = 0.
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即 ˆ 1

0

(
F

′′
(x) + λF (x) + γ + µ

(
x− 1

2

))
ψ(x) dx = 0, ∀ψ ∈ C[0, 1],

其中 γ, µ 是两个常数. 因此

F
′′
(x) + λF (x) + γ + µ

(
x− 1

2

)
= 0.

于是 F ∈ C∞[0, 1]. 从而

f
′′
(x) + λf(x) + µ = 0.

结合 f ∈ X 得 µ = 0,
√
λ = 2kπ（再经过计算，根据最优性得 k = 1），

f(x) = C sin(2πx+ θ),

其中 C 为非零常数，θ 为常数. 故

max
f∈X
f ̸≡0

ˆ 1

0

f 2(x) dx
ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx
=

ˆ 1

0

f
2
(x) dx

ˆ 1

0

∣∣∣f ′
(x)
∣∣∣2 dx

=
1

4π2
,

例 1.12.6.4 设 f ∈ C1[0, 1]满足 f(0) = −2，f(1) = 3，

ˆ 1

0

f(x) dx = 0.求min
ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx.

解 记

X :=

®
f ∈ C1[0, 1] | f(0) = −2, f(1) = 3,

ˆ 1

0

f(x) dx = 0

´
.

假设存在 f ∈ X，使得

min
f∈X

ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx =

ˆ 1

0

(
f
′
(x)
)2

dx.

再记

Y :=

®
g ∈ C1[0, 1] | g(0) = g(1) = 0,

ˆ 1

0

g(x) dx = 0

´
.

任取 φ ∈ Y，则作为 α 的函数，

ˆ 1

0

(
f
′
(x) + αφ′(x)

)2
dx

在 α = 0 处取得最小值. 因此它在 α = 0 处的导数为 0. 我们有
ˆ 1

0

f
′
(x)φ′(x) dx = 0.
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由分部积分公式可得

0 = f
′
(x)φ(x)

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

f
′′
(x)φ(x) dx = −

ˆ 1

0

f
′′
(x)φ(x) dx,

即 ˆ 1

0

f
′′
(x)φ(x) dx = 0, ∀φ ∈ Y.

由此 .猜 .想f
′′
(x) ≡常数，即 f(x) 是二次函数. 通过待定系数可解得

f(x) = 3x2 + 2x− 2.

计算可得

ˆ 1

0

(
f
′
(x)
)2

dx = 28. 因此

ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx =

1

28

(ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx

)
·
(ˆ 1

0

(6x+ 2)2 dx
)

⩾ 1

28

(ˆ 1

0

f ′(x)(6x+ 2) dx
)2

=
1

28

[
6

(
xf(x)

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

f(x) dx
)
+ 2

ˆ 1

0

f ′(x) dx
]2

= 28.

故

min
ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx = 28.

1.12.7 技巧备忘录

¶构造函数求导

✓从变动中考察常量

例 1.12.7.1 设 f 在 [0, 1] 上可微且当 x ∈ (0, 1) 时，0 ⩽ f ′(x) ⩽ 1，f(0) = 0. 证明：(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

⩾
ˆ 1

0

f 3(x) dx,

且仅当 f(x) ≡ 0 或 f(x) = x 时等号成立.

提示 作辅助函数 F (x) :=

(ˆ x

0

f(t) dt
)2

−
ˆ x

0

f 3(t) dt，则 F (0) = 0，只需证 F ′(x) > 0.
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例 1.12.7.2 设凸函数 f 在 [a, b] 上可积，求证：

(b− a)f

(
a+ b

2

)
⩽
ˆ b

a

f(x) dx.

提示 作辅助函数 F (x) :=

ˆ x

a

f(t) dt− (x− a)f

(
a+ x

2

)
，由凸函数性质可得 F ′(x) ⩾ 0.

¶拆分积分区间

✓引入特殊点拆分

例 1.12.7.3 (最值点) 设 f ∈ C1[0, 1]，f(0) = f(1) = 0，求证：对任意 t ∈ [0, 1]，都有

f 2(t) ⩽ 1

4

ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx.

证明 设 t0 为 f 2(t) 在 [0, 1] 上的最大值点，并不妨设 t0 ∈ (0, 1)，则只需证

f 2(t0) ⩽
1

4

(ˆ t0

0

|f ′(x)|2 dx+
ˆ 1

t0

|f ′(x)|2 dx
)
.

对上式右端运用 Cauchy-Schwarz 不等式，

RHS =

ˆ t0

0

1(
2
√
t0
)2 dx ·

ˆ t0

0

|f ′(x)|2 dx+
ˆ 1

t0

1(
2
√
1− t0

)2 dx ·
ˆ 1

t0

|f ′(x)|2 dx

⩾
[ˆ t0

0

f ′(x)

2
√
t0

dx
]2

+

[ˆ 1

t0

f ′(x)

2
√
1− t0

dx
]2

=
f 2(t0)

4t0
+

f 2(t0)

4 (1− t0)
.

因此只需证
1

t0
+

1

1− t0
⩾ 4,

而这可由调和-算术平均不等式得到.

例 1.12.7.4 (中值点) 设 f ∈ C2[0, 1]，f(0) = f(1) = 0，且当 x ∈ (0, 1) 时，f(x) 6= 0. 求证：
ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ⩾ 4.

证明 不妨设当 x ∈ (0, 1) 时，f(x) > 0. 设 x0 ∈ (0, 1) 为 f(x) 在 [0, 1] 上的最大值点. 由

Lagrange 中值定理，存在 ξ ∈ (0, x0), η ∈ (x0, 1)，使得

f ′(ξ) =
f(x0)− f(0)

x0 − 0
=
f(x0)

x0
, f ′(η) =

f(x0)− f(1)

x0 − 1
=

f(x0)

x0 − 1
.
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因此 ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ⩾ 1

f(x0)

ˆ 1

0

|f ′′(x)| dx ⩾ 1

f(x0)

ˆ η

ξ

|f ′′(x)| dx

⩾ 1

f(x0)

∣∣∣∣ˆ η

ξ

f ′′(x) dx
∣∣∣∣ = 1

f(x0)
|f ′(η)− f ′(ξ)|

=
1

f(x0)

∣∣∣∣ f(x0)x0 − 1
− f(x0)

x0

∣∣∣∣ = 1

x0(1− x0)
⩾ 4.

例 1.12.7.5 (中值点) 设 f ∈ C1[a, b]，求证：对任意 t ∈ [a, b]，都有

|f(t)| ⩽ 1

b− a

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣+
ˆ b

a

|f ′(x)| dx.

证明 根据积分第一中值定理，存在 ξ ∈ [a, b]，使得

|f(ξ)| = 1

b− a

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣ .

对任意 t ∈ [a, b]，不妨设 t ⩾ ξ. 则
ˆ b

a

|f ′(x)| dx =

ˆ ξ

a

|f ′(x)| dx+
ˆ t

ξ

|f ′(x)| dx+
ˆ b

t

|f ′(x)| dx

⩾
ˆ t

ξ

|f ′(x)| dx.

于是只需证

|f(t)| − |f(ξ)| ⩽
ˆ t

ξ

|f ′(x)| dx,

而这可由

|f(t)| − |f(ξ)| ⩽ |f(t)− f(ξ)| =
∣∣∣∣ˆ t

ξ

f ′(x) dx
∣∣∣∣ ⩽ ˆ t

ξ

|f ′(x)| dx

得到.

✓拆分出长度为 ε 的区间

通常用于被积函数在积分区间内函数值差异极大（如含 n 次方）的情形（见问题17）.

例 1.12.7.6 求证： lim
n→∞

ˆ 1

ω

(
1− t2

)n dt
ˆ 1

0

(
1− t2

)n dt
= 0 (ω ∈ (0, 1)).
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证明 由 Weierstrass 逼近定理（定理1.13.4.1）证明中的引理（1）可知，
ˆ 1

ω

(
1− t2

)n dt
ˆ 1

0

(
1− t2

)n dt
<

√
n

2

ˆ 1

ω

(
1− t2

)n dt t=sinx
========
ε=arcsinω

√
n

2

ˆ π
2

ε

cos2n+1 x dx

⩽ π
√
n cos2n+1 ε

4
→ 0 (n→ ∞).

✓按被积函数的正负拆分区间，使其在区间内不变号

例 1.12.7.7 设 f(x) 在 [0, 2π] 上单调递减，n ∈ N∗，求证：

ˆ 2π

0

f(x) sinnx dx ⩾ 0.

证明 将区间 [0, 2π] 按函数 sinnx 的特性拆分为：[
0,

2π

n

]
,

[
2π

n
,
4π

n

]
, · · · ,

[
(2n− 2)π

n
, 2π

]
.

对 k (k = 1, · · · , n)，我们有

ˆ 2kπ
n

(2k−2)π
n

f(x) sinnx dx =

ˆ (2k−1)π
n

(2k−2)π
n

f(x) sinnx dx+
ˆ 2kπ

n

(2k−1)π
n

f(x) sinnx dx

变量代换
======

ˆ (2k−1)π
n

(2k−2)π
n

f(x) sinnx dx+
ˆ (2k−1)π

n

(2k−2)π
n

f
(
x+

π

n

)
sin(nx+ π) dx

=

ˆ (2k−1)π
n

(2k−2)π
n

[
f(x)− f

(
x+

π

n

)]
sinnx dx ⩾ 0,

因此 ˆ 2π

0

f(x) sinnx dx =
n∑
k=1

ˆ 2kπ
n

(2k−2)π
n

f(x) sinnx dx ⩾ 0.

¶利用 Taylor 展开

✓在积分区间两端点展开

例 1.12.7.8 设 f ∈ C1[a, b]，f(a) = f(b) = 0. 求证：

max |f ′(x)| ⩾ 4

(b− a)2

ˆ b

a

|f(x)| dx.
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✓在积分区间的中点展开

例 1.12.7.9 (参考定理1.9.1.3) 设函数 f 在 [a, b] 上二次可微. 求证：∣∣∣∣∣
ˆ b

a

[
f(x)− f

(
a+ b

2

)]
dx
∣∣∣∣∣ ⩽ M(b− a)3

24
, 其中M := max |f ′′(x)| .

证明 记 x0 =
a+ b

2
，将被积函数在 x = x0 处按带 Lagrange 余项的 Taylor 公式展开，

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ηx)

2
(x− x0)

2,

其中 ηx 位于 x0 与 x 之间. 对上式在 [a, b] 上积分得到

ˆ b

a

[f(x)− f(x0)] dx =
1

2

ˆ b

a

(x− x0)
2f ′′(ηx) dx.

上式右端中 f ′′(ηx) 不一定是 x 的连续函数，但由于导函数具有介值性，积分第一中值定理

的结论仍然成立（见注1.4.1.2），即存在 ξ ∈ (a, b)，使得

ˆ b

a

(x− x0)
2f ′′(ηx) dx = f ′′(ξ)

ˆ b

a

(x− x0)
2 dx =

(b− a)3

12
f ′′(ξ).

故 ∣∣∣∣∣
ˆ b

a

[
f(x)− f

(
a+ b

2

)]
dx
∣∣∣∣∣ = (b− a)3

24
|f ′′(ξ)| ⩽ M(b− a)3

24
.

¶将常数或可导函数变形为定积分

✓c =
ˆ b

a

c

b− a
dx

例1.12.7.3与问题32的证明 1 就用到这一技巧.

✓结合题设将常数变为某简单函数的积分
问题20就利用了 1 =

ˆ 1

0

nxn−1 dx，注1.12.6.2就利用了 1

12
=

ˆ 1

0

(
x− 1

2

)2

dx. 这一技

巧往往与变分法结合，在找出极值对应的函数类型后用 Cauchy-Schwarz 不等式写出标准的

解答.

✓f(x) =
ˆ x

c

f ′(x) dx+ f(c)，通常还有 f(c) = 0

¶化 dx 为 d(x− c)

注1.12.6.2解答中第一步变换就是
ˆ 1

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

f(x) d
(
x− 1

2

)
.

¶利用线性变换
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如果问题涉及到函数 f(x)在 [a, b]上的均值
1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx，则对均值作线性变换，令

t =
x− a

b− a
⇐⇒ x = a+ (b− a)t,

可得
1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ 1

0

f (a+ (b− a)t) dt.

这样就能把积分区间不同的两个定积分置于同一个区间进行比较.

例 1.12.7.10 若 f 是 [a, b]上的凸函数，则 g(x) :=
1

x− a

ˆ x

a

f(t) dt也是 [a, b]上的凸函数.9

证明 作线性变换 s =
t− a

x− a
可得

g(x)
t=(1−s)a+sx
=========

dt=(x−a) ds

ˆ 1

0

f ((1− s)a+ sx) ds.

设 x1 < x2 < x3，则

g(x3)− g(x2)

x3 − x2
=

ˆ 1

0

f ((1− s)a+ sx3)− f ((1− s)a+ sx2)

[(1− s)a+ sx3]− [(1− s)a+ sx2]
s ds,

g(x2)− g(x1)

x2 − x1
=

ˆ 1

0

f ((1− s)a+ sx2)− f ((1− s)a+ sx1)

[(1− s)a+ sx2]− [(1− s)a+ sx1]
s ds.

由凸函数的三点判别法，

f ((1− s)a+ sx3)− f ((1− s)a+ sx2)

[(1− s)a+ sx3]− [(1− s)a+ sx2]
⩾ f ((1− s)a+ sx2)− f ((1− s)a+ sx1)

[(1− s)a+ sx2]− [(1− s)a+ sx1]
,

因此
g(x3)− g(x2)

x3 − x2
⩾ g(x2)− g(x1)

x2 − x1
=⇒ g(x)是[a, b]上的凸函数.

例 1.12.7.11 设 f ∈ R[0, 1]，且 f 单调递减. 求证：
ˆ a

0

f(x) dx ⩾ a

ˆ 1

0

f(x) dx, ∀a ∈ (0, 1).

证明【当 f ∈ C[0, 1] 时，由

d
dx

(
1

x

ˆ x

0

f(t) dt
)

=
1

x

(
f(x)− 1

x

ˆ x

0

f(t) dt
)

∃ξ∈[0,x]
======

f(x)− f(ξ)

x
⩽ 0,

9因为开区间上的凸函数必为连续函数，所以 f ∈ C(a, b) 且有界，从而 f ∈ R[a, b].
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可知
1

a

ˆ a

0

f(x) dx ⩾
ˆ 1

0

f(x) dx.

但在 f ∈ R[0, 1]\C[0, 1] 时此法失效.】

我们转而使用线性变换 t =
x

a
，并利用 f(ax) ⩾ f(x) 得到

ˆ a

0

f(x) dx = a

ˆ 1

0

f(at) dt ⩾ a

ˆ 1

0

f(x) dx.

1.13 函数的逼近

1.13.1 线性插值

定理 1.13.1.1 设 f ∈ C[a, b]，在 (a, b) 上有二阶导数，l 是由 (a, f(a)) 和 (b, f(b)) 确定的线

性函数：

l(x) =
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

如果 |f ′′| 在 [a, b] 上的上界为 M，那么对任意 x ∈ [a, b]，有

|f(x)− l(x)| ⩽ M

8
(b− a)2.

证明 把 f(x) 写成

f(x) =
b− x

b− a
f(x) +

x− a

b− a
f(x),

于是

l(x)− f(x) =
b− x

b− a
[f(a)− f(x)] +

x− a

b− a
[f(b)− f(x)] .

由带 Lagrange 余项的 Taylor 公式，有

f(a)− f(x) = (a− x)f ′(x) +
1

2
(a− x)2f ′′(ξ) (a < ξ < x),

f(b)− f(x) = (b− x)f ′(x) +
1

2
(b− x)2f ′′(η) (x < η < b).

从而

l(x)− f(x) =
(b− x)(x− a)

2

[
x− a

b− a
f ′′(ξ) +

b− x

b− a
f ′′(η)

]
.
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由于
x− a

b− a
> 0,

b− x

b− a
> 0，且它们的和为 1，所以

|l(x)− f(x)| ⩽ (b− x)(x− a)

2

[
x− a

b− a
|f ′′(ξ)|+ b− x

b− a
|f ′′(η)|

]
⩽ M

2
(b− x)(x− a) ⩽ M

2

(
b− x+ x− a

2

)2

=
M

8
(b− a)2.

1.13.2 稠密性定理

定理 1.13.2.1 设 f ∈ R[a, b]，fn 是 f 在区间 [a, b] 上 n 等分的分段线性连续函数. 则

lim
n→∞

fn
L1[a,b]收敛
======== f,

也即

lim
n→∞

ˆ b

a

|f(x)− fn(x)| dx = 0.

证明 在分割的第 i 个区间，fn(x) 是线性函数，不妨设为单调递增函数. 则对任意 x ∈ [a, b]，

都有

|f(x)− fn(x)| ⩽ max
{∣∣f(x)− f(右端点)

∣∣ , ∣∣f(x)− f(左端点)
∣∣} ⩽ ωi.

那么

lim sup
n→∞

ˆ b

a

|fn(x)− f(x)| dx = lim sup
n→∞

n∑
i=1

ˆ xi

xi−1

|f(x)− fn(x)| dx ⩽ lim sup
n→∞

n∑
i=1

ωi∆xi = 0.

1.13.3 Riemann-Lebesgue 引理

定理 1.13.3.1 设 f ∈ R[a, b]，则

lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x) sin px dx = 0, lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x) cos px dx = 0.

证明 可以先证明一个比较弱的版本：我们假设 f 是连续可微的. 由分部积分公式，
ˆ b

a

f(x) sin px dx =
1

p

ˆ b

a

f ′(x) cos px dx+ 1

p
f(a) cos(pa)− 1

p
f(b) cos(pb)

⩽ 1

p

ˆ b

a

|f ′(x)| dx+ 1

p
|f(a)|+ 1

p
|f(b)| ,
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于是

lim sup
p→+∞

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) sin px dx
∣∣∣∣∣ ⩽ lim sup

p→+∞

(
1

p

ˆ b

a

|f ′(x)| dx+ 1

p
|f(a)|+ 1

p
|f(b)|

)
= 0.

这就证明了

lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x) sin px dx = 0.

这时对 f ∈ R[a, b]，用分段线性连续函数 fp 逼近 f，就有

lim sup
p→+∞

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) sin px dx
∣∣∣∣∣ = lim sup

p→+∞

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

fp(x) sin px dx+
ˆ b

a

(f(x)− fp(x)) sin px dx
∣∣∣∣∣

⩽ lim sup
p→+∞

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

fp(x) sin px dx
∣∣∣∣∣+ lim sup

p→+∞

ˆ b

a

|f(x)− fp(x)| dx

= 0.

故

lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x) sin px dx = 0.

同理可证

lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x) cos px dx = 0.

Riemann-Lebesgue 引理可以从直观上得到“印证”：图1.16中蓝线对应 y = lnx 的图像，

而红线对应 y = sin(50x) · lnx 的图像. 当 p 很大时，y = sin px 在有限区间 [a, b] 上“急剧”

振荡，同时 f(x) 可视作局部常值函数，因此我们可以期望正负振荡抵消.
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图 1.16: 当 p 很大时正负振荡“抵消”

Riemann-Lebesgue 引理可以推广为以下定理：

定理 1.13.3.2 (Riemann 定理) 设 f ∈ R[a, b]，g 以 T 为周期且在 [a, b] 上可积，则

lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x)g(px) dx =
1

T

ˆ T

0

g(x) dx
ˆ b

a

f(x) dx.

证明 不妨设

ˆ T

0

g(x) dx = 0（否则用 G(x) := g(x)− 1

T

ˆ T

0

g(x) dx 代替 g(x)）. 由于 g 以

T 为周期且在 [a, b] 上可积，所以存在 M > 0，使得对任意 x ∈ R，|g(x)| < M . 由稠密性定

理，对任意 ε > 0，存在分段线性连续函数 fn，满足

ˆ b

a

|f(x)− fn(x)| dx < ε

2M
.

从而 ∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)g(px) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

(f(x)− fn(x)) g(px) dx+
ˆ b

a

fn(x)g(px) dx
∣∣∣∣∣

⩽
ˆ b

a

|f(x)− fn(x)| |g(px)| dx+
∣∣∣∣∣
ˆ b

a

fn(x)g(px) dx
∣∣∣∣∣

⩽ ε

2
+

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

fn(x)g(px) dx
∣∣∣∣∣ .
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因此只需证 lim
p→+∞

ˆ b

a

fn(x)g(px) dx = 0. 而 fn(x) ∈ C[a, b]，设 |fn(x)| < N (x ∈ [a, b]). 由积

分第一中值定理，∣∣∣∣∣
ˆ b

a

fn(x)g(px) dx
∣∣∣∣∣ ∃ξp∈[a,b]
=======

∣∣∣∣∣fn(ξp)
ˆ b

a

g(px) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ N

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

g(px) dx
∣∣∣∣∣ .

所以只需证

lim
p→+∞

ˆ b

a

g(px) dx = 0.

对任意 p > 0，设 pb− pa = npT + rp，其中 np ∈ N, 0 ⩽ rp < T，则∣∣∣∣∣
ˆ b

a

g(px) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1p
ˆ pb

pa

g(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1p
ˆ pa+npT+rp

pa

g(x) dx
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣1p
ˆ npT+rp

0

g(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1p
ˆ rp

0

g(x) dx
∣∣∣∣

<
MT

p
→ 0 (p→ +∞),

所以

lim
p→+∞

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)g(px) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ ε

2
< ε.

再由 ε > 0 的任意性可知

lim
p→+∞

ˆ b

a

f(x)g(px) dx = 0.

1.13.4 Weierstrass 逼近定理

定理 1.13.4.1 设 f ∈ C[a, b]，则对于任意的 ε > 0，存在一个多项式 P，使得

sup
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| < ε.

证明 先对 f 做一些改造. 首先通过对区间的拉伸和平移，我们不妨设 [a, b] = [0, 1]；其次通

过将 f 减去一个线性函数，我们不妨设 f(0) = f(1) = 0；最后将 f 在整个 R 上做零延拓，

使其成为定义在 R 上的一致连续函数.

接下来，对于任意正整数 n 定义

Pn(x) =

ˆ 1

−1

f(x+ t)
(
1− t2

)n dt
ˆ 1

−1

(1− t2)n dt
,

下面将证明，对于任意的 ε > 0，存在一个正整数 n，使得 Pn(x) 就是所求.
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引理 (1) 记 cn =

(ˆ 1

−1

(
1− t2

)n dt
)−1

，则 cn <
√
n.

【引理（1）的证明：因为
ˆ 1

−1

(1− t2)n dt = 2

ˆ 1

0

(
1− t2

)n dt ⩾ 2

ˆ 1√
n

0

(
1− t2

)n dt

⩾ 2

ˆ 1√
n

0

(
1− nt2

)
dt = 4

3
√
n
>

1√
n
,

所以 cn <
√
n.】

引理 (2) 记 Qn(t) = cn
(
1− t2

)n
，则

ˆ 1

−1

Qn(t) dt = 1,

且对于固定的 δ ∈ (0, 1)，以及任意的 t ∈ [−1, 1]，只要 |t| ⩾ δ，就有

Qn(t) ⩽
√
n
(
1− δ2

)n
.

引理 (3) 对于任意正整数 n，Pn(x) =

ˆ 1

−1

f(x+ t)Qn(t) dt 是一个多项式.

【引理（3）的证明：因为 f 在 R\[0, 1] 上取值恒为 0，所以

Pn(x) =

ˆ 1

−1

f(x+ t)Qn(t) dt =
ˆ 1−x

−x
f(x+ t)Qn(t) dt s=x+t

=====

ˆ 1

0

f(s)Qn(s− x) ds.

最后一个积分中将多项式 Qn(x) 展开后可将所有 x 的幂次提到积分前，最终得到的就是 x

的多项式.】

最后回到定理的证明. 对于任意的 ε > 0，因为 f 一致连续，所有存在 δ > 0，使得只要

|x− y| < δ，就有 |f(x)− f(y)| < ε

2
. 记 M 为 |f(x)| 的最大值，根据之前的各引理，我们有

|Pn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ˆ 1

−1

(f(x+ t)− f(x))Qn(t) dt
∣∣∣∣

⩽
ˆ 1

−1

|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) dt

⩽ 2M

(ˆ −δ

−1

+

ˆ 1

δ

)
Qn(t) dt+ ε

2

ˆ δ

−δ
Qn(t) dt

⩽ 4M
√
n(1− δ2)n +

ε

2
,

注意当 n→ ∞时，上式第一项极限为 0，所以必然存在某个 n，使得 |Pn(x)− f(x)| < ε.
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注 1.13.4.2 此定理的证明是经典的调和分析手法，所选的 Qn(t)是一个好核（Good Kernel）

函数.

例 1.13.4.3 设 f ∈ C[a, b]. 若
ˆ b

a

xnf(x) dx = 0 (n = 0, 1, 2, · · · )，求证：f(x) ≡ 0.

证明 由题设可知，对任一多项式 Q(x)，有

ˆ b

a

Q(x)f(x) dx = 0. 又根据 Weierstrass 逼近定

理，对任意 ε > 0，存在多项式 P (x)，使得

|f(x)− P (x)| < ε, ∀x ∈ [a, b].

从而 ˆ b

a

f 2(x) dx =

ˆ b

a

f 2(x) dx−
ˆ b

a

f(x)P (x) dx =

ˆ b

a

[
f 2(x)− f(x)P (x)

]
dx

⩽
ˆ b

a

|f(x)| |f(x)− P (x)| dx < ε

ˆ b

a

|f(x)| dx.

由 ε 的任意性，可知

ˆ b

a

f 2(x) dx = 0. 故 f(x) ≡ 0.

1.14 正项级数

1.14.1 比较判别法

定理 1.14.1.1 设正项级数
∑

an 和
∑

bn 的通项之间满足条件 an ⩽ bn, n = 1, 2, · · ·，则∑
bn收敛 =⇒

∑
an收敛;∑

an发散 =⇒
∑

bn发散.

注 1.14.1.2 常用的比较级数如
∞∑
n=1

aqn,

∞∑
n=1

1

np
,

∞∑
n=2

1

n lnp n.

需熟记的级别关系：

lnn� nε � an � n! � nn (a > 1, ε > 0).

定理 1.14.1.3 若对于正项级数
∑

an 和
∑

bn 存在 (广义) 极限

c = lim
n→∞

bn
an
,

则当 0 < c < +∞ 时
∑

an 和
∑

bn 同敛散，当 c = 0 时可以从
∑

an 收敛推出
∑

bn 收

敛，或从
∑

bn 发散推出
∑

an 发散，当 c = +∞ 时有相反的结论.
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注 1.14.1.4 此判别法体现出研究通项数列 {an} 当 n→ ∞ 时的渐近性态的重要性.

定理 1.14.1.5 设对于正项级数
∑

an 和
∑

bn 的通项当 n 充分大时有

an+1

an
⩽ bn+1

bn
,

则 ∑
bn收敛 =⇒

∑
an收敛;∑

an发散 =⇒
∑

bn发散.

例 1.14.1.6
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
收敛.

证明
(n!)2

(2n)!
=

(n!)2

(2n)!!(2n− 1)!!
=

n!

2n(2n− 1)!!
=

1

2n
· 1
1
· 2
3
· 3
5
· · · n

2n− 1
<

1

2n
.

例 1.14.1.7
∞∑
n=2

1

n lnn 发散.

证明 把这个级数跟已知的发散级数

∞∑
n=2

[ln ln(n+ 1)− ln lnn]

相比较. 由有限增量公式，

ln ln(n+ 1)− ln lnn =
1

(n+ θ) ln(n+ θ)
(0 < θ < 1),

故给定级数更是发散的.

例 1.14.1.8
∞∑
n=2

1

(lnn)p (p > 0) 发散.

证明 对于充分大的 n，(lnn)p < n.

例 1.14.1.9
∞∑
n=2

1

(lnn)lnn 收敛.

证明
1

(lnn)lnn =
1

nln lnn <
1

n2
(对于充分大的 n).

注 1.14.1.10 类似地， 1

(ln lnn)lnn =
1

nln ln lnn <
1

n2
(对于充分大的 n) =⇒

∞∑
n=3

1

(ln lnn)lnn 收

敛.
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例 1.14.1.11
∞∑
n=3

1

(lnn)ln lnn 发散.

证明 对于充分大的 n，
1

(lnn)ln lnn =
1

e(ln lnn)2 >
1

elnn =
1

n
.

例 1.14.1.12
∞∑
n=1

(
n
√
a− 1

)
(a 6= 1) 发散.

证明
(

n
√
a− 1

)
:
1

n
→ ln a.

例 1.14.1.13
∞∑
n=1

(
1− lnn

n

)n
发散.

证明 用 xn 表示这个级数的通项对
1

n
的比值，则

lnxn = lnn+ n ln
(
1− lnn

n

)
.

利用 ln(1 + x) 的展开式，有

ln
(
1− lnn

n

)
= − lnn

n
− 1

2

(
lnn
n

)2

+ an ·
(

lnn
n

)2

.

其中 an → 0, n→ ∞. 于是

lnxn = −1

2
· ln2 n

n
+ an ·

ln2 n

n
→ 0,

因而 xn → 1. 即所给的级数发散.

例 1.14.1.14
∞∑
n=1

(
n ln 2n+ 1

2n− 1
− 1

)
收敛.

证明 利用 ln(1 + x) 的展开式，有

ln 2n+ 1

2n− 1
= ln

(
1 +

2

2n− 1

)
=

2

2n− 1
− 1

2

(
2

2n− 1

)2

+
1

3

(
2

2n− 1

)3

+ βn ·
(

2

2n− 1

)3

.

其中 βn → 0, n→ ∞. 于是

n ln 2n+ 1

2n− 1
− 1 =

2n+ 3

3(2n− 1)
·
(

1

2n− 1

)2

+ βn ·
8n

2n− 1
·
(

1

2n− 1

)2

.

这样，所考虑的级数的通项对
1

(2n− 1)2
的比值具有极限

1

3
，即所给的级数收敛.

由于存在收敛（发散）速度不同的正项级数，因此用特定的比较级数得到的比较判别法

的能力总是有限制的. 事实上，不论是为了判定级数收敛还是发散，都不存在万能的比较级

数：
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定理 1.14.1.15 (Du Bois-Reymond 定理) 对于一个给定的收敛正项级数
∞∑
n=1

an，一定存在

一个收敛正项级数
∞∑
n=1

bn，使得 lim
n→∞

an
bn

= 0.

证明 设级数
∞∑
n=1

an 的余式为 γn，考虑级数

∞∑
n=1

bn ≡
∞∑
n=1

(
√
γn−1 −

√
γn),

则从
n∑
k=1

bk =
√
γ0 −

√
γn ⩽ √

γ0 和

an
bn

=
γn−1 − γn√
γn−1 −

√
γn

=
√
γn−1 +

√
γn → 0

可见

∞∑
n=1

bn 为满足要求的收敛级数.

定理 1.14.1.16 (Abel 定理) 对于一个给定的发散正项级数
∞∑
n=1

an，一定存在一个发散正项

级数
∞∑
n=1

bn，使得 lim
n→∞

bn
an

= 0.

证明 设级数
∞∑
n=1

an 的部分和为 Dn，考虑级数

∞∑
n=1

bn ≡
√
D1 +

∞∑
n=2

(
√
Dn −

√
Dn−1),

则从

n∑
k=1

bk =
√
Dn 和

bn
an

=

√
Dn −

√
Dn−1

Dn −Dn−1

=
1√

Dn +
√
Dn−1

→ 0

可见

∞∑
n=1

bn 为满足要求的发散级数.

1.14.2 Cauchy 判别法

定理 1.14.2.1 对级数
∑

an 作序列 Cn = n
√
an. 如果当 n 充分大时，不等式 Cn ⩽ q 成立，

其中 q 是小于 1 的常数，则级数收敛；如果从某处开始，Cn ⩾ 1，则级数发散.
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定理 1.14.2.2 假定序列 Cn 存在（广义）极限

lim
n→∞

Cn = C.

那么当 C < 1 时级数收敛，而当 C > 1 时级数发散.

注 1.14.2.3 当 C = 1 时，这个判别法不能判断出级数是否收敛.

例 1.14.2.4 取级数

1 + a+ ab+ a2b+ a2b2 + · · ·+ anbn−1 + anbn + · · · ,

其中 a 与 b 是两个相异的正数. 则 C2n−1 =
2n−1
√
an−1bn−1, C2n =

2n
√
anbn−1，于是 C =

√
ab.

当 ab < 1 时级数收敛，当 ab > 1 时级数发散（显然，当 ab = 1 时也发散）.

例 1.14.2.5 考虑级数
∞∑
n=1

τ(n)xn，其中 x > 0 而 τ(n) 表示自然数 n 的因数个数. 因为

x ⩽ Cn = n

»
τ(n) · x ⩽ n

√
n · x,

于是 C = x，当 x < 1 时级数收敛，而当 x > 1 时级数发散（显然，当 x = 1 时也发散）.

1.14.3 d’Alembert 判别法

定理 1.14.3.1 考虑对于级数
∑

an 的序列 Dn =
an+1

an
. 如果当 n 充分大时，不等式 Dn ⩽ q

成立，其中 q 是小于 1 的常数，则级数收敛；如果从某处开始，Dn ⩾ 1，则级数发散.

定理 1.14.3.2 假定序列 Dn 存在（广义）极限

lim
n→∞

Dn = D.

那么当 D < 1 时级数收敛，而当 D > 1 时级数发散.

注 1.14.3.3 当 D = 1 时，这个判别法不能判断出级数是否收敛.

例 1.14.3.4
∞∑
n=1

n!
(x
n

)n
(x > 0), Dn =

x

(1 + 1
n
)n
, D =

x

e
：当 x < e 时级数收敛，当 x > e

时发散；当 x = e 时，因为序列

(
1 +

1

n

)n
递增地接近 e，于是 Dn > 1，级数发散.

例 1.14.3.5
∞∑
n=1

(nx)n

n!
(x > 0), Dn = x ·

(
1 +

1

n

)n
, D = x · e：当 x <

1

e
时级数收敛，而当

x >
1

e
时发散；当 x =

1

e
时，因为 Dn 从下面接近 D = 1，所以用 d’Alembert 判别法得不

出结果.
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注 1.14.3.6 从例1.14.3.5就能体现出 d’Alembert 判别法中强调 q < 1 是常数的原因. 当

x =
1

e
时可用 Raabe 判别法（见例1.14.4.4）.

例 1.14.3.7 对例1.14.2.4，若用 d’Alembert 判别法，只能在 a, b 都小于 1 或都大于 1 时作

出判断.

1.14.4 Raabe 判别法

定理 1.14.4.1 对级数
∑

an作序列Rn = n

(
an
an+1

− 1

)
.如果当 n充分大时，不等式Rn ⩾ r

成立，其中 r 是大于 1 的常数，则级数收敛；如果从某处开始，Rn ⩽ 1，则级数发散.

定理 1.14.4.2 假定序列 Rn 存在（广义）极限

lim
n→∞

Rn = R.

那么当 R > 1 时级数收敛，而当 R < 1 时级数发散.

注 1.14.4.3 （1）当 R = 1 时，这个判别法不能判断出级数是否收敛.

（2）注意到 Rn = n ·
(

1

Dn

− 1

)
，当 D < 1 时有等于 +∞ 的极限 R，而当 D > 1 时有

等于 −∞ 的极限 R. 这就说明 Raabe 判别法比 d’Alembert 判别法强得多.

例 1.14.4.4 对级数
∞∑
n=1

1

n!

(n
e

)n
，Rn = n

[
e(

1 + 1
n

)n − 1

]
. 为计算这个序列的极限，我们用

下列更普遍的表达式来代替它：

1

x

[
e

(1 + x)
1
x

− 1

]
(x→ 0),

这样就可以应用微分学的方法了. 由 L’Hospital 法则，取导数的比值

− e[
(1 + x)

1
x

]2 ß(1 + x)
1
x · ln(1 + x) ·

(
− 1

x2

)
+

1

x
· (1 + x)

1
x
−1

™
=

e

(1 + x)
1
x

·
ln(1 + x)− x

1+x

x2
.

由

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + o(x2),

x

1 + x
= x− x2 + o(x2),

即得 R =
1

2
< 1，级数发散.
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1.14.5 Kummer 判别法

设 c1, c2, · · · , cn, · · · 是使级数
∞∑
n=1

1

cn
发散的一个正数序列. 对所考虑的级数

∑
an 作序

列 Kn = cn ·
an
an+1

− cn+1. 若（对于 n > N）不等式 Kn ⩾ δ 成立，其中 δ 是一个正常数，则

级数收敛. 如果（对于 n > N）Kn ⩽ 0，则级数发散.

定理 1.14.5.1 假定序列 Kn 存在（广义）极限

lim
n→∞

Kn = K.

那么当 K > 0 时级数收敛，而当 K < 0 时级数发散.

注 1.14.5.2 令 cn = 1，就得到 d’Alembert 判别法；令 cn = n，就得到 Raabe 判别法；令

cn = n lnn，由例1.14.1.7知级数
∑ 1

n lnn 发散，就得到 Bertrand 判别法.

1.14.6 Bertrand 判别法

定理 1.14.6.1 对级数
∑

an 作序列 Bn = lnn
[
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

]
= lnn · (Rn− 1). 假定序

列 Bn 存在（广义）极限

B = lim
n→∞

Bn.

那么当 B > 1 时级数收敛，而当 B < 1 时级数发散.

1.14.7 Gauss 判别法

定理 1.14.7.1 设对于级数
∑

an，比值
an
an+1

可以表示成

an
an+1

= λ+
µ

n
+
θn
n2
,

其中 λ 与 µ 是常数，而 θn 是有界量：|θn| ⩽ L；那么

λ > 1或λ = 1, µ > 1 =⇒
∑

an收敛;

λ < 1或λ = 1, µ ⩽ 1 =⇒
∑

an发散.

例 1.14.7.2 对级数

1 +

(
1

2

)p
+

(
1 · 3
2 · 4

)p
+ · · ·+

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)p
+ · · · (p > 0),
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按照 Taylor 公式，

an
an+1

=

(
2n

2n− 1

)p
=

(
1− 1

2n

)−p

= 1 +
p

2n
+
p(p+ 1)

1 · 2
· 1

(2n)2
+ o

(
1

n2

)
,

由此
an
an+1

= 1 +
p
2

n
+
θn
n2

(θn有界),

所以当 p > 2 时级数收敛，当 p ⩽ 2 时级数发散.

1.14.8 Maclaurin-Cauchy 积分判别法

定理 1.14.8.1 假设 f 是 [1,+∞) 上正的单调递减连续函数，所考虑的级数有下面的形式：

∞∑
n=1

an ≡
∞∑
n=1

f(n),

则级数
∑

an 的敛散性取决于函数

F (x) =

ˆ
f(x) dx

当 x→ +∞ 时是否具有有限的或无穷的极限.

1.14.9 Ermakov 判别法

定理 1.14.9.1 假定函数 f(x) 当 x > 1 时是正的单调递减连续函数. 若对充分大的 x，

f(ex) · ex

f(x)
⩽ q < 1,

则级数
∞∑
n=1

f(n) 收敛；若对充分大的 x，

f(ex) · ex

f(x)
⩾ 1,

则级数
∞∑
n=1

f(n) 发散.

证明 设当 x ⩾ x0 时第一个不等式成立，则对任意 x ⩾ x0 有

ˆ ex

ex0
f(t) dt t=eu

====

ˆ x

x0

f(eu)eu du ⩽ q

ˆ x

x0

f(t) dt,
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由此，

(1− q)

ˆ ex

ex0
f(t) dt ⩽ q

[ˆ x

x0

f(t) dt−
ˆ ex

ex0
f(t) dt

]
⩽ q

[ˆ ex0

x0

f(t) dt−
ˆ ex

x

f(t) dt
]

⩽ q

ˆ ex0

x0

f(t) dt,

上面最后一个不等号是因为从 ex > x 推出方括号内第二项是正的. 在这种情况下，
ˆ ex

ex0
f(t) dt ⩽ q

1− q

ˆ ex0

x0

f(t) dt,

在不等式两端加上

ˆ ex0

x0

f(t) dt，得到

ˆ ex

x0

f(t) dt ⩽ 1

1− q

ˆ ex0

x0

f(t) dt = L,

考虑到 ex > x，就更有 ˆ x

x0

f(t) dt ⩽ L (x ⩾ x0).

因为随 x 的增加，积分值增加，所以当 x→ +∞ 时存在有限的极限
ˆ +∞

x0

f(t) dt,

按照 Cauchy 积分判别法，级数
∞∑
n=1

f(n) 收敛.

设当 x ⩾ x0 时第二个不等式成立，则对任意 x ⩾ x0 有

ˆ ex

ex0
f(t) dt t=eu

====

ˆ x

x0

f(eu)eu du ⩾
ˆ x

x0

f(t) dt,

在不等式两端加上

ˆ ex0

x

f(t) dt，得到

ˆ ex

x

f(t) dt ⩾
ˆ ex0

x0

f(t) dt = γ > 0.

（γ > 0 是因为 x0 < ex0）. 现在定义序列

x0, x1, · · · , xn−1, xn, · · ·

其中令 xn = exn−1；按照已证明的有

ˆ xn

xn−1

f(t) dt ⩾ γ,
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于是 ˆ xn

x0

f(t) dt =
n∑
i=1

ˆ xi

xi−1

f(t) dt ⩾ nγ.

由此显然有 ˆ +∞

x0

f(t) dt = lim
x→+∞

ˆ x

x0

f(t) dt = +∞,

由 Cauchy 积分判别法，级数
∞∑
n=1

f(n) 发散.

注 1.14.9.2 出现在 Ermakov 判别法中的函数 ex，可用任意其他单调增加、有连续导数并

满足 φ(x) > x 的正函数 φ(x) 代替.

1.14.10 Cauchy 凝聚判别法

定理 1.14.10.1 设 {an} 是单调减少的正数数列，则正项级数
∞∑
n=1

an 收敛的充分必要条件

是：凝聚项级数
∞∑
n=0

2na2n 收敛.

证明 由于该正项级数的通项单调减少，因此对 k ⩾ 1，有

2k−1a2k ⩽ a2k−1+1 + a2k−1+2 + · · ·+ a2k ⩽ 2k−1a2k−1 .

取 k 从 1 到 n 并相加，即得

1

2

n∑
k=1

2ka2k ⩽ a2 + a3 + · · ·+ a2n ⩽
n−1∑
k=0

2ka2k ,

可见原来的级数的部分和与凝聚项级数的部分和同时有界或无界.

1.14.11 Abel-Dini 定理

定理 1.14.11.1 若级数
∞∑
n=1

dn 发散，而 Dn 表示级数的第 n 和，则级数
∞∑
n=1

dn
Dn

也发散，而

级数
∞∑
n=1

dn
D1+σ
n

(σ > 0) 收敛.

证明 我们有：
dn+1

Dn+1

+ · · ·+ dn+m
Dn+m

>
dn+1 + · · ·+ dn+m

Dn+m

= 1− Dn

Dn+m

.

不论取 n 如何大，总可以选出这样的 m，使得

Dn

Dn+m

<
1

2
,
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从而
dn+1

Dn+1

+ · · ·+ dn+m
Dn+m

>
1

2
.

由级数的 Cauchy 收敛准则可知级数
∞∑
n=1

dn
Dn

发散.

为了证明级数

∞∑
n=1

dn
D1+σ
n

的收敛性，我们把有限增量公式应用到由 x = Dn−1 到 x = Dn

的区间中的函数

ˆ
1

x1+σ
dx = − 1

σ
· 1

xσ
上：

1

σ

(
1

Dσ
n−1

− 1

Dσ
n

)
=

dn

D
1+σ

n

, 其中Dn−1 < Dn < Dn.

这样，所考虑级数的每一项分别小于收敛级数
∞∑
n=1

1

σ

(
1

Dσ
n−1

− 1

Dσ
n

)
的每一项，因此级数

∞∑
n=1

dn
D1+σ
n

收敛.

注 1.14.11.2 从无穷乘积理论可以给出另证（见1.18.2.9）.

定理 1.14.11.3 若级数
∞∑
n=1

cn 收敛，而 γn 表示此级数第 n 项以后的余式，则级数
∞∑
n=1

cn
γn−1

发散，而级数
∞∑
n=1

cn

γ1−σn−1

(0 < σ < 1) 收敛.

1.14.12 Sapagof 判别法

定理 1.14.12.1 设正数数列 {an} 单调减少，则 lim
n→∞

an = 0 的充分必要条件是正项级数
∞∑
n=1

(
1− an+1

an

)
发散.

证明 记 bn = 1− an+1

an
.由于正数数列 {an}单调减少，因此有极限 lim

n→∞
an = a.若 a > 0，则

bn ⩽ an − an+1

a
. 由于

∞∑
n=1

(an − an+1) = lim
n→∞

(a1 − an) = a1 − a,

可见

∞∑
n=1

bn 收敛. 若 a = 0，则有

n+p∑
k=n+1

bk =

n+p∑
k=n+1

ak − ak+1

ak
⩾

n+p∑
k=n+1

ak − ak+1

an+1

= 1− an+p+1

an+1

.
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对每个给定的 n，利用 an → 0 的条件，总可以取到充分大的 p，使上式大于
1

2
. 由级数的

Cauchy 收敛准则可知级数
∞∑
n=1

bn 发散.

注 1.14.12.2 定理1.14.12.1有以下等价形式：

（1）设 {an} 为单调增加的正数数列，则该数列与级数
∞∑
n=1

(
1− an

an+1

)
同敛散；

（2）若正项级数
∞∑
n=1

an 的部分和数列为 {Sn}，则
∞∑
n=1

an 与
∞∑
n=1

an
Sn
同敛散.

例 1.14.12.3 问：在什么条件下数列 {an} 为无穷小量，其中

an =

(
α

n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
, n = 1, 2, · · · .

解 若 α 为非负整数，则数列至多只有前有限项不等于 0，因此是无穷小量. 否则，只需讨论

{|an|}. 从
|an+1|
|an|

=
n− α

n+ 1
= 1− α + 1

n+ 1

可见当 α ⩽ 1 时有 |an+1| ⩾ |an|，因此数列不可能趋向于 0.

当 α > −1 时 {|an|} 当 n 充分大时单调减少. 由 Sapagof 判别法，从

1− |an+1|
|an|

=
α + 1

n+ 1

和级数
∞∑
n=1

α + 1

n+ 1
发散可知 lim

n→∞
an = 0.

1.15 任意项级数

在研究变号级数
∑

an 的敛散性时，可以先分析对应的正项级数
∑

|an| 的敛散性. 对

后者可以用正项级数的各种判别法. 若
∑

|an| 收敛，则原来的级数必定收敛. 若
∑

|an| 发

散，则
∑

an 的敛散性有两种可能：条件收敛或发散. 这时以比较判别法为基础的各种判别

法都不能奏效，仅仅 Cauchy 判别法和 d’Alembert 判别法是例外，也即

定理 1.15.0.1

lim sup
n→∞

n

»
|an| > 1或 lim

n→∞

|an+1|
|an|

> 1 =⇒
∞∑
n=1

an发散.

其原因在于这两种判别法背后的比较级数是（正项）几何级数，它在公比大于 1 时的级

数通项不收敛于 0，而 lim
n→∞

|an| = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

an = 0，因此它们的反面也等价.
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1.15.1 幂级数

定理 1.15.1.1 (Cauchy-Hadamard 定理) 对幂级数
∞∑
n=0

anx
n，考虑序列 ρn = n

»
|an|，设

ρ = lim sup
n→∞

ρn,

则幂级数的收敛半径 R =
1

ρ
.

定理 1.15.1.2 (Knopp 定理) 若级数
∞∑
n=1

an 收敛，则 Lambert 级数
∞∑
n=1

an
xn

1− xn
对所有的

x 值（x = ±1 除外）都收敛；若级数
∞∑
n=1

an 发散，则 Lambert 级数恰好在幂级数
∞∑
n=0

anx
n

收敛的那些 x 值下收敛.

定理 1.15.1.3 设级数
∞∑
n=0

anx
n 有收敛半径 R > 0，则任取 0 < r < R，级数

∞∑
n=0

anx
n 在

[−r, r] 上对于 x 一致收敛.

证明 因为 r < R，所以当 x = r 时级数
∞∑
n=0

anx
n 绝对收敛. 当 |x| ⩽ r 时，级数

∞∑
n=0

anx
n 的

项的绝对值不超过级数
∞∑
n=0

|an| · rn 的对应项，根据 Weierstrass 判别法即得证.

推论 1.15.1.4 幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的和 f(x) 在 (−R,R) 上是 x 的连续函数.

定理 1.15.1.5 设两个幂级数
∞∑
n=0

anx
n 与

∞∑
n=0

bnx
n 在 x = 0 邻近有同样的和，则这两级数恒

等（即对应系数相等）.

注 1.15.1.6 这即是函数用幂级数展开的唯一性. 由此可得：偶（奇）函数用
∞∑
n=0

anx
n 形式

幂级数的展开只可能包含 x 的偶（奇）次项.

定理 1.15.1.7 若幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在其收敛区间端点 x = R 是发散的，则它在 [0, R)的收敛

不可能是一致的.

定理 1.15.1.8 若幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在其收敛区间端点 x = R 是收敛的（可以是非绝对收敛），

则它在 [0, R) 的收敛必然是一致的.
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证明 因为
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n ·
( x
R

)n
(0 ⩽ x ⩽ R),

且级数

∞∑
n=0

anR
n 收敛，因子

( x
R

)n
组成单调、一致有界的序列：

1 ⩾ x

R
⩾
( x
R

)2
⩾ · · · ⩾

( x
R

)n
⩾
( x
R

)n+1

⩾ · · · ,

所以由 Abel 判别法可立即得证.

根据定理1.15.1.8，我们可以把定理1.27.2.1应用到整个区间 [0, R] 上，得到：

定理 1.15.1.9 (Abel 定理) 若幂级数
∞∑
n=0

anx
n 当 x = R 时收敛，则

lim
x→R−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n.

例 1.15.1.10 我们只在 x ∈ (−1, 1) 时有展开式

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · ,

但由于知道级数

1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n−1 1

n
+ · · ·

收敛，由 Abel 定理即得这级数的和是 ln 2.

定理 1.15.1.11 幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在区间 [0, x] 上可以逐项积分，其中 |x| < R，也即

ˆ x

0

f(t) dt = a0x+
a1
2
x2 +

a2
3
x3 + · · ·+ an−1

n
xn + · · · .

若级数
∞∑
n=0

anx
n 在收敛区间的一个端点上收敛，其中 x 值就可以与这端点的值重合.

例 1.15.1.12 先应用 Abel 定理，再应用幂级数的逐项积分可得
∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 1
= lim

x→1−

∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 1
x3n+1

= lim
x→1−

ˆ x

0

∞∑
n=0

(−1)nt3n dt

= lim
x→1−

ˆ x

0

dt
1 + t3

=
1

3
ln 2 +

π

3
√
3
.
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例 1.15.1.13 利用二项式级数可得
1√

1− x2
= 1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n (−1 < x < 1),

利用级数逐项求积分可得反正弦函数的展开式：ˆ x

0

dt√
1− t2

= arcsinx = x+
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
· x

2n+1

2n+ 1
(−1 < x < 1).

因为这级数对 x = ±1 也收敛，所以按照 Abel 定理，展开式当 x = ±1 时也是对的. 特别地，

当 x = 1 时，可得 π 的级数：

π

2
= 1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
· 1

2n+ 1
.

同样地，我们有

ln(x+
√
1 + x2) =

ˆ x

0

dt√
1 + t2

=

ˆ x

0

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n · (2n− 1)!!

(2n)!!
t2n

]
dt

= x+
∞∑
n=1

(−1)n · (2n− 1)!!

(2n)!!
· x

2n+1

2n+ 1
(−1 ⩽ x ⩽ 1).

这就是 sinhx 的反函数.

例 1.15.1.14 (Catalan 常数)

G =

ˆ 1

0

arctanx
x

dx =

ˆ 1

0

(
1− 1

3
x2 +

1

5
x4 − 1

7
x6 + · · ·

)
dx =

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2
.

例 1.15.1.15 因为

x−x = e−x lnx = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n · x
n lnn x
n!

10,

函数 |x lnx| 在 (0, 1] 上的最大值是
1

e
，所以当 x ∈ (0, 1] 时，可以写出优级数

∞∑
n=1

(
1
e

)n
n!

,

所以级数对于 x ∈ (0, 1] 一致收敛，可逐项积分. 因为ˆ 1

0

xn lnn x dx = (−1)n · n!

(n+ 1)n+1
,

所以 ˆ 1

0

x−x dx =
∞∑
m=1

1

mm
.

10当 x = 0 时，级数的项从 n = 1 开始都用极限值 0 来代替.
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例 1.15.1.16 我们有展开式

arctanx =
x

1 + x2

∞∑
p=0

(2p)!!

(2p+ 1)!!

(
x2

1 + x2

)p
(0 ⩽ x ⩽ 1).

代入 x =
y√

1− y2
，且考虑到 arctan y√

1− y2
= arcsin y，得到

arcsin y√
1− y2

=
∞∑
p=0

(2p)!!

(2p+ 1)!!
y2p+1

(
0 ⩽ y ⩽ 1√

2

)
.

从 0 到 y 对这个等式积分，同时对右端逐项积分：

1

2
(arcsin y)2 =

∞∑
p=0

(2p)!!

(2p+ 1)!!
· y

2p+2

2p+ 2
=

∞∑
m=1

(2m− 2)!!

(2m− 1)!!
· y

2m

2m
,

然后将其改写为

2 (arcsin y)2 =
∞∑
m=1

[(m− 1)!]2

(2m)!
(2y)2m.

取 y =
1

2
，就得到

∞∑
m=1

[(m− 1)!]2

(2m)!
=
π2

18
.

由例1.17.2.9的结果，
∞∑
n=1

1

n2
= 3

∞∑
m=1

[(m− 1)!]2

(2m)!
,

于是
∞∑
n=1

1

n2
=
π

6
.

例 1.15.1.17 计算 I =

ˆ 1

0

ln(1 + x)

x
dx.

解

I =

ˆ 1

0

∞∑
n=1

(−1)n−1 · x
n−1

n
dx

=
∞∑
n=1

ˆ 1

0

(−1)n−1 · x
n−1

n
dx

=
∞∑
n=1

(−1)n−1 · 1

n2

=
∞∑
n=1

1

n2
− 2

∞∑
n=1

1

(2n)2

=
π2

12
.
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例 1.15.1.18 证明：
ˆ π

−π

1− r2

1− 2r cosx+ r2
dx = 2π (|r| < 1).

证明 注意到

(1− 2r cosx+ r2)

(
1 + 2

∞∑
n=1

rn · cosn x
)

=1− 2r cosx+ r2 + 2
∞∑
n=1

rn · cosnx− 2
∞∑
n=1

rn+1 · 2 cosnx · cosx+ 2
∞∑
n=1

rn+2 · cosnx

=1− 2r cosx+ r2 + 2
∞∑
n=1

rn · cosnx− 2
∞∑
n=1

rn+1 · [cos(n+ 1)x+ cos(n− 1)x]

+ 2
∞∑
n=1

rn+2 · cosnx

=1− r2,

所以
1− r2

1− 2r cosx+ r2
= 1 + 2

∞∑
n=1

rn · cosn x.

【此处得到的等式
cosx− r

1− 2r cosx+ r2
=

∞∑
n=1

rn−1 cosnx.

的另一种导出方法：取级数
z

1− z
=

∞∑
n=1

zn (|z| < 1)，并设 z = r(cos θ+ i sin θ). 则右侧变为

级数
∞∑
n=1

rn(cosnθ + i sinnθ),

左侧变为
r(cos θ + i sin θ)

(1− r cos θ)− ir sin θ =
r cos θ − r2

1− 2r cos θ + r2
+

r sin θ
1− 2r cos θ + r2

· i.

由等式两边实部、虚部分别相等可得

cos θ − r

1− 2r cos θ + r2
=

∞∑
n=1

rn−1 cosnθ,

sin θ
1− 2r cos θ + r2

=
∞∑
n=1

rn−1 sinnθ.

】

由级数
∞∑
n=1

|r|n (|r| < 1) 收敛可知上式右边级数对 x 在 [−π, π] 上一致收敛，逐项积分

便得 ˆ π

−π

1− r2

1− 2r cosx+ r2
dx =

ˆ π

−π
dx = 2π.
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定理 1.15.1.19 幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在其收敛区间内部可以逐项求导数，即

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + · · ·+ nanx
n−1 + · · · .

若级数
∞∑
n=1

nanx
n−1 在收敛区间的端点收敛，则上述断言在这个端点保持有效.

证明 取原来级数收敛区间内任意一点 x，于是 |x| < R，在 |x| 与 R 之间插入数 r′：|x| <

r′ < R. 由级数
∞∑
n=1

anr
′n 收敛知其通项有界：

|an|r′n ⩽ L (L为常数，n = 1, 2, · · · ).

则有如下估计：

n|an| · |x|n−1 = n|an| · r′n ·
∣∣∣ x
r′

∣∣∣ · 1
r′

⩽ L

r′
· n
∣∣∣ x
r′

∣∣∣n−1

.

根据 d’Alembert 判别法可知级数

L

r′

∞∑
n=1

n
∣∣∣ x
r′

∣∣∣n−1

=
L

r′

ß
1 + 2

∣∣∣ x
r′

∣∣∣+ · · ·+ n
∣∣∣ x
r′

∣∣∣n−1

+ · · ·
™

收敛，从而级数

∞∑
n=1

nanx
n−1 = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + · · ·+ nanx
n−1 + · · ·

绝对收敛. 故这个级数的收敛半径 R′ ⩾ R11.

现在任取 r < R，则同时有 r < R′，因此级数

∞∑
n=1

nanx
n−1 在 [−r, r] 一致收敛，在此区

间内允许对原来的级数逐项求导数. 因为 r < R 是任意的，所以定理的基本断言得证.

若级数

∞∑
n=0

anx
n 当 x = R 时收敛，由定理1.15.1.8，它在 [0, R] 上一致收敛. 再由定

理1.27.2.13，当 x = R 时逐项求导数是允许的.

11另一方面，级数

∞∑
n=0

anx
n 的项按绝对值不超过级数

∞∑
n=1

nanx
n = a1x+ 2a2x

2 + · · ·+ nanx
n + · · ·

的对应项，而后者与级数

∞∑
n=1

nanx
n−1 有相同的收敛半径 R′，因此 R ⩾ R′. 综合后就有 R′ = R.（这一结论

也可借助 Cauchy-Hadamard 定理（定理1.15.1.1），并利用 lim
n→∞

n
√
n = 1 直接得到.）
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将定理1.17.1.6应用于幂级数即得：

定理 1.15.1.20 设已知的幂级数无穷序列为
∞∑
n=0

anmx
n (m = 0, 1, 2, · · · ),

用它们组成二重级数

∞∑
m=0

∞∑
n=0

anmx
n.

若对于取定的 x 值，此二重级数绝对收敛，则它也收敛，且它的和 A(x) 可以用合并同次幂

项的方法展开成幂级数.

例 1.15.1.21 把函数

f(x) =
∞∑
m=0

1

m!
· am

1 + a2mx2
(|x| < 1, 0 < a < 1)

展开成 x 的幂级数.

证明 我们有
am

1 + a2mx2
=

∞∑
n=0

(−1)nam(2n+1)x2n,

将其代入 f(x) 的表达式并交换求和次序：

f(x) =
∞∑
m=0

1

m!

∞∑
n=0

(−1)nam(2n+1)x2n

=
∞∑
n=0

(−1)nx2n
∞∑
m=0

a(2n+1)m

m!

=
∞∑
n=0

(−1)nea
2n+1

x2n.

因为二重级数

∞∑
m=0

1

m!

∞∑
n=0

a(2n+1)mx2n =
∞∑
m=0

am

m!
· 1

1− a2mx2
<

1

1− x2

∞∑
m=0

am

m!
=

ea

1− x2

收敛，所以交换求和次序是合理的.

例 1.15.1.22 由

sinx = x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
=⇒ sinx

x
=

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
,
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sinx =
∞∑
n=1

(−1)n−1 · x2n−1

(2n− 1)!
=⇒ sinx

x
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 · x2n−2

(2n− 1)!
,

取对数得到等式

ln sinx
x

=
∞∑
n=1

ln
(
1− x2

n2π2

)
= ln

(
∞∑
n=1

(−1)n−1 · x2n−2

(2n− 1)!

)
.

再利用对数级数展开得到
∞∑
n=1

(
x2

n2π2
+

1

2
· x4

n4π4
+ · · ·

)
=

(
x2

6
− x4

120
+ · · ·

)
+

1

2

(
x2

6
− x4

120
+ · · ·

)2

+ · · · .

把左右两边按 x 的幂次展开，比较对应项系数，就得到等式

1

π2

∞∑
n=1

1

n2
=

1

6
,

1

2π4

∞∑
n=1

1

n4
=

1

180
, · · · ,

因此
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
, · · · .

1.15.2 交错级数

定理 1.15.2.1 (Leibniz 定理) 如果交错级数

c1 − c2 + c3 − c4 + · · ·+ (−1)ncn + · · · (cn > 0)

的项的绝对值单调递减并且趋于 0，则级数收敛.

注 1.15.2.2 对于

γ2m = c2m+1 − c2m+2 + · · · ,

有

0 < γ2m < c2m+1;

对于

γ2m−1 = −c2m + c2m+1 − · · · = −(c2m − c2m+1 + · · · ),

有

γ2m−1 < 0, |γ2m−1| < c2m.

也就是说，Leibniz 型级数的余式与其第一项符号相同，且绝对值比这第一项小.

例 1.15.2.3 对任何 x 6= 0，级数
∞∑
n=1

(−1)n sin x
n
条件收敛.这是因为当 n充分大时，sin x

n
与

x 符号相同，并且其绝对值随着 n 的增大而减少，同时由比较判别法可知
∞∑
n=1

∣∣∣sin x
n

∣∣∣ 发散.
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1.15.3 Abel 变换

引理 1.15.3.1 (Abel 分部求和公式) 设 Bm =
m∑
i=1

βi，则

m∑
i=1

αiβi = αmBm −
m−1∑
i=1

(αi+1 − αi)Bi.

注 1.15.3.2 Abel 分部求和公式是积分中分部积分的类似公式.

例 1.15.3.3 有恒等式
∞∑
n=0

anx
n = (1− x)

∞∑
n=0

Anx
n,

这里

An = a0 + a1 + · · ·+ an (n = 0, 1, 2, · · · ).

同时可假定 |x| 不仅小于第一个级数的收敛半径 R，而且小于 1.

注 1.15.3.4 这也可以由级数乘法

1

1− x

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

xn ·
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

Anx
n (|x| < 1)

得到.

引理 1.15.3.5 (Abel 引理) 记 Bm =
m∑
i=1

βi. 若 α1 ⩾ α2 ⩾ · · · ⩾ αm 或 α1 ⩽ α2 ⩽ · · · ⩽ αm，

而

|Bi| ⩽ L (i = 1, 2, · · · ,m),

则 ∣∣∣∣∣
m∑
i=1

αiβi

∣∣∣∣∣ ⩽ L · (|α1|+ 2|αm|).

注 1.15.3.6 若 α1 ⩾ α2 ⩾ · · · ⩾ αm 且 αi ⩾ 0，则和的估计可简化为∣∣∣∣∣
m∑
i=1

αiβi

∣∣∣∣∣ ⩽ L · α1.

定理 1.15.3.7 (Abel判别法) 若级数
∞∑
n=1

bn 收敛，而 {an}是单调有界数列，则级数
∞∑
n=1

anbn

收敛.

定理 1.15.3.8 (Dirichlet 判别法) 若级数
∞∑
n=1

bn 的部分和总是有界的，而 {an} 是单调且趋

于 0 的数列，则级数
∞∑
n=1

anbn 收敛.
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注 1.15.3.9 取 bn = (−1)n−1，就得到 Leibniz 定理.

例 1.15.3.10 设 {an} 是单调且趋于 0 的数列，考虑级数

∞∑
n=1

an · sinnx,
∞∑
n=1

an · cosnx.

假定 x 6= 2kπ(k = 0,±1,±2, · · · )，由恒等式

n∑
i=1

sin ix =

cos 1
2
x− cos

(
n+

1

2

)
x

2 sin 1

2
x

,

n∑
i=1

cos ix =

sin
(
n+

1

2

)
x− sin 1

2
x

2 sin 1

2
x

就得到两个和的绝对值都以
1∣∣sin x

2

∣∣ 为上界. 根据 Dirichlet 判别法，两个级数对于异于 2kπ

的任何 x 值都收敛（当 x = 2kπ 时第一个级数也收敛）.

【第二个恒等式另证（利用 Euler 公式简化为几何级数求和）：
n∑
k=1

cos kx =
1

2

(
n∑
k=1

ekxi +
n∑
k=1

e−kxi

)

=
1

2

(
exi − e(n+1)xi

1− exi
+
e−xi − e−(n+1)xi

1− e−xi

)
=

1

2

(
e

1
2
xi − e(n+

1
2
)xi

e−
1
2
xi − e

1
2
xi

+
e−

1
2
xi − e−(n+ 1

2
)xi

e
1
2
xi − e−

1
2
xi

)

=
1

2
·

1
2i

(
e(n+

1
2
)xi − e−(n+ 1

2
)xi
)
− 1

2i

(
e

1
2
xi − e−

1
2
xi
)

1
2i

(
e

1
2
xi − e−

1
2
xi
)

=
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin 1
2
x

− 1

2
.

】

引理 1.15.3.11 若 Dirichlet 级数
∞∑
n=1

an
nx
在某一值 x = x 时收敛，则这级数对任何的 x > x

都收敛.

证明 当 x > x 时，
∞∑
n=1

an
nx

=
∞∑
n=1

an
nx

· 1

nx−x
,

由 Abel 定理即得证.
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定理 1.15.3.12 (Landau 定理) 级数
∞∑
n=1

an
nx
与

∞∑
n=1

n!an
x(x+ 1) · · · (x+ n)

对同样的 x 值收敛.

证明 把 Dirichlet 级数
∞∑
n=1

an
nx
得各项分别乘上因式

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
(n = 1, 2, 3, · · · ),

便可得到级数
∞∑
n=1

n!an
x(x+ 1) · · · (x+ n)

.当 n值充分大时，这些因式有一定的符号，且第 n+1

个因式与第 n 个因式的比值为

(n+ 1) ·
(
n+1
n

)x
x+ n+ 1

=

(
1 + 1

n

)x+1

1 + x+1
n

.

因为

(1 +
1

n
)x+1 = 1 +

x+ 1

n
+

(x+ 1)x

2n2
+ o

(
1

n2

)
,

且
1

1 + x+1
n

= 1− x+ 1

n
+

(x+ 1)2

n2
+ o

(
1

n2

)
,

所以 (
1 + 1

n

)x+1

1 + x+1
n

= 1 +
(x+ 1)x

2n2
+ o

(
1

n2

)
.

故当 (x + 1)x > 0 时上述比值最终大于 1，而当 (x + 1)x < 0 时小于 1. 因为因式当

n → ∞ 时具有有限极限（且异于 0），按照 Abel 判别法，级数
∞∑
n=1

an
nx
的收敛性能推

出级数

∞∑
n=1

n!an
x(x+ 1) · · · (x+ n)

的收敛性. 将类似的结论应用到因式的倒数上，就有级数
∞∑
n=1

n!an
x(x+ 1) · · · (x+ n)

的收敛性能推出级数
∞∑
n=1

an
nx
的收敛性.

1.16 收敛级数的性质

1.16.1 可结合性

定理 1.16.1.1 (收敛级数具有可结合性) 考虑收敛级数
∞∑
n=1

an，用任意方式把它的项联合成

若干组，但同时不改变它们的分布位置：

a1 + · · ·+ an1 , an1+1 + · · ·+ an2 , · · · , ank−1+1 + · · ·+ ank
, · · ·
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这里 {nk} 是从某一自然数序列中抽出的关于下标的部分增序列. 那么由这些和组成的级数

(a1 + · · ·+ an1) + (an1+1 + · · ·+ an2) + · · ·+
(
ank−1+1 + · · ·+ ank

)
+ · · ·

恒收敛，并具有与原级数相同的和.

如果我们试图将这一过程逆转（即去掉括号），结果一般是不正确的.不过，如果位于同一

个括号内的所有数符号相同，仍然能保证“去掉括号”后级数的收敛性. 下面的例1.16.1.2就

用到了这一性质.

例 1.16.1.2 考虑级数
∞∑
n=1

(−1)b
√
nc

n
，可以写成交错级数的形式：

∞∑
k=1

(−1)k
[
1

k2
+

1

k2 + 1
+ · · ·+ 1

(k + 1)2 − 1

]
.

从不等式

2

k + 1
<

k项︷ ︸︸ ︷
1

k2
+

1

k2 + 1
+ · · ·+

k+1项︷ ︸︸ ︷
1

k2 + k
+ · · ·+ 1

(k + 1)2 − 1
<

2

k

可见级数的项趋于 0，且其绝对值单调递减，由 Leibniz 定理知级数收敛.

1.16.2 可交换性

定理 1.16.2.1 (绝对收敛级数具有可交换性) 若级数绝对收敛，则把它的项重新配置后得到

的级数也（绝对）收敛并且具有与原级数相同的和.

但条件收敛级数并不具有可交换性，我们有：

定理 1.16.2.2 (Riemann重排定理) 若级数
∞∑
n=1

an 条件收敛，则无论预先取怎样的数 B（有

限的或者等于 ±∞），都可以重新配置级数中的项，使得变形后的级数具有和 B.

Riemann 重排定理还可加强为：

定理 1.16.2.3 (Riemann 重排定理) 若级数
∞∑
n=1

an 条件收敛，则对于 −∞ ⩽ α ⩽ β ⩽ +∞，

存在一个重排
∞∑
n=1

a′n，使得对其部分和 s′n，有

lim inf
n→∞

s′n = α, lim sup
n→∞

s′n = β.

注 1.16.2.4 上面结果表明：条件收敛性只是由于正项与负项的互相抵消才能实现，并且主

要由这些项一个跟着一个的次序来决定；而绝对收敛性则根据这些项减小的速度，而与它们

的次序无关.
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1.16.3 级数的乘法

定理 1.16.3.1 (Cauchy 定理) 如果级数
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 都绝对收敛，其和分别为 A 和 B，

则把

aibj (i, j = 1, 2, · · · )

按任意方式相加所得的级数都绝对收敛，且其和就等于 AB.

图 1.17: 按对角线或按正方形写出乘积

例 1.16.3.2 考虑正项级数 ζ(x) =
∞∑
n=1

1

nx
，这级数对 x > 1 收敛并且是 Riemann 函数 ζ. 借

助于级数乘法，注意到对于 k = n ·m，有 1

nx
· 1

mx
=

1

(n ·m)x
，所以它的平方为：

[ζ(x)]2 =
∞∑
k=1

τ(k)

kx
.

定理 1.16.3.3 (Toeplitz 定理) 设无穷三角矩阵的系数

t11

t21 t22

t31 t32 t33
... ... ... . . .

tn1 tn2 tn3 · · · tnn
... ... ... ... ... . . .

满足如下两个条件：

（1）位于任意一列中的元素趋于 0：

tmn → 0当n→ ∞ （m 固定）.

（2）位于任意一行中元素的绝对值之和被同一个常数界定：

|tn1|+ |tn2|+ · · ·+ |tnn| ⩽ K （K 为常数）.
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那么，若序列 xn → 0，则对于由 Toeplitz 变换生成的序列

x′n = tn1x1 + tn2x2 + · · ·+ tnnxn → 0

也成立.

证明 对 ε > 0 存在这样的 m，当 n > m 时有 |xn| <
ε

2K
；利用条件（2），对这样的 n 有

|x′n| < |tn1x1 + · · ·+ tnmxm|+
ε

2
.

因为此处 m 已经是常数，由条件（1），存在这样的 N ⩾ m，使得当 n > N 时，右边的第一

项小于
ε

2
，因此 |x′n| < ε.

定理 1.16.3.4 (Toeplitz 定理) 设系数 tnm 除条件（1），（2）外还满足条件

（3）Tn = tn1 + tn2 + · · ·+ tnn → 1，当 n→ ∞.

那么若数列 xn → a（a 是有限数），则同样有

x′n = tn1x1 + tn2x2 + · · ·+ tnnxn → a.

证明 x′n 的表达式可改写为：

x′n = tn1(x1 − a) + tn2(x2 − a) + · · ·+ tnn(xn − a) + Tn · a.

把定理1.16.3.3应用于序列 xn − a→ 0，再结合条件（3）即得证.

推论 1.16.3.5 （1）设有两个序列 xn → 0 与 yn → 0，同时后者满足如下条件：

|y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn| ⩽ K （n = 1, 2, · · ·；K 为常数）.

那么取 tnm = yn−m+1，便有序列

zn = x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1 → 0.

（Mertens 定理的证明就用到此推论.）

（2）若序列 xn → a，而序列 yn → b，则序列

zn =
x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1

n
→ ab.

（Abel 定理的证明就用到此推论.）
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（3）若 xn → a，则

x′n =
1 · x0 +

(
n
1

)
x1 +

(
n
2

)
x2 + · · ·+

(
n
n

)
xn

2n
→ a.

（3）若 xn → a，z > 0 为常数，则

x′n =
1 · x0 +

(
n
1

)
z · x1 +

(
n
2

)
z2 · x2 + · · ·+

(
n
n

)
zn · xn

(1 + z)n
→ a.

定理 1.16.3.6 (Mertens 定理) 设
∞∑
n=1

an = A 和
∞∑
n=1

bn = B，且其中至少有一个级数绝对收

敛，则它们的 Cauchy 乘积
∞∑
n=1

cn = A · B.

定理 1.16.3.7 (Abel定理) 设
∞∑
n=1

an = A和
∞∑
n=1

bn = B.如果它们的 Cauchy乘积
∞∑
n=1

cn = C

收敛，那么必有 C = A · B.

1.17 累级数与二重级数

1.17.1 累级数

定义 1.17.1.1 将具有两个列表值的无穷长方矩阵

a
(1)
1 a

(1)
2 a

(1)
3 · · · a

(1)
i · · ·

a
(2)
1 a

(2)
2 a

(2)
3 · · · a

(2)
i · · ·

a
(3)
1 a

(3)
2 a

(3)
3 · · · a

(3)
i · · ·

... ... ... . . . ... · · ·

a
(k)
1 a

(k)
2 a

(k)
3 · · · a

(k)
i · · ·

... ... ... ... ... . . .

先按行（列）加，再按列（行）加，便得到累级数

∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i

(
或

∞∑
i=1

∞∑
k=1

a
(k)
i

)
.

定义 1.17.1.2 累级数
∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i 称为收敛的，是指：

（1）按行的所有级数都收敛（其和相应地记为 A(k)）；

（2）级数
∞∑
k=1

A(k) 收敛. 其和是累级数的和.
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定理 1.17.1.3 若级数
∞∑
r=1

ur 绝对收敛于和 U，则无论其各项怎样排列为定义1.17.1.1中矩阵

的形式，累级数
∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i 收敛，同时具有相同的和.

注 1.17.1.4 这是对绝对收敛级数的结合性与交换性的深刻推广.

定理 1.17.1.5 设给定累级数
∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i ，若将其各项代以各项的绝对值后得到的是收敛级

数，则不仅该累级数收敛，而且由与它相同、按任意次序放置的项组成的简单级数
∞∑
r=1

ur 也

收敛，且收敛于同一个和.

定理 1.17.1.6 设给定定义1.17.1.1中的矩阵. 若将级数
∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i 的各项代以其各项的绝对

值后得到的是收敛级数，则两个累级数
∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i 与

∞∑
i=1

∞∑
k=1

a
(k)
i 收敛，并具有同一个和：

∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i =

∞∑
i=1

∞∑
k=1

a
(k)
i .

1.17.2 二重级数

定义 1.17.2.1 二重级数就是符号

a
(1)
1 + a

(1)
2 + a

(1)
3 + · · ·+ a

(1)
i + · · ·

+a
(2)
1 + a

(2)
2 + a

(2)
3 + · · ·+ a

(2)
i + · · ·

+a
(3)
1 + a

(3)
2 + a

(3)
3 + · · ·+ a

(3)
i + · · ·

...

+a
(k)
1 + a

(k)
2 + a

(k)
3 + · · ·+ a

(k)
i + · · ·

+ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ≡
∞∑

i,k=1

a
(k)
i .

定义 1.17.2.2 考虑二重级数的部分和

A(n)
m =

i=m,k=n∑
i,k=1

a
(k)
i ,

同时增大彼此无关的数 m 与 n 使它们趋于无穷，如果存在极限

A = lim
m→∞
n→∞

A(n)
m ,
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则称这极限（有限的或无穷的）为二重级数的和.如果级数具有有限和，则称它是收敛的；反

之，则称它是发散的.

定理 1.17.2.3 二重级数收敛的必要条件是通项趋于 0：

lim
i→∞
k→∞

a
(k)
i = 0.

证明 从下面的公式即可看出：

a
(k)
i = A

(k)
i − A

(k)
i−1 − A

(k−1)
i + A

(k−1)
i−1 .

定理 1.17.2.4 若二重级数
∞∑

i,k=1

a
(k)
i 收敛且所有的行级数收敛，则累级数

∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i 收敛，

并具有与二重级数相同的和：

∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i = A =

∞∑
i,k=1

a
(k)
i .

定理 1.17.2.5 若 a
(k)
i ⩾ 0，则级数

∞∑
i,k=1

a
(k)
i 收敛的充分必要条件是它的部分和有界.

定理 1.17.2.6 若由给定级数
∞∑

i,k=1

a
(k)
i 的项的绝对值所组成的级数

∞∑
i,k=1

∣∣∣a(k)i

∣∣∣ 收敛，则给定
级数也收敛.

定理 1.17.2.7 设给定由同样的项组成的二重级数
∞∑

i,k=1

a
(k)
i 与简单级数

∞∑
r=1

ur. 那么从它们

中一个级数的绝对收敛性可推出另一级数的绝对收敛性，并且二者的和相等.

推论 1.17.2.8 设定义1.17.1.1中的矩阵与序列 {ur} 由同样的一些项组成. 那么若二重级数
∞∑

i,k=1

a
(k)
i ，累级数

∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i 和

∞∑
i=1

∞∑
k=1

a
(k)
i ，简单级数

∞∑
r=1

ur 其中之一绝对收敛，则所有四

者都收敛，并具有同样的和.

例 1.17.2.9 考虑具有通项

a
(k)
i =

(k − 1)!

i(i+ 1) · · · (i+ k)
=

(i− 1)!

k(k + 1) · · · (k + i)
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的矩阵. 对第 k 行求和：

∞∑
i=1

a
(k)
i = (k − 1)!

∞∑
i=1

1

i(i+ 1) · · · (i+ k)

=
(k − 1)!

k

∞∑
i=1

[
1

i(i+ 1) · · · (i+ k − 1)
− 1

(i+ 1)(i+ 2) · · · (i+ k)

]
=

(k − 1)!

k · k!
=

1

k2
.

由此，累级数的和
∞∑
k=1

∞∑
i=1

a
(k)
i =

∞∑
k=1

1

k2
.

现在把矩阵这样变形：在第 m 行中使前 m− 1 项保持原状，而第 m 项代以第 m 行从第 m

项开始的所有项的和 rm，而丢掉其余的项. 对于新矩阵

r1

a
(2)
1 r2

a
(3)
1 a

(3)
2 r3

... ... ... . . .

a
(m)
1 a

(m)
2 a

(m)
3 · · · a

(m)
m−1 rm

a
(m+1)
1 a

(m+1)
2 a

(m+1)
3 · · · a

(m+1)
m−1 a(m)

m rm+1

... ... ... ... ... ... ... . . .

按列计算诸级数的和：

rm =
∞∑
i=m

(m− 1)!

i(i+ 1) · · · (i+m)

=
∞∑
n=1

(m− 1)!

(m− 1 + n) · · · (2m− 1 + n)

=
(m− 1)!

m2(m+ 1) · · · (2m− 1)
,

第 m 列其余各项的和

∞∑
i=m+1

(m− 1)!

i(i+ 1) · · · (i+m)
=

∞∑
n=1

(m− 1)!

(m+ n)(m+ n+ 1) · · · (2m+ n)

=
(m− 1)!

m(m+ 1) · · · 2m
,

第 m 列各项的和等于

3 · (m− 1)!

m(m+ 1) · · · (2m− 1) · 2m
= 3 · [(m− 1)!]2

(2m)!
.
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于是由定理1.17.1.6得到关系式：
∞∑
k=1

1

k2
= 3

∞∑
m=1

[(m− 1)!]2

(2m)!
.

例 1.17.2.10 考虑两个变量的函数

φ(x, z) = e
x
2
(z−z−1) (z 6= 0).

把绝对收敛级数

e
x
2
·z =

∞∑
i=0

(x
2

)i
· z

i

i!
, e−

x
2
·z−1

=
∞∑
k=0

(x
2

)k (−1)k

k!
· z−k

相乘，就得到对这个函数而言也绝对收敛的二重级数：

φ(x, z) =
∞∑

i,k=0

(x
2

)i+k (−1)k

i!k!
zi−k.

由推论1.17.2.8，把 z 的同一幂次收集在一起，可将二重级数变为累级数

φ(x, z) =
+∞∑
−∞

Jn(x) · zn,

其中

Jn(x) =


∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(x
2

)2k+n
, n ⩾ 0,

∞∑
k=−n

(−1)k

k!(k + n)!

(x
2

)2k+n
, n < 0.

容易看出，

J−n(x) = (−1)nJn(x).

函数 Jn(x) (n = 0, 1, 2, · · · ) 叫做带下标 n 的 Bessel 函数，函数 φ(x, z) 叫做 Bessel 函数的

母函数.Bessel 函数也可由依赖于 x 的积分表示：

J0(x) =
2

π

ˆ π
2

0

cos(x sin θ) dθ,

Jn(x) =
2xn

(2n− 1)!!π

ˆ π
2

0

cos(x sin θ) cos2n θ dθ (n = 1, 2, · · · ).

以 x sin θ 的幂次展开被积表达式：

cos(x sin θ) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k
x2k sin2k θ

(2k)!
,



第一章 分析学中的主要结论 112

并利用公式 ˆ π
2

0

sin2k θ dθ = (2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2
,

就得到带下标 0 的 Bessel 函数：

J0(x) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k
x2k

(k!)2 · 22k
.

可以验证，带有任意自然下标的 Bessel 函数 Jn(x) 满足一般的 Bessel 微分方程

x2u′′ + xu′ + (x2 − n2)u = 0.

例 1.17.2.11 级数
∞∑

i,k=0

(i+ k)!

i!k!
xiyk

绝对收敛的充分必要条件是级数

∞∑
n=0

(|x|+ |y|)n =
1

1− (|x|+ |y|)

收敛，这可以由上述二重级数按对角线相加得到. 因此得到条件 |x|+ |y| < 1（其收敛区域如

图1.18所示）.

图 1.18: 此二重级数的收敛区域
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1.18 无穷乘积

1.18.1 无穷乘积的计算

例 1.18.1.1 Wallis 公式（定理1.6.1.1）提供了 π

2
的无穷乘积展开式

π

2
=

2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· · · · · 2n

2n− 1
· 2n

2n+ 1
· · · · .

这可化成
∞∏
m=1

[
1− 1

(2m+ 1)2

]
=
π

4
,

∞∏
m=1

(
1− 1

4m2

)
=

2

π
.

例 1.18.1.2 当 |x| < 1 时，

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · · · (1 + x2
n−1

) · · · = 1

1− x
.

例 1.18.1.3 (Vieta 公式) 利用
∞∏
n=1

cos φ
2n

=
sinφ
φ

,

令 φ =
π

2
，得到展开式

2

π
= cos π

4
· cos π

8
· · · · · cos π

2n+1
· · · · .

再结合 cos π
4
=

…
1

2
与 cos a

2
=

…
1

2
+

1

2
cos a，就有

2

π
=

…
1

2
·

 
1

2
+

1

2

…
1

2
·

√
1

2
+

1

2

 
1

2
+

1

2

…
1

2
· · · · .

1.18.2 无穷乘积与无穷级数的关系

定理 1.18.2.1 无穷乘积
∞∏
n=1

pn 收敛的充分必要条件是级数
∞∑
n=1

ln pn 收敛.

定理 1.18.2.2 若对于充分大的 n 有 an > 0（或 an < 0），则乘积
∞∏
n=1

(1 + an) 收敛的充分必

要条件是级数
∞∑
n=1

an 收敛.

证明 因为不论
∞∏
n=1

(1+ an) 和
∞∑
n=1

an 中何者收敛，都有 lim
n→∞

an = 0，所以总可假定这个条件

成立. 于是就有

lim
n→∞

ln(1 + an)

an
= 1.
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又因为级数

∞∑
n=1

ln(1 + an) 与
∞∑
n=1

an 的项从某处开始都保持一定的符号，根据定理1.14.1.3，

二者同敛散. 再从定理1.18.2.1就得证.

定理 1.18.2.3 若级数
∞∑
n=1

a2n 与级数
∞∑
n=1

an 同时收敛，则无穷乘积
∞∏
n=1

(1 + an) 收敛.

证明 从
∞∑
n=1

a2n 收敛首先推出 lim
n→∞

an = 0. 于是

lim
n→∞

an − ln(1 + an)

a2n
=

1

2
.

根据定理1.14.1.3，可推出级数
∞∑
n=1

[an − ln(1 + an)] 收敛，进而推出级数
∞∑
n=1

ln(1+ an) 收敛.

应用定理1.18.2.1即得证.

定理 1.18.2.4 无穷乘积
∞∏
n=1

(1 + an) 具有零值的充分必要条件是级数
∞∑
n=1

ln(1 + an) 具有和

−∞. 特别地，若 an < 0 而级数
∞∑
n=1

an 发散，或级数
∞∑
n=1

an 收敛但级数
∞∑
n=1

a2n 发散，也有

这样的结果.

定理 1.18.2.5 绝对收敛的无穷乘积一定收敛.

定理 1.18.2.6 绝对收敛乘积具有可交换性.

定理 1.18.2.7 乘积
∞∏
n=1

(1 + an)绝对收敛 ⇐⇒ 级数
∞∑
n=1

an绝对收敛.

例 1.18.2.8 考虑无穷乘积
∞∏
n=1

[
1 +

(−1)n−1

nx

]
.

当 x > 1时，从级数
∞∑
n=1

1

nx
收敛可知乘积绝对收敛；当

1

2
< x ⩽ 1时，因为级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx

与级数
∞∑
n=1

1

n2x
收敛，所以乘积条件收敛；当 0 < x ⩽ 1

2
时，因为级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
收敛，

而级数
∞∑
n=1

1

n2x
并不收敛，所以乘积发散到 0.

从无穷乘积理论可得出 Abel 定理（见定理1.14.11）：

定理 1.18.2.9 (Abel 定理) 若
∞∑
n=1

an 是给定的正项级数，An 表示其部分和，则级数
∞∑
n=1

an
An

与给定的正项级数
∞∑
n=1

an 同敛散.
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证明 仅需要对发散情形证明.若 An → ∞，则无穷乘积
∞∏
n=2

(
1− an

An

)
≡

∞∏
n=2

An−1

An
发散到 0，

于是级数
∞∑
n=2

an
An
发散.

例 1.18.2.10 当 0 < q < 1 时，

(1 + q)(1 + q2)(1 + q3) · · · = 1

(1− q)(1− q3)(1− q5) · · ·
.

例 1.18.2.11 当 α > β 时，

lim
n→∞

β(β + 1) · · · (β + n− 1)

α(α + 1) · · · (α + n− 1)
= 0.

1.18.3 Gauss 超几何级数

考虑 Gauss 超几何级数

F (α, β, γ, x) = 1 +
∞∑
n=1

α · (α + 1) · · · (α + n− 1) · β · (β + 1) · · · (β + n− 1)

n!γ · (γ + 1) · · · (γ + n− 1)
xn,

其中参数 α, β, γ 不为 0 及负整数.

（1）由
|an+1|
|an|

=
(α + n)(β + n)

(1 + n)(γ + n)
|x| → |x|,

应用 d’Alembert 判别法可知，当 |x| < 1 时这个级数绝对收敛，而当 |x| > 1 时发散.

（2）现设 x = 1. 取比值

an
an+1

=
(1 + n)(γ + n)

(α + n)(β + n)
=

(
1 +

1

n

)(
1 +

γ

n

)
(
1 +

α

n

)(
1 +

β

n

) ,
并利用展开式

1

1 +
α

n

= 1− α

n
+

α2

1 +
α

n

· 1

n2
,

1

1 +
β

n

= 1− β

n
+

β2

1 +
β

n

· 1

n2
,

就能把所取比值表示为

an
an+1

= 1 +
γ − α− β + 1

n
+
θn
n2

(|θn| ⩽ L).

这比值对于充分大的 n 是正的，所以级数的项从某处开始后将有同样的符号. 把 Gauss 判别

法应用到这些项（或它们的绝对值）上，就得到：当 γ − α − β > 0 时，级数绝对收敛；而

当 γ − α− β ⩽ 0 时，级数发散.



第一章 分析学中的主要结论 116

（3）最后设 x = −1. 由上可知，当 γ−α− β > 0 时，级数绝对收敛；当 γ−α− β < −1

时，从某处开始将有 ∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ < 1, 即|an| < |an+1|,

an 不趋于 0，级数发散；当 −1 ⩽ γ −α− β ⩽ 0 时，第 n+1 项系数与第 n 项系数比值等于

(α + n)(β + n)

(1 + n)(γ + n)
= 1− γ − α− β + 1

n
+
λn
n2

(|λn| ⩽ L),

这比值对于充分大的 n 是正的. 设 γ − α − β > −1，于是比值到后来总是小于 1. 这样级数

在弃去若干个开始项后，就变成每项的绝对值单调递减的交错级数. 我们把求通项的（绝对

值的）极限转化为求无穷乘积
∞∏

n=n0

(α + n)(β + n)

(1 + n)(γ + n)

的值. 如果 γ − α − β > −1，则可知这乘积具有零值，由 Leibniz 判别法知级数收敛. 当

γ − α− β = −1 时，
(α + n)(β + n)

(1 + n)(γ + n)
= 1 +

λn
n2

(|λn| ⩽ L),

根据定理1.18.2.2，无穷乘积的值异于 0，因此级数发散.

u = F (α, β, γ, x) 满足超几何微分方程

x(x− 1)u′′ − [γ − (α + β + 1)x] · u′ + αβ · u = 0.

1.18.4 Γ 函数

对于 x 6= 0,−1,−2, · · ·，定义

Γ(x) =
1

x

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)x
1 +

x

n

.

从 (
1 +

1

n

)x
1 +

x

n

= 1 +
x(x− 1)

2n2
+ o

(
1

n2

)
可知此无穷乘积绝对收敛，因此 Γ 函数的上述定义是有意义的.

写出上述无穷乘积的部分乘积

(n+ 1)x

x(1 + x)(1 + x
2
) · · · (1 + x

n
)
=

(
n+ 1

n

)x
· n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
,
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就得到 Euler-Gauss 公式

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

由此就有
Γ(x+ 1)

Γ(x)
= lim

n→∞

nx

x+ n+ 1
= x,

即

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

从 Γ(1) = 1 可见对自然数 m 有 Γ(m+ 1) = m!. 利用 Euler 常数

γ = lim
n→∞

[
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(1 + n)

]
得到

eγx =
∞∏
n=1

e
x
n(

1 +
1

n

)x .
将它与

Γ(x+ 1) = Γ(x) · x =
∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)x
1 +

x

n

结合，就得到 Γ 函数的 Weierstrass 公式：

1

Γ(x+ 1)
= eγx

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−

x
n .

在定义中将 x 换成 −x，得到

Γ(1− x) = −xΓ(−x) =
∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)−x

1− x

n

,

再利用正弦函数的无穷乘积公式（定理1.19.3.1），并在其中将 x 换为 πx，就得到 Γ 函数的

余元公式：

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin πx.

1.18.5 Euler 乘积公式

定理 1.18.5.1 如果依递增的次序把素数排列为

2 = p1 < p2 < p3 < · · · ,
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则当 x > 1 时就有恒等式
∞∏
k=1

1

1− p−xk
=

∞∑
n=1

1

nx
,

于是这一乘积表示 Riemann 函数 ζ(x).

证明 按几何级数的求和公式，我们有

1

1− p−xk
=

∞∑
e=0

1

pexk
,

把对应于不超过自然数 N 的所有素数的有限个这种级数相乘，所得的部分乘积

PN =
∏
k⩽N

1

1− p−xk
=

∞∑
e1,e2,··· ,eN=0

1

pe1x1 pe2x2 · · · peNxN

=
∞∑

e1,e2,··· ,eN=0

1

(pe11 p
e2
2 · · · peNN )x

.

所以，如果令 NN =
{
n ∈ Z⩾1|n的素因子分解中出现的素数 ⩽ pN

}
，我们就有

PN =
∏
k⩽N

1

1− p−xk
=
∑
n∈NN

1

nx
.

从而，我们有

0 ⩽ ζ(x)− PN =
∑

n含有大于pN的素因子

1

nx
<
∑
n>pN

1

nx
.

（注意到如果只有有限个素数，那么从 N 取某个数开始，上式右端为 0，证明结束.）因为

x > 1 时上式右端是收敛的，当 N → ∞ 时其值趋于 0，所以 lim
N→∞

(ζ(x)− PN) = 0，这就完

成了证明.

注 1.18.5.2 （1）沿用上面的记号，当 x = 1 时，有∏
k⩽N

1

1− p−1
k

=
∞∑

e1,e2,··· ,eN=0

1

pe11 p
e2
2 · · · peNN

=
∑
n∈NN

1

n
,

若素数集合是有限集合，当 N → ∞ 时，上式左端乘积具有有限值，与右端发散矛盾，由此

证明了素数有无穷多个.

（2）如果把所得到的结果改写成
∞∏
k=1

(
1− 1

pk

)
= 0,

根据定理1.18.2.2，可以断定级数
∞∑
k=1

1

pk
=

1

2
+

1

3
+

1

5
· · ·

的发散性. 注意这一命题在断定调和级数
∞∑
n=1

1

n
的发散性时是极有力的.
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1.19 初等函数的展开

1.19.1 展开初等函数为级数

定理 1.19.1.1 设函数 f(x) 在区间 [x0, x0 +H] 或 [x0 −H, x0] (H > 0) 上具有各阶导数，则

在此区间上某一 x 值时，展开式

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + · · ·

成立的充分必要条件是，在这个 x 值时，Taylor 公式的余项 rn(x) 随着 n 的增大而趋于 0.

定理 1.19.1.2 若函数 f(x) 在区间 [0, H] 或 [−H, 0] (H > 0) 上具有各阶导数，且当 x 在所

给区间上变化时，所以这些导数的绝对值被同一个数界定：∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣ ⩽ L (L不依赖于n),

则在整个区间上展开式

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · ·

成立.

证明 取 Lagrange 形式的余项

rn(x) =
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1,

由条件，我们有

|rn(x)| =
∣∣f (n+1)(θx)

∣∣
(n+ 1)!

|x|n+1 ⩽ L · Hn+1

(n+ 1)!
.

根据 d’Alembert 判别法，级数

1 +
∞∑
n=0

Hn+1

(n+ 1)!

收敛，从而 rn(x) 具有极限 0，展开式成立.

注 1.19.1.3 即使函数展成的 Taylor 级数对于给定的 x 值收敛，也不意味着此级数的和等

于建立起该级数的函数（因为这时定理1.19.1.1中的条件并不一定满足）. 例如，考虑函数

f(x) =

e
− 1

x2 , x 6= 0,

0, x = 0.
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当 x 6= 0 时，f(x) 有任意阶的导数：

f (n)(x) = Pn

(
1

x

)
· e−

1
x2 (n = 1, 2, · · · ),

其中 Pn(z) 是 3n 次整多项式. 而当 x→ 0 时，

f(x)− f(0)

x
=

1
x

e
1
x2

→ 0,

于是 f ′(0) = 0. 再假设在 x = 0 处直至 n 阶导数都为 0，则当 x→ 0 时，

f (n)(x)− f (n)(0)

x
=

1
x
Pn(

1
x
)

e
1
x2

→ 0,

故 f (n+1)(0) = 0. 由数学归纳法，f(x) 在 x = 0 处各阶导数均为 0. 故其在 x0 = 0 处展成的

Taylor 级数系数全部为 0，自然处处收敛，但除 x = 0 外任何一点处都不能产生原来的函数

值.12

-5 0 5
0
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0.4
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0.9

图 1.19: f(x) 的图像

例 1.19.1.4 函数 y = arctanx 的第 n 阶导数为

y(n) = (n− 1)! cosn y · sinn
(
y +

π

2

)
,

不能确保所有的 y(n) 有共同的界. 对应的 Taylor 级数

x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)k−1 x

2k−1

2k − 1
+ · · ·

12“无论在零点的怎样一个邻域内都不能将此函数按 x 的幂次展开”这一特性在转换到复变量 z = x+ yi 时

就变得显而易见了. 例如当 z 沿虚轴趋近 0 时，e−
1
z2 → ∞，因此当 z → 0 时函数极限不存在.
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只在 [−1, 1] 上收敛（由 d’Alembert 判别法，当 |x| < 1 时，级数绝对收敛，当 |x| > 1 时，

级数发散；再由 Leibniz 定理可知当 x = ±1 时级数条件收敛），所以在此区间外不能用这级

数来表示函数. 对于 |x| ⩽ 1，由带 Lagrange 余项的 Taylor 公式，

|rn(x)| ⩽

∣∣∣cosn+1 yθ · sin
[
(n+ 1)

(
yθ +

π

2

)]∣∣∣
n+ 1

|x|n+1 ⩽ 1

n+ 1
,

其中 yθ = arctan(θx). 故 rn(x) → 0，对于 [−1, 1] 上所有的 x 值展开式都成立. 特别地，当

x = 1 时，得到 Leibniz 级数

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)k−1 1

2k − 1
+ · · · .

1.19.2 Stirling 公式

由对数级数（|x| < 1 时），

ln(1 + x) = x− x2

x
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · ·

及

ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · · ,

有

ln 1 + x

1− x
= 2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + · · ·+ 1

2m+ 1
x2m + · · ·

)
.

取 x =
1

2n+ 1
，其中 n 是任意自然数. 因为这时 1 + x

1− x
=
n+ 1

n
，所以得到展开式

ln n+ 1

n
=

2

2n+ 1

[
1 +

1

3
· 1

(2n+ 1)2
+

1

5
· 1

(2n+ 1)4
+ · · ·

]
,

也即 (
n+

1

2

)
ln
(
1 +

1

n

)
= 1 +

1

3
· 1

(2n+ 1)2
+

1

5
· 1

(2n+ 1)4
+ · · · .

注意到

1+
1

3
· 1

(2n+ 1)2
+
1

5
· 1

(2n+ 1)4
+ · · · < 1+

1

3

[
1

(2n+ 1)2
+

1

(2n+ 1)4
+ · · ·

]
= 1+

1

12n(n+ 1)
,

所以有

1 <

(
n+

1

2

)
ln
(
1 +

1

n

)
< 1 +

1

12n(n+ 1)
,

即

e <

(
1 +

1

n

)n+ 1
2

< e1+
1

12n(n+1) .
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现在引进序列 an =
n!en

nn+
1
2

. 这时

an
an+1

=

(
1 + 1

n

)n+ 1
2

e
,

从上面的不等式即可推出

1 <
an
an+1

< e
1

12n(n+1) =
e

1
12n

e
1

12(n+1)

.

于是，an > an+1，且

an · e−
1

12n < an+1 · e−
1

12(n+1) .

由此可见，随着 n 的增大，序列 an 递减且趋于有限极限 a；而序列 an · e−
1

12n 递增，并与 an

趋于同一极限. 因为

an · e−
1

12n < a < an,

所以存在 θ ∈ (0, 1)，使得

an = a · e
θ

12n .

结合 an 的定义，我们得到

n! = a
√
n ·
(n
e

)n
· e

θ
12n (0 < θ < 1).

用 2n 代替 n，就有

(2n)! = a
√
2n ·

(
2n

e

)2n

· e
θ′
24n (0 < θ′ < 1).

又由 Wallis 公式，
π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
,

作变形
(2n)!!

(2n− 1)!!
=

[(2n)!!]2

(2n)!
=

22n · (n!)2

(2n)!
,

化简得到
(2n)!!

(2n− 1)!!
= a

…
n

2
· e

4θ−θ′
24n .

于是
π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1
a2 · n

2
· e

4θ−θ′
12n =

a2

4
,

由此

a =
√
2π.

进而得到 Stirling 公式：

n! =
√
2πn

(n
e

)n
· e

θ
12n (0 < θ < 1).
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1.19.3 展开函数成无穷乘积

定理 1.19.3.1 对所有 x 值成立

sinx = x

(
1− x2

π2

)(
1− x2

22π2

)
· · · = x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
.

证明 当 x 为 π 的整数倍时两边均为 0. 以下只需要讨论 x 不是 π 的整数倍的情况.

用 de Moivre 公式

(cos z + i sin z)m = cosmz + i · sinmz,

其中 m 是自然数. 将左边展开并比较两端 i 的系数，我们得到

sinmz = m cosm−1 z · sin z − m(m− 1)(m− 2)

1 · 2 · 3
cosm−3 z · sin3 z + · · · .

如果 m = 2n+ 1 是奇数，则按公式 cos2k z =
(
1− sin2 z

)k
替换后可将上述结果表示为

sin(2n+ 1)z = sin z · P (sin2 z),

其中 P (u) 是一个 n 次多项式.

注意到如果 z 使 sin(2n+ 1)z = 0 但 sin z 6= 0，则 sin2 z 一定是 P (u) 的根. 因此，P (u)

的 n 个根恰为

u1 = sin2 π

2n+ 1
, u2 = sin2 2

π

2n+ 1
, · · · , un = sin2 n

π

2n+ 1
.

那么可将这个多项式分解为

P (u) = A

(
1− u

u1

)
· · ·
(
1− u

un

)
.

系数 A = P (0) = lim
z→0

sin(2n+ 1)z

sin z = 2n+ 1. 于是得到公式

sin(2n+ 1)z = (2n+ 1) sin z
(
1− sin2 z

sin2 π
2n+1

)
· · ·

(
1− sin2 z

sin2 n π
2n+1

)
.

令 z =
x

2n+ 1
，就有

sinx = (2n+ 1) sin x

2n+ 1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 π
2n+1

)
· · ·

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 n π
2n+1

)
.
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我们在条件 (k + 1)π > |x| 下取自然数 k，并设 n > k. 现在把 sinx 表示成下面的乘积：

sinx = U
(n)
k · V (n)

k ,

其中

U
(n)
k = (2n+ 1) sin x

2n+ 1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 π
2n+1

)
· · ·

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 k π
2n+1

)
,

V
(n)
k =

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2(k + 1) π
2n+1

)
· · ·

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 n π
2n+1

)
.

暂设 k 是固定的. 因为

lim
n→∞

(2n+ 1) sin x

2n+ 1
= x,

lim
n→∞

sin2 x
2n+1

sin2 h π
2n+1

=
x2

h2π2
(h = 1, 2, · · · , k).

所以

Uk := lim
n→∞

U
(n)
k = x

(
1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)
· · ·
(
1− x2

k2π2

)
.

进而

Vk := lim
n→∞

V
(n)
k = lim

n→∞

sinx
U

(n)
k

存在，且 sinx = Uk · Vk. 因为对于 0 < φ <
π

2
，有

2

π
φ < sinφ < φ,

所以

sin2 x

2n+ 1
<

x2

(2n+ 1)2
,

sin2 h
π

2n+ 1
>

4

π2
· h2π2

(2n+ 1)2
(h = k + 1, · · · , n).

于是

1 > 13V
(n)
k >

(
1− x2

4(k + 1)2

)
· · ·
(
1− x2

4n2

)
.

选取 h0 ∈ N，使得 4h20 > x2，则从级数
∞∑

h=h0

x2

4h2
收敛可推出无穷乘积

∞∏
h=h0

(
1− x2

4h2

)
收敛.

因此余乘积

V k =
∞∏

h=k+1

(
1− x2

4h2

)
13注意此处用到了 (k + 1)π > |x| 这一条件.
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当 k → ∞ 时趋于 1. 那么对不等式

1 > V
(n)
k > V k

令 n→ ∞（k 固定），就得到

1 > Vk ⩾ V k.

所以 lim
k→∞

Vk = 1， lim
k→∞

Uk = sinx. 最后便得到展开式

sinx = x

(
1− x2

π2

)(
1− x2

22π2

)
· · · = x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
.

注 1.19.3.2 在展开式中令 x =
π

2
，就得到

2

π
=

∞∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
,

于是可推出 Wallis 公式.

定理 1.19.3.3 对所有 x 值成立

cosx =
∞∏
n=1

(
1− 4x2

(2n− 1)2π2

)
=

∞∏
n=1

(
1− x2(

2n−1
2
π
)2
)
.

定理 1.19.3.4 对所有 x 值成立

sinhx = x ·
∞∏
n=1

(
1 +

x2

n2π2

)
.

定理 1.19.3.5 对所有 x 值成立

coshx =
∞∏
n=1

(
1 +

x2(
2n−1

2
π
)2
)
.

1.20 Rn 中的拓扑

1.20.1 度量、范数和内积

定义 1.20.1.1 一个度量空间是指一个集合 M 和它上面的一个满足正定性、对称性和三角

不等式的二元函数

d :M ×M → R,

这个 d 叫做度量空间 (M,d) 的度量.
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定理 1.20.1.2 设 X 为一个度量空间，x ∈ X,E ⊆ X，则 x 7→ d(x, E) 是一致连续函数.

证明 对任意 x, y ∈ X，以及任意 z ∈ E，都有

d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z),

因此

d(x, E) ⩽ d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z),

即

d(x, E)− d(x, y) ⩽ d(y, z), ∀z ∈ E.

这说明 d(x, E)− d(x, y) 是集合 {d(y, z) | z ∈ E} 的一个下界，从而

d(x, E)− d(x, y) ⩽ d(y, E) ⇐⇒ d(x, E)− d(y, E) ⩽ d(x, y).

类似地，

d(y, E)− d(x, E) ⩽ d(x, y).

于是

|d(x, E)− d(y, E)| ⩽ d(x, y), ∀x, y ∈ X.

定义 1.20.1.3 一个（实）赋范空间是指一个（实）线性空间 N 和它上面的一个满足正定性、

齐次性和三角不等式的一元函数

‖ · ‖ : N → R,

这个 ‖ · ‖ 叫做赋范空间 (N, ‖ · ‖) 的范数.

度量与范数的关系见引理1.20.1.4与引理1.20.1.5：

引理 1.20.1.4 设 (N, ‖ · ‖) 是一个赋范空间，那么 d(x, y) := ‖x − y‖ 定义了 N 上的一个度

量，它叫做由范数 ‖ · ‖ 诱导的度量. 它还满足如下性质：

（1）平移不变性：d(x + z, y + z) = d(x, y)；

（2）齐次性：d(λx, λy) = |λ|d(x, y).

引理 1.20.1.5 设 N 是一个（实）线性空间，d 是 N 上的一个度量. 如果 d 具有平移不变性

和齐次性，那么 ‖x‖ := d(x, 0) 定义了一个 N 上的范数.
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范数与内积的关系见引理1.20.1.6与引理1.20.1.7：

引理 1.20.1.6 设 (V, 〈 , 〉) 是一个（实）内积空间，那么 ‖x‖ :=
»

〈x, x〉 定义了 V 上的一个

范数，它叫做由内积 〈 , 〉 诱导的范数. 它还满足如下平行四边形法则：

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

引理 1.20.1.7 设 (N, ‖ · ‖) 是一个（实）赋范空间. 如果 ‖ · ‖ 满足平行四边形法则，那么

〈x, y〉 := 1

2

(
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
定义了 N 上的一个内积.

证明 正定性与对称性易证，这里只对双线性性作出证明：

¬欲证 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉，按定义，即证

1

2

(
‖x + y + z‖2 − ‖x + y‖2 − ‖z‖2

)
=
1

2

(
‖x + z‖2 − ‖x‖2 − ‖z‖2

)
+

1

2

(
‖y + z‖2 − ‖y‖2 − ‖z‖2

)
,

故只需证

‖x + y + z‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖z‖2 = ‖x + y‖2 + ‖y + z‖2 + ‖z + x‖2.

由平行四边形法则，

‖x + y + z‖2 + ‖z‖2 = 2

∥∥∥∥∥x + y
2

+ z
∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥x + y
2

∥∥∥∥∥
2
 ,

‖y + z‖2 + ‖z + x‖2 = 2

∥∥∥∥∥x + y
2

+ z
∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥x − y
2

∥∥∥∥∥
2
 .

于是化简后只需证

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

这正是平行四边形法则.

­欲证 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉，我们固定一对任取的 x, y ∈ N，定义 f(λ) = 〈λx, y〉.
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由¬可知，f(λ1 + λ2) = 〈λ1x + λ2x, y〉 = 〈λ1x, y〉 + 〈λ2x, y〉 = f(λ1) + f(λ2). 即 f 满足

Cauchy 方程. 下证 f(λ) 在 λ = 0 处是连续的：

|f(λ)| =
∣∣∣∣12 (‖λx + y‖2 − ‖λx‖2 − ‖y‖2

)∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣12 ((‖λx‖+ ‖y‖)2 − ‖λx‖2 − ‖y‖2

)∣∣∣∣
= |λ| · ‖x‖ · ‖y‖.

=⇒ lim
λ→0

f(λ) = 0 = f(0).

因此由函数方程的结论可知 f 在 R 上连续，且 f(λ) = f(1)λ，即 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉.

例 1.20.1.8 ‖x‖ := 2|x1|+
»

3|x2|2 + max(|x3|, 2|x4|)2 给出了 R4 上的一个范数.

例 1.20.1.9 (广义矩阵范数) 设 V = Matrix(m,n,R) 是 m × n 阶实矩阵构成的线性空间，

在 V 上可定义如下范数14：

‖A‖1 := max
1⩽j⩽n

m∑
i=1

|ai,j|, ‖A‖∞ := max
1⩽i⩽m

n∑
j=1

|ai,j|,

‖A‖2 := σmax(A) =
»
λmax(ATA), ‖A‖F :=

(
n∑
i=1

m∑
j=1

|ai,j|2
) 1

2

.

定义 1.20.1.10 若一个对矩阵定义的范数 ‖ · ‖ 还满足“矩阵乘法相容性”：

‖AB‖ ⩽ ‖A‖‖B‖,

则称 ‖ · ‖ 为一种矩阵范数.

注 1.20.1.11 在广义矩阵范数意义下，单位阵的范数可为任意正数. 实际运用中，只考虑矩

阵乘法时选用 Fronbenius 范数，需要解线性方程组时选用列和范数（1-范数）或行和范数

（∞-范数）.

例 1.20.1.12 (函数空间上的 p-范数) 设 V = C[a, b] 是区间 [a, b] 上实值连续函数的全体构

成的线性空间，在 V 上可以定义如下范数：

‖f‖p :=
(ˆ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

(p ⩾ 1), ‖f‖∞ := max
x∈[a,b]

|f(x)|,

且有 ‖f‖∞ = lim
p→∞

‖f‖p.
14‖A‖F 称为矩阵 A 的 Fronbenius 范数.Fronbenius 范数是一种矩阵范数，但当 n ⩾ 2 时不是算子范数（由

算子范数定义可得 In 的算子范数为 1，而 ‖In‖F =
√
n.）.
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定义 1.20.1.13 设 V 是一个（实）线性空间，V 上的两个范数 ‖ · ‖′ 和 ‖ · ‖′′ 称为是等价的，

如果存在正实数 C1、C2，使得对于任意的 x ∈ V，有

C1‖x‖′ ⩽ ‖x‖′′ ⩽ C2‖x‖′.

例 1.20.1.14 对于任意 x ∈ Rn，

‖x‖∞ ⩽ ‖x‖2 ⩽
√
n‖x‖∞,

1√
n
‖x‖1 ⩽ ‖x‖2 ⩽ ‖x‖1.

定理 1.20.1.15 设 V 是一个有限维（实）线性空间，则 V 上任意两个范数都等价.

注 1.20.1.16 Rn 情形下的证明见定理1.21.2.11.

1.20.2 Rn 的拓扑：基本概念

定义 1.20.2.1 对于 x ∈ Rn、r > 0，定义 x的（开）r-邻域为 B(x, r) := {y ∈ Rn | d(x, y) < r}.

定义 1.20.2.2 Rn 的子集 U 叫开集，如果对于任意的 x ∈ U，存在 r > 0，使得 B(x, r) ⊆ U .

例 1.20.2.3 （1）U = ∅ 和 U = Rn 都是开集；

（2）B(x, r) 是开集；

（3）设 a, b ∈ Rn，则 (a, b) =
{

x ∈ Rn | ai < xi < bi, i = 1, · · · , n
}
是开集；

（4）若 {Uα}α∈A 的每个元素都是开集，则
⋃
α∈A

Uα 也是开集；

（5）若 U、V 是开集，则 U ∩ V 也是开集.

定义 1.20.2.4 设 X 是一个集合，T ⊆ P(X). 若 T 满足如下三个条件：

（1）∅ ∈ T、X ∈ T；

（2）C ⊆ T =⇒
⋃

C ∈ T；

（3）U, V ∈ T =⇒ U ∩ V ∈ T .

则称 T 定义了 X 上的一个拓扑.(X, T ) 称为拓扑空间，T 的元素叫做 (X, T ) 的开集.

定理 1.20.2.5 Rn 上按不同范数诱导的距离所定义的拓扑是一样的.

证明概要 由定理1.20.1.15，设对任意 x ∈ Rn, ‖x‖′ ⩽ C‖x‖′′，则 B′′(x, r
C
) ⊆ B′(x, r).

定义 1.20.2.6 (子空间拓扑) 设 X 是 Rn 的一个子集，X 的子集 U 叫做 X 中的开集，如果

存在 Rn 的开集 V，使得 U = V ∩X.
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引理 1.20.2.7 设 X 是 Rn 的一个子集，记 X 中的开集的全体为 TX，则 (X, TX) 是一个拓

扑空间.

例 1.20.2.8 考虑 X = [0, 1]∩Q，则 U = [0,
1

2
)∩Q 是 X 中的开集，因为 U = (−1

2
,
1

2
)∩X.

例 1.20.2.9 (环面无理流) 设 R > r > 0，考虑

X = {((R + r cos(αt)) cos t, (R + r cos(αt)) sin t, r sin(αt)) | t ∈ R} ,

当 α ∈ Q 时，它是一条光滑曲线，与单位圆具有相同的拓扑；当 α /∈ Q 时，它的子空间拓

扑会变得非常复杂.

图 1.20: 环面

图 1.21: 环面有理流是闭合曲线（图中 α = 20, t ∈ R）
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图 1.22: 环面无理流总会断开（图中 α = 5
√
2, t ∈ [0, 80π]）

定义 1.20.2.10 Rn 的子集 D 叫闭集，如果它的补集 U = Rn\D 是开集.

例 1.20.2.11 （1）D = ∅ 和 D = Rn 都是闭集；

（2）B(x, r) := {y ∈ Rn | d(x, y) ⩽ r} 是闭集；

（3）S(x, r) := {y ∈ Rn | d(x, y) = r} 是闭集；

（4）设 a, b ∈ Rn，则 [a, b] =
{

x ∈ Rn | ai ⩽ xi ⩽ bi, i = 1, · · · , n
}
是闭集；

（5）若 {Dα}α∈A 的每个元素都是闭集，则
⋂
α∈A

Dα 也是闭集；

（6）若 D、E 是闭集，则 D ∪ E 也是闭集.

定义 1.20.2.12 设 E 是 Rn 的一个子集.

（1）x ∈ Rn 叫做 E 的内点，如果存在 r > 0 使得 B(x, r) ⊆ E；E 的全体内点构成的集

合叫做 E 的内部，记为 int(E)；

（2）x ∈ Rn 叫做 E 的外点，如果它是 Rn\E 的内点；E 的全体外点构成的集合叫做 E

的外部，记为 ext(E)；

（3）x ∈ Rn 叫做 E 的边界点，如果它既不是内点也不是外点；一种等价的定义是，对

任意的 r > 0，B(x, r) ∩ E 和 B(x, r) ∩ (Rn\E) 都非空；E 的全体边界点构成的集合叫做 E

的边界，记为 ∂E；

（4）x ∈ Rn 叫做 E 的聚点（或极限点），如果对任意的 r > 0，B(x, r)∩E 都包含无穷多

个点；一种等价的定义是，对任意的 r > 0，B◦(x, r)∩E 都非空，其中 B◦(x, r) = B(x, r)\ {x}；

E 的全体聚点构成的集合叫做 E 的导集，记为 E ′；

（5）x ∈ Rn 叫做 E 的孤立点，如果存在 r > 0 使得 B(x, r) ∩ E = {x}；E 的全体孤立

点构成的集合叫做 E 的孤立点集，记为 iso(E)；
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（6）E 的闭包 E 定义为包含 E 的最小闭集；或包含 E 的所有闭集之交；或 Rn\ext(E)；

或 E ∪ ∂E；或 E ∪ E ′.

例 1.20.2.13 （1）B(x, r) 和 B(x, r) 的边界都是 S(x, r)；

（2）B(x, r) 的闭包是 B(x, r)；

（3）S(x, r) 既没有内点也没有外点；

（4）S(x, r) 的边界、导集和闭包都是它自己；

（5）若 E = Q，则 E = R；若 E = Q ∩ [0, 1]，则 E = [0, 1]；

（6）int(E) 和 ext(E) 都是开集；

（7）∂E 和 E ′ 都是闭集；

（8）∂E\E ′ = iso(E)；E ′\∂E = int(E)；

（9）E 是开集当且仅当 E = int(E)；

（10）E 是闭集当且仅当 E = E；

（11）若 E ′ = ∅，则 E = iso(E)，这样的 E 叫离散集，如 E = N、E = Z 等；

（12）若 E 是闭集且 iso(E) = ∅，则称 E 为完备集.

1.20.3 Rn 的拓扑：紧性与连通性

定义 1.20.3.1 （1）设 E ⊆ Rn，若有 C ∈ P(Rn)，使得 E ⊆
⋃

C，则称 C 是 E 的一个覆盖；

（2）设 C 是 E 的一个覆盖，如果 C 中的元素都是 Rn 中的开集，则称其为开覆盖；

（3）设 C1、C2 是 E 的两个覆盖，如果 C1 ⊆ C2，则称 C1 是 C2 的子覆盖；

（4）设 C 是 E 的一个覆盖，若 C 是有限（或可数）的，则称其为有限（或可数）覆盖.

定理 1.20.3.2 (Lindelöf 引理) 设 E ⊆ Rn，C 是 E 的一个开覆盖，则存在 C 的可数子覆盖.

定义 1.20.3.3 设 K ⊆ Rn，若 K 的任意开覆盖都存在有限子覆盖，则称 K 是紧致的.

定理 1.20.3.4 (Heine-Borel 定理) Rn 中的子集 K 是紧的当且仅当它有界闭.

证明 ¬紧 =⇒ 有界：因为

∞⋃
n=1

B(0, n) = Rn，所以 K ⊆
∞⋃
n=1

B(0, n). 因为 K 紧，所以存在

有限多个 n1, · · · , nm，使得

K ⊆ B(0, n1) ∪ · · · ∪ B(0, nm),

取 N = max {n1, · · · , nm}，则 K ⊆ B(0, N)，即 K 有界.
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­紧 =⇒ 闭：只需证 Rn\K 开. 设 x0 /∈ K，下证存在 r > 0 使得 B(x0, r) ⊆ (Rn\K).

考虑 ⋃
x∈K

B
(

x, 1
2
d(x, x0)

)
,

它是 K 的一个开覆盖. 于是由 K 紧可知，存在 x1, · · · , xm 使得

K ⊆ B
(

x1,
1

2
d(x1, x0)

)
∪ · · · ∪ B

(
xm,

1

2
d(xm, x0)

)
.

取 r = min
ß
1

3
d(xi, x0) | i = 1, · · · ,m

™
，则

B(x0, r) ∩ B
(

xi,
1

2
d(xi, x0)

)
= ∅ (i = 1, · · · ,m).

所以 B(x0, r) ∩K = ∅，即 B(x0, r) ⊆ (Rn\K).

®若 [a, b] 是 Rn 中的闭区间，则 [a, b] 紧.

【®的证明：假设 [a, b]不紧，即存在 [a, b]的一个开覆盖 C，它没有有限子覆盖.将 [a, b]

的每条边二分，它变成 2n 个小的闭区间，它们之中必有一个不能被有限覆盖，记它为 I1. 再

将 I1 的每条边二分，重复上述过程. 由此得到区间套

[a, b] = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ,

其中

Ik = [ak, bk], ak =
(
a1k, · · · , ank

)
, bk =

(
b1k, · · · , bnk

)
.

固定第 i 个坐标，则得到一维的区间套

[
ai0, b

i
0

]
⊇ [ai1, b

i
1] ⊇ [ai2, b

i
2] ⊇ · · · ,

根据一维的区间套原理，存在唯一 ξi ∈
∞⋂
k=0

[
aik, b

i
k

]
，让 i 取遍 1, · · · , n，得到

ξ =
(
ξ1, · · · , ξn

)
∈

∞⋂
k=1

Ik.

因为 ξ ∈ [a, b]，所有存在 U ∈ C 使得 ξ ∈ U . 又因为 U 是开集，所以存在 r > 0 使得

B(ξ, r) ⊆ U . 根据 Ik 的构造，一定存在某个 IN ⊆ B(ξ, r) ⊆ U . 这说明 IN 可被 C 中的一个

开集覆盖，这和 IN 不能被有限覆盖矛盾！故 [a, b] 紧.】

¯设 K 是紧集，F ⊆ K，且 F 是闭集，则 F 是紧集.
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【¯的证明：设 C 是 F 的任一开覆盖，取 C ′ = C ∪ (Rn\F ). 由 F 是闭集可知 Rn\F 是

开集，则 C ′ 是 K 的开覆盖. 因为 K 是紧的，所以存在有限的子覆盖 U1, · · · , Um，使得

K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Um.

于是 F ⊆ U1∪· · ·∪Um.若 U1, · · · , Um中有 Rn\F（不妨设其为 Um），则因为 (Rn\F )∩F = ∅，

可将其去掉，也可得证 F ⊆ U1 ∪ · · · ∪Um−1.所以 F 在 C 中有有限子覆盖，于是 F 是紧集.】

°有界闭 =⇒ 紧：由于 K ⊆ Rn 是有界闭集，所以存在一个 n 维区间 I ⊇ K. 由®知 I

是 Rn 中的闭集，再由¯知 K 是紧集.

定义 1.20.3.5 设 E ⊆ Rn 是有界集，E 的直径定义为 diam(E) := sup {d(x, y)|x, y ∈ E}.

定理 1.20.3.6 (紧集套定理) 设 K1 ⊇ K2 ⊇ · · · 是 Rn 中的非空紧集套，则
∞⋂
i=1

Ki 非空；若

lim
i→∞

diam(Ki) = 0，则
∞⋂
i=1

Ki 只包含一个点.

证明 假设
∞⋂
i=1

Ki = ∅，则 K1 ⊆ Rn\

(
∞⋂
i=1

Ki

)
=

∞⋃
i=1

(Rn\Ki). 由 Ki 紧可知，存在 N ∈ N

使得 K1 ⊆ (Rn\KN)，但 KN ⊆ K1，于是 KN 空，矛盾！若 x, y ∈
∞⋂
i=1

Ki 且 x 6= y，则

diam(Ki) ⩾ d(x, y) > 0，此时不可能有 lim
i→∞

diam(Ki) = 0.

定义 1.20.3.7 设 K ⊆ Rn，若对于 K 的任意无穷子集 F，F ′ ∩K 非空，则称 K 是聚点紧

（Fréchet 紧）的.

定理 1.20.3.8 (聚点定理) 设 K ⊆ Rn，则 K 紧当且仅当 K 聚点紧.

证明 1 ⇒：假设 F 是 K 的无穷子集，使得 K 中的任一点都不是 F 的聚点，则对于任意的

x ∈ K，存在 δx 使得 B(x, δx) ∩ F 是有限集. 然后考虑 K ⊆
⋃
x∈K

B(x, δx)，由 K 紧，存在有

限多个 x1, · · · , xm ∈ K，使得 K ⊆
m⋃
i=1

B(xi, δxi)，而右边的集合是有限集，这与 K 是无穷集

矛盾！

⇐：设 {Ui}i∈A 是 K 的任一开覆盖，由 Lindelöf 引理，不妨设 A = N. 记 Vm =
m⋃
i=1

Ui.

假设 K 不紧. 取 m1 = 1，则 K\Vm1 非空，取 x1 ∈ K\Vm1 . 设 x1 ∈ Vm2 . 由 K 不紧可知

K\Vm2 非空，取 x2 ∈ K\Vm2 . 如此继续，则得 K 的无穷子集 F = {xj}j∈N. 设 x0 ∈ F ′ ∩K，

x0 ∈ Vm0，因为 Vm0 开，所以存在 δ > 0 使得 B(x0, δ) ⊆ Vm0 . 因为 x0 是聚点，所以存在无

穷多个 xj ∈ B(x0, δ) ⊆ Vm0 . 但由 F 的构造方法，当 j > m0 时必有 xj /∈ Vm0，矛盾！
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证明 2 只需证聚点紧 ⇐⇒ 列紧：

⇒：设 {xn} ⊆ K 为任一点列.¬若 {xn} 中只有有限项不同，显然有收敛子列.­若 {xn}

中不同的项有无穷多（即 {xn} 为 K 的无穷子集），由于 K 聚点紧，{xn} 在 K 中有聚点 x，

即存在子列收敛于 x. 故 K 列紧.

⇐：任取 K 的无穷子集F，将其看作 K 中点列. 由 K 列紧，F 中必有收敛于 x ∈ K 的

子列 {xn}，且满足对任意 n ∈ N，xn 6= x. 因此对任意 r > 0，F ∩ B◦(x, r) 6= ∅，x 是 F 的

聚点. 故 K 聚点紧.

定理 1.20.3.9 (Lebesgue 数引理) 设 X 是一个紧致度量空间，F 是 X 的一个开覆盖. 则存

在 δ > 0（称为 F 的 Lebesgue 数）使得 X 的任一子集只要满足直径小于 δ，就能被 F 中

某一个开集覆盖.

证明 如果不存在这样的数 δ，则对每个 k ∈ N∗，存在 Ak ⊆ X，满足 diamAk <
1

k
，但 Ak

不被 F 中任何开集覆盖. 对每一个 k，选取 xk ∈ Ak.{xk} 要么只有有限个不同点，其中某

些点重复出现无穷多次；要么是无穷集，从而（由 X 紧可知）{xk}有极限点.将这个重复出

现无穷多次或为极限点的点记作 p. 设 U ∈ F 满足 p ∈ U . 选取 ε > 0 使得 B(x, ε) ⊆ U，并

选取充分大的整数 N 使得 diamAN <
ε

2
且 xN ∈ B

(
p,
ε

2

)
. 那么对任意 x ∈ AN，都有

d (xN , p) <
ε

2
且 d (x, xN) <

ε

2
.

再由三角不等式可得 d (x, p) < ε，于是 AN ⊆ U . 这与我们对 {Ak} 的选取矛盾.

定义 1.20.3.10 设 E ⊆ Rn，若 E 不能写成两个 E 中非空开集的不交并，则称 E 是连通的.

引理 1.20.3.11 （1）E 不连通 ⇐⇒ 存在 Rn 中的不交非空开集 U 和 V，使得 E =

(E ∩ U) ∪ (E ∩ V )；

（2）E 连通 ⇐⇒ E 中既开又闭的子集只有 ∅ 和 E；

（3）E 不连通 ⇐⇒ 存在 E 的不交非空子集 A 和 B，使得 E = A ∪ B，且 A′ ∩ B =

A ∩B′ = ∅；

（4）E 连通 ⇐⇒ 对于任意 E 的不交非空子集 A 和 B，如果 E = A ∪ B，则 A′ ∩ B

和 A ∩ B′ 至少有一个非空.

定义 1.20.3.12 设 E ⊆ Rn，若对于任意的 x, y ∈ E，存在一条连续曲线 ϕ : [0, 1] → E 使得

ϕ(0) = x, ϕ(1) = y，则称 E 是道路连通的.

定理 1.20.3.13 若 E ⊆ Rn 道路连通，则 E 连通.
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证明 假设 E 不连通，则它可写成两个非空开集的不交并：E = U1∪U2.取 x ∈ U1、y ∈ U2，由

道路连通性，存在连续曲线 ϕ : [0, 1] → E 使得 ϕ(0) = x, ϕ(1) = y. 记 Vi = ϕ−1(Ui) (i = 1, 2)，

则 [0, 1] = V1 ∪ V2. 注意 Vi (i = 1, 2) 是不交的非空开集这说明 [0, 1] 不连通，矛盾！

【以证 V1 开为例：只需证对任意 t0 ∈ V1，存在 δ > 0，使得 B(t0, δ) ⊆ V1. 这等价于证

明 ϕ (B(t0, δ)) ⊆ U1. 设 ϕ(t0) = x0. 因为 x0 ∈ U1，U1 开，所以存在 r > 0 使得 B(x0, r) ⊆ U1.

由范数的等价性可知存在 r∞ > 0，使得 B∞(x0, r∞) ⊆ B(x0, r). 接下来只需找 δ > 0，使对于

t ∈ B(t0, δ)，
∣∣ϕi(t)− ϕi(t0)

∣∣ < r∞. 因为 ϕi 连续，所以对于 r∞ > 0，存在 δi > 0 使得只要

|t − t0| < δ，就有
∣∣ϕi(t)− ϕi(t0)

∣∣ < r∞. 于是只要取 δ = min {δ1, · · · , δn}，则对 t ∈ B(t0, δ)，

‖ϕ(t)− ϕ(t0)‖∞ < r∞，也即 ϕ (B(t0, δ)) ⊆ B(x0, r) ⊆ U1.】

例 1.20.3.14 (拓扑学家的正弦曲线) E = {(0, y) | y ∈ [−1, 1]} ∪
ß(

t, sin 1

t

)
| t ∈ (0, 1)

™
给

出了一个连通但不道路连通的集合的例子.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

图 1.23: 拓扑学家的正弦曲线

证明 我们需要一个引理：

引理 若 E ⊆ Rn 为连通集，则 E 也是连通集.

【引理的证明：假设 E 不连通，则存在 E 的一个不交分解 E = A tB 使得 A′ ∩B = ∅

且 A ∩ B′ = ∅. 取 A1 := A ∩ E，B1 := B ∩ E，则有 E = A1 t B1. 由 A′
1 ∩ B1 ⊆ A′ ∩ B 和

A1 ∩ B′
1 ⊆ A ∩ B′ 知 A′

1 ∩ B1 = ∅ 和 A1 ∩ B′
1 = ∅，但这与 E 的连通性矛盾.】

记 F :=

ß(
t, sin 1

t

)
| t ∈ (0, 1)

™
. 注意到此处 E = F，所以由引理知 E 是连通集.

记 G := {(0, y) | y ∈ [−1, 1]}，则 E = F t G. 取 a ∈ F 和 b ∈ G，设存在连续曲线

ϕ = (ϕ1, ϕ2) : [0, 1] → E 使得 ϕ(0) = a 与 ϕ(1) = b. 令

τ := inf {t ∈ [0, 1] | ϕ(t) ∈ G} ,
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则显然 τ > 0，且存在 {tn} ⊆ [0, 1] 使得当 n→ ∞ 时 tn → τ+ 且 ϕ(tn) ∈ G. 于是

lim
t→τ

ϕ1(t) = ϕ1(τ) = lim
n→∞

ϕ1(tn) = 0,

从而

ϕ2(τ) = lim
t→τ−

ϕ2(t) = lim
t→τ−

sin 1

ϕ1(t)

不存在，矛盾. 因此 E 不是道路连通的.

【E 不道路连通的另证：任取 y ∈ G，设 γ : [0, 1] → E 是以 y为起点的一条道路.因为 G

是 R2中的闭集，所以它是 E 中的闭集，从而 γ−1(G)是 [0, 1]中的闭集.由于 0 ∈ γ−1(G) 6= ∅，

若能证明 γ−1(G) 是 [0, 1] 中的开集，就能得到 γ−1(G) = [0, 1]，也即 γ ([0, 1]) ⊆ G，从而说

明 F 和 G 中两点不可能由全在 E 中的道路相连.

设 t ∈ γ−1(G)，并选取足够小的 ε > 0 使得 γ ((t− ε, t+ ε)) ⊆ B
(
γ(t),

1

2

)
. 于是

B
(
γ(t),

1

2

)
∩E 由 y 轴上的一个闭区间和曲线 y = sin 1

x
的一些片段构成，其中每一段都与

闭区间同胚，且这些点集在 B
(
γ(t),

1

2

)
∩ E 中两两不交. 因为 γ(t) ∈ B

(
γ(t),

1

2

)
∩ G，且

(t− ε, t+ ε)是连通的，所以一定有 γ ((t− ε, t+ ε)) ⊆ B
(
γ(t),

1

2

)
∩G.因此 γ−1(G)是 [0, 1]

中的开集，这就完成了证明. 】

定义 1.20.3.15 Rn 中的连通开集叫区域.

引理 1.20.3.16 区域总是道路连通的.

证明 设 D 是连通开集，对于任意的 x0 ∈ D，定义集合

U =
{

y ∈ D |存在连续曲线 ϕ : [0, 1] → D，使得 ϕ(0) = x0, ϕ(1) = y
}
,

以及 V = D\U . 对于 y ∈ U，取 r > 0 使得 B(y, r) ⊆ D，则通过连续曲线的拼接可说明

B(y, r) ⊆ U，因此 U 是开集；同理可得 V 也是开集. 因为 x0 ∈ U，所以 U 不空；因为 D

连通，所以必有 V = ∅，因此 D = U，这说明 D 道路连通.

定理 1.20.3.17 Rn 中的凸集是道路连通的.

注 1.20.3.18 特别地，Rn 中的开球是道路连通的.Rn 中的开球 B(a, r) 是凸集，是因为对于

任意 p, q ∈ B(a, r)，以这两点为端点的线段为

Ip,q = {x = (1− t)p + tq | t ∈ [0, 1]} ,
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对于与某个 t ∈ [0, 1] 对应的点 x ∈ Ip,q，

‖x − a‖ = ‖(1− t)p + tq − (1− t)a − ta‖

⩽ ‖(1− t)(p − a)‖+ ‖t(q − a)‖

< (1− t)r + tr = r.

1.21 函数极限

1.21.1 函数极限

下设 (X, dX), (Y, dY ) 是两个度量空间，E ⊆ X，x0 ∈ E ′，f : E → Y .

例 1.21.1.1 记 N∞ := N ∪ {∞} = {0, 1, 2, · · · ,∞}，定义 N∞ 上的度量为

d∞(x, y) :=

∣∣∣∣ 1

1 + x
− 1

1 + y

∣∣∣∣ , x, y ∈ N∞,

则 (N∞, d∞)构成一个紧致度量空间.对于 N∞ 的任一无穷子集 E（比如 E = N），E ′ = {∞}.

这对应数列（或点列）极限的情形.

例 1.21.1.2 设 (X, dX) = (Rn, dX), (Y, dY ) = (Rm, dY )，其中 dX , dY 是由某些范数诱导的

度量，E 是 X 中的区域（或流形），x0 ∈ E ′.

定义 1.21.1.3 (开球版) 设 A ∈ Y . 若对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意的

x ∈ B◦
X(x0, δ) ∩ E（或者等价地，对于任意满足 0 < dX(x, x0) < δ 的 x ∈ E），都有

f(x) ∈ BY (A, ε)（或者等价地，dY (f(x), A) < ε），则称当 x 在 E 中趋向于 x0 时，f(x) 有

极限 A，记为 lim
E∋x→x0

f(x) = A. 当不需要强调 x ∈ E 时，亦可简记为 lim
x→x0

f(x) = A.

例 1.21.1.4 当 (X, dx) = (N∞, d∞) 时，注意

B◦
X(∞, δ) ∩ E = {x ∈ E | x > Nδ} , Nδ =

õ
1

δ
− 1

û
,

所以“存在 δ > 0 使得……”可改为“存在 N ∈ N 使得……”，这就得到了通常的数列极限

的定义.

引理 1.21.1.5 （1）若极限 lim
E∋x→x0

f(x) 存在，则它是唯一的.

（2）若极限 lim
E∋x→x0

f(x) 存在，则 f 在 x0 附近有界.
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定义 1.21.1.6 设 (X, dX)是一个度量空间，x0 ∈ X,U ⊆ X.若存在 δ > 0，使得 B(x0, δ) ⊆ U，

则称 U 是 x0 的一个邻域. 若 x0 /∈ U 且 U ∪ {x0} 是 x0 的邻域，则称 U 是 x0 的一个去心

邻域.

定义 1.21.1.7 (邻域版) lim
E∋x→x0

f(x) = A ⇐⇒ 对 A的任意邻域 U，存在 x0 的去心邻域 V，

使得 f(V ∩ E) ⊆ U .

例 1.21.1.8 函数 f(p) = xy

x2 + y2
(p = (x, y) 6= (0, 0)) 在原点 (0, 0) 处极限不存在.

图 1.24: z = xy

x2 + y2
(x2 + y2 > 0) 的图像

定理 1.21.1.9 (复合函数的极限) 设 (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ) 是三个度量空间，E ⊆ X,D ⊆

Y, g : E → Y, f : D → Z，且 g(E) ⊆ D，于是可定义 f ◦ g : E → Z, t 7→ f(g(t)). 设

t0 ∈ E ′, x0 ∈ D′, A ∈ Z，且

lim
E∋t→t0

g(t) = x0, lim
D∋x→x0

f(x) = A.

若存在 t0 的去心邻域 T，使得 g(T ∩ E) ⊆ D\ {x0}，则有 lim
E∋t→t0

f(g(t)) = A.

证明 对 A 的任一邻域 U，存在 x0 的去心邻域 V 使得 f(V ∩ D) ⊆ U . 对于 x0 的邻域

V ∪ {x0}，存在 t0 的去心邻域 W 使得 g(W ∩ E) ⊆ V ∪ {x0}. 取 S = W ∩ T，则 S 也是 t0

的去心邻域，且有

g(S ∩ E) = g(W ∩ T ∩ E) ⊆ g(W ∩ E) ∩ g(T ∩ E) ⊆ (V ∪ {x0}) ∩ (D\ {x0}) = V ∩D,



第一章 分析学中的主要结论 140

于是 f(g(S ∩ E)) ⊆ f(V ∩D) ∩ U，所以 lim
E∋t→t0

f(g(t)) = A.

定理 1.21.1.10 (Heine 归结原理) lim
E∋x→x0

f(x) 存在 ⇐⇒ 对于任意取值在 E\ {x0} 中且极

限为 x0 的点列 {yk}k∈N， lim
k→∞

f(yk) 存在.

证明 ⇒：复合函数的极限.

⇐：如果对于任意取值在 E\ {x0}中且极限为 x0 的点列 {yk}k∈N，lim
k→∞

f(yk)存在，则这

些函数值的极限一定是相等的，这是因为：设 {yk}k∈N , {zk}k∈N是这样的点列，lim
k→∞

f(yk) = A，

lim
k→∞

f(zk) = B. 考虑 {uk} = {y0, z0, y1, z1, · · · }，它也是取值在 E\ {x0} 中且极限为 x0 的点

列，所以极限 C = lim
k→∞

{f(uk)}存在.根据子列定理，A = C,B = C，所以 A = B.回到函数

极限，假设存在 ε0 > 0，使得对于任意 δ > 0，存在 y ∈ B◦(x0, δ)∩E，使得 dY (f(y), A) ⩾ ε0.

取 δk =
1

k
, k = 1, 2, · · ·，则得点列 yk ∈ B◦(x0,

1

k
) ∩ E，显然 yk ∈ E\ {x0}，且 lim

k→∞
yk = x0.

但是 dY (f(yk), A) ⩾ ε，所以不可能有 lim
k→∞

f(yk) = A.

推论 1.21.1.11 (子列定理) 当 (X, dX) = (N∞, d∞)时，上述定理变成：lim
k→∞

xk = A ⇐⇒ 对

于点列 {xk} 的任何子列 {xkl} 有 lim
l→∞

xkl = A.

定义 1.21.1.12 设 K ⊆ Rn，若任意 K 中的点列都有收敛于 K 中的子列，则称 K 是列紧

的.

定理 1.21.1.13 列紧 ⇐⇒ 聚点紧（⇐⇒ 紧 ⇐⇒ 有界闭）.

证明 ⇒：设 F ⊆ K 是无穷集，则存在单射 N → F，它定义了 K 中的点列 k 7→ xk. 若 K

列紧，则有收敛于 K 中的子列 {xkl}，它的极限属于 F ′ ∩K，所以 K 聚点紧.

⇐：设 {xk} 是 K 中的点列，考虑 F = {xk | k ∈ N}. 若 F 有限，则其中至少有一点被

命中无穷多次，它给出了一个常数收敛子列. 若 F 无限且 K 聚点紧，则存在 x0 ∈ F ′ ∩K.

不妨设 x0 /∈ F，由聚点定义，取 δ1 = 1，可得 xk1 ∈ B◦(x0, δ1)；假设已经取好了 xkl−1
，取

δl = min
ß
1

l
, d(x1, x0), · · · , d(xkl−1

, x0)

™
，于是可得 xkl ∈ B◦(x0, δl)；依此类推，可得一个子

列 {xkl}，它就是 {xk} 的收敛于 x0 ∈ K 的子列，所以 K 列紧.

定义 1.21.1.14 （1）设 (X, dX) 是度量空间，{xk} 是 X 中的点列. 若对任意的 ε > 0，存

在 N ∈ N，使得只要 k, l > N，就有 dX(xk, xl) < ε，则称 {xk} 是一个 Cauchy 列.

（2）若 (X, dX) 中的每个 Cauchy 列都收敛，则称 (X, dX) 是完备的.

定理 1.21.1.15 (点列版 Cauchy 准则) 设 d 是 Rn 上由某个范数诱导的度量，则 (Rn, d) 完

备.
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证明 设 d∞ 为 Rn 上的无穷范数诱导的度量，C1, C2 > 0 满足

C1d(x, y) ⩽ d∞(x, y) ⩽ C2d(x, y).

设 {xk} 是 (Rn, d) 中的 Cauchy 列，则对任意 ε > 0，存在 N0 ∈ N，使得 d(xk, xl) <
ε

2
，于

是对于 i = 1, · · · , n，有 ∣∣xik − xil
∣∣ ⩽ d∞(xk, xl) < ε,

因此每个
{
xik
}
k∈N 都是 Cauchy列.由数列版的 Cauchy准则可知，存在极限 lim

k→∞
xik = ξi.由

数列极限定义，对于之前取定的 ε > 0，存在 Ni ∈ N，使得当 k > Ni 时就有
∣∣xik − ξi

∣∣ < C1ε.

记 ξ =
(
ξ1, · · · , ξn

)
，取 N = max {N1, · · · , Nn}，则对任意 k > N，

d(xk, ξ) ⩽ C−1d∞(xk, ξ) < ε.

故 lim
k→∞

xk = ξ.

定理 1.21.1.16 (函数版 Cauchy 准则) 设 (X, dX), (Y, dY ) 是度量空间，(Y, dY ) 完备，E ⊆

X, x0 ∈ E ′，则 lim
E∋x→x0

f(x) 存在当且仅当对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意的

x1, x2 ∈ B◦
X(x0, δ) ∩ E，有 dY (f(x1), f(x2)) < ε.

定义 1.21.1.17 设 (X, dX) 是度量空间，若函数 f : X → X 满足存在 q ∈ (0, 1)，使得对于

任意 x1, x2 ∈ X，都有 dX(f(x1), f(x2)) ⩽ qdX(x1, x2)，则称 f 为 X 上的压缩映照.

定理 1.21.1.18 (压缩映照原理（Banach 不动点原理）) 设 f 是完备度量空间 (X, dX) 上的

压缩映照，则存在唯一的 x0 ∈ X，使得 f(x0) = x0.

证明 ¬存在性：任取 x1 ∈ X，定义点列 xk+1 := f(xk)，则有

dX(xk, xk+1) = dX(f(xk−1), f(xk)) ⩽ qdX(xk−1, xk),

所以对任意 p ∈ N，

d(xk, xk+p) ⩽ d(xk, xk+1) + d(xk+1, xk+2) + · · ·+ d(xk+p−1, xk+p)

⩽ qk−1d(x1, x2) + qkd(x1, x2) + · · ·+ qk+p−2d(x1, x2)

⩽ qk−1

1− q
d(x1, x2).

对任意的 ε > 0，取 N =

 ln
[
ε(1−q)
d(x1,x2)

]
ln q

+ 2，则当 k > N 时，

d(xk, xk+p) ⩽
qk−1

1− q
d(x1, x2) < ε.
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于是对于任意的 k, l > N，d(xk, xl) < ε，所以 {xk} 是一个 Cauchy 列. 因为 X 是完备的，

所以存在极限 x0 = lim
k→∞

xk.

对任意的 ε > 0，取 N ′ ∈ N 使得当 k > N ′ 时有 d(xk, x0) <
ε

2
，则此时

dX(x0, f(x0)) ⩽ dX(x0, xk+1) + dX(xk+1, f(x0)) ⩽ (1 + q)
ε

2
< ε,

所以 d(x0, f(x0)) = 0，即 f(x0) = x0.

­唯一性：假设 f(x1) = x1, f(x2) = x2，则 dX(x1, x2) ⩽ qdX(x1, x2)，由此可得

dX(x1, x2) = 0,

即 x1 = x2.

1.21.2 连续函数

定义 1.21.2.1 (开球版) 设 x0 ∈ E，如果对于任意的 ε > 0，都存在 δ > 0，使得对于任意的

x ∈ BX(x0, δ)∩E（或等价地，对于任意满足 dX(x, x0) < δ的 x ∈ E），都有 f(x) ∈ BY (f(x0), ε)

（或等价地，dY (f(x), f(x0)) < ε），则称 f 在 x0 处连续. 若 f 在 E 的每个点处连续，则称 f

在 E 上连续. 从 E 到 Y 的连续函数的全体记为 C(E, Y )，若 Y = R，亦可简记为 C(E).

注 1.21.2.2 若 x0 是孤立点，则 f 在 x0 处一定连续；若 x0 不是孤立点，则 f 在 x0 处连

续当且仅当 lim
E∋x→x0

f(x) = f(x0).

定义 1.21.2.3 (邻域版) f 在 x0 ∈ E 处连续 ⇐⇒ 对 f(x0) 的任意邻域 U，存在 x0 的邻域

V，使得 f(V ∩ E) ⊆ U .

定义 1.21.2.4 (开集刻画) f 在 E 上连续 ⇐⇒ 对于 Y 中的任意开（或闭）集 U，f−1(U)

是 E 中的开（或闭）集.

推论 1.21.2.5 设 f 在 E 上连续，F ⊆ E，则 f |F 在 F 上连续.

定理 1.21.2.6 设 f : Rn → R，则下列命题等价：

（1）f ∈ C (Rn).

（2）∀E ⊆ R 开，f−1(E) ⊆ Rn 开.

（3）∀E ⊆ R 闭，f−1(E) ⊆ Rn 闭.

（4）∀D ⊆ Rn，f
(
D
)
⊆ f(D).

证明
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引理 设 D,E 为集合，则

f−1 (f(D)) ⊇ D, (a)

f
(
f−1(E)

)
⊆ E, (b)

f−1 (Ec) =
(
f−1(E)

)c
. (c)

¬（1）⇒（2）：即用连续函数的 ε− δ 语言刻画.

­（2）⇒（3）：由¬与引理 (c) 可推出.

®（3）⇒（4）：只需证 D ⊆ f−1
(
f(D)

)
. 而由 (a) 知

D ⊆ f−1 (f(D)) ⊆ f−1
(
f(D)

)
,

两边取闭包即得

D ⊆ f−1
(
f(D)

)
.

¯（4）⇒（1）：用反证法.若 f 在 a ∈ Rn 处不连续，则存在 ε > 0与点列 {an}，an → a，

且 an 6= a，使得

|f(an)− f(a)| > ε.

取 D = {an}，则 D = D ∪ {a}，从而 f(a) ∈ f(D)，但 f(a) /∈ f(D)，与（4）矛盾.

定理 1.21.2.7 (向量值函数的连续性) 将 f 记为 x 7→
(
f 1(x), · · · , fm(x)

)
则

f ∈ C(E,Rm) ⇐⇒ f i ∈ C(E), i = 1, · · · ,m.

定理 1.21.2.8 (连续函数的整体性质) 设 f : E → Y 连续.

（1）若 E 紧致，则 f(E) 也紧致；

（2）若 E 连通，则 f(E) 也连通；

（3）若 E 道路连通，则 f(E) 也道路连通.

推论 1.21.2.9 (有界性定理与最值定理) 设 f : K → R 连续、K 紧，则 f 是有界函数，且

能达到最大值和最小值.

推论 1.21.2.10 (介值定理) 设 f : D → R 连续，D 连通. 若 x1, x2 ∈ D 满足 f(x1) < f(x2)，

则对于任意的 y ∈ (f(x1), f(x2))，存在 ξ ∈ D 使得 f(ξ) = y.

定理 1.21.2.11 在 Rn 上，任何两个范数都等价.
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证明 ¬因为范数等价性具有传递性，所以只需证明任何范数都和欧氏范数 ‖ · ‖ 等价.

­设 ‖ · ‖ : Rn → R 是一个范数，则它可看成 (Rn, ‖ · ‖2) 上的连续函数.

【­的证明：只需证 lim
h→0

‖x0 + h‖ = ‖x0‖. 设 e1, · · · , en 是 Rn 中的标准基，

M =
»
‖e1‖2 + · · ·+ ‖en‖2.

对于任意的 ε > 0，取 δ =
ε

M
，则对于任意满足 ‖h‖2 < δ 的 h，我们有

|‖x0 + h‖ − ‖x0‖| ⩽ ‖h‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

hiei

∥∥∥∥∥ ⩽
n∑
i=1

|hi|‖ei‖ ⩽M‖h‖2 < ε.

所以 ‖ · ‖ 是 (Rn, ‖ · ‖2) 上的连续函数.】

®由例1.20.1.14可知 ‖ · ‖2 和 ‖ · ‖∞ 是等价的，所以之前基于与 ‖ · ‖∞ 比较的各结果对

于 (Rn, ‖ · ‖2) 都是成立的，特别地，S = {x ∈ Rn | ‖x‖2 = 1} 是紧的.

¯设 ‖ · ‖ 在 S 上的最大、最小值为 M ⩾ m > 0，对任意 x ∈ Rn（不妨设 x 6= 0），考虑

y =
x

‖x‖2
，则 ‖y‖2 =

1

‖x‖2
‖x‖2 = 1，即 y ∈ S，所以

m ⩽ ‖y‖ ⩽M ⇐⇒ m‖x‖2 ⩽ ‖x‖ ⩽M‖x‖2, ∀x ∈ Rn.

这就说明 ‖ · ‖ ∼ ‖ · ‖2.

定理 1.21.2.12 (紧压缩映照原理) 设 (X, dX) 是一个紧致的完备度量空间，f : X → X 满

足对于任意的 x1, x2 ∈ X (x1 6= x2)，有

dX(f(x1), f(x2)) < dX(x1, x2),

则存在唯一的 x0 ∈ X 使得 f(x0) = x0.

证明 ¬f 连续（对任意的 ε > 0 取 δ = ε）.

­定义 g(x) = dX(x, f(x))，则 g 是 X 上的实值连续函数.

【­的证明：因为

g(x)− g(x0) = dX(x, f(x))− dX(x0, f(x0))

⩽ dX(x, x0) + dX(x0, f(x0)) + dX(f(x), f(x0))− dX(x0, f(x0))

= dX(x, x0) + dX(f(x), f(x0))

< 2dX(x, x0),
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且对称地，有

g(x0)− g(x) < 2dX(x, x0),

因此 |g(x)− g(x0)| < 2dX(x, x0).只要取 δ =
ε

2
，当 dX(x, x0) < δ 时，就有 |g(x)− g(x0)| < ε.

故 g 是 X 上的连续函数.】

®由­，可设 m ⩾ 0 是 g 的最小值，且 g(x0) = m，则必有 m = 0，否则

f(x0) 6= x0 =⇒ g(f(x0)) = dX(f(f(x0)), f(x0)) < dX(f(x0), x0) = g(x0) = m.

这与 m 是最小值矛盾！因此 f(x0) = x0.

¯唯一性与定理1.21.1.18的证明类似.

定理 1.21.2.13 若 f 是紧集 K 上的连续函数，则 f 在 K 上一致连续.

证明 对于任意的 ε > 0，因为 f 在 y ∈ K 上连续，所以存在 δy > 0，使得

f(B(y, δy) ∩K) ⊆ B
(
f(y),

ε

2

)
.

由此可得 K 的开覆盖
⋃
y∈K

B
(
y,
δy
2

)
，因为 K 是紧的，所以存在 y1, · · · , ym ∈ K，使得

K ⊆
m⋃
i=1

B
(
yi,

δyi
2

)
.

取 δ = min
ß
δyi
2

| i = 1, · · · ,m
™
，对于满足 dX(x1, x2) < δ 的 x1, x2 ∈ K，若 x1 ∈ B

(
yi,

δi
2

)
，

则

dX(x2, yi) ⩽ dX(x2, x1) + dX(x1, yi) < δyi ,

所以 x1, x2 ∈ B(yi, δyi)，于是

dY (f(x1), f(x2)) ⩽ dY (f(x1), f(yi)) + dY (f(yi), f(x2)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

定义 1.21.2.14 设 X、Y 是拓扑空间，若存在双射 f : X → Y 使得 f 和 f−1 都是连续的，

则称 X 和 Y 同胚.

命题 1.21.2.15 f : X → Y 是同胚 ⇐⇒ f 是连续双射，并且将开（或闭）集映成开（或

闭）集.
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命题 1.21.2.16 若 X、Y 同胚，则 X 紧（或连通，或道路连通）⇐⇒ Y 紧（或连通，或

道路连通）.

例 1.21.2.17 R 与 S1 不同胚（考虑紧性），R 与 R2 不同胚（同时挖去一个点及其像点后考

虑连通性），S1 与 S2 不同胚（同时挖去两个点及它们的像点后考虑连通性）.

定理 1.21.2.18 设 X ⊆ Rn、Y ⊆ Rm，f : X → Y 是连续双射，若 X 紧，则 f 是同胚.

证明 根据命题1.21.2.15，只需证明 f 将闭集映成闭集.设 D 是 X 中的闭集，因为 X 紧，紧

集的闭子集还是紧的，所以 D 紧. 因为 f 连续，连续函数将紧集映成紧集，所以 f(D) 紧.

因为紧集一定是闭集，所以 f(D) 闭.

推论 1.21.2.19 设 X ⊆ Rn 紧，f : X → Rm 是连续单射，则 X 与 f(X) 同胚.

例 1.21.2.20 环面无理流（例1.20.2.9）是 R 到二维环面 T 2 的连续单射，但 R 不紧，它和

它的像非常不同胚.

1.22 微分学

1.22.1 微分

设 X = (Rn, ‖ · ‖X), Y = (Rm, ‖ · ‖Y ) 是两个赋范的有限维15（实）欧氏空间，D 是 X

中的一个区域16，f : D → Y 是一个函数. 我们要研究什么叫做“f 在局部上距离一个线性

映射很近”.

定义 1.22.1.1 设 x0 ∈ D，若存在一个线性映射 A : X → Y，使得

lim
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− A(h)‖Y
‖h‖X

= 0,

则称 f 在 x0 处可微， .线 .性 .映 .射
17A 叫做 f 在 x0 处的导数，记为 f ′(x0). 若 f 在 D 的每一

点处可微，则称 f 在 D 上可微.

注 1.22.1.2 当 n = m = 1 时，上述多维的定义退化为单变量微分学中的定义. 这是因为，

R → R 的线性映射恰好是乘以某个实数，此时即乘以 f ′(x0).
15如引理1.22.1.4（1）的证明中就用到了基的选取、范数等价性等有限维线性空间具有的性质.
16如果不要求 f 的定义域 D 是区域，则无法保证 f ′(x0) 的唯一性（见引理1.22.1.4（4）的证明）.
17f ′(x) 是线性映射 f ′(x) : TRn

x → TRm
f(x)（向量空间 TRm

x 称为在点 x ∈ Rm 的切空间，它可以解释为从点

x ∈ Rm 出发的全体向量）.
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例 1.22.1.3 (f ′(x0) 的直观描述) 取 m = n = 2. 映射 f : D → R2 非线性地扭曲图形，其

导函数描述了这个扭曲的线性部分：f 将圆周映成不规则的卵形线，而 f ′(x0) 将圆周映成椭

圆；f 将直线映成不规则的卵形线，而 f ′(x0) 将直线映成直线.

f

x0

f ′ (x0)

图 1.25: f ′(x0) 是 f 在 x0 点的线性部分

引理 1.22.1.4 （1）若 A : X → Y 是线性映射，则存在 M > 0，使得对任意的 x ∈ X，有

‖A(x)‖Y ⩽M‖x‖X .

（2）若 f 在 x0 处可微，则 f 在 x0 处连续.

（3）函数 f 的可微性与 ‖ · ‖X 和 ‖ · ‖Y 的选取无关.

（4）导数 f ′(x0) 是唯一的.

（5）线性函数 A 在一点处的导数就是它自身.

证明（1）设 e1, · · · , en 是 X 的一组基. 则

‖A(x)‖Y =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiA(ei)
∥∥∥∥∥
Y

⩽
n∑
i=1

|xi|‖A(ei)‖Y

⩽
(

n∑
i=1

‖A(ei)‖Y

)
‖x‖∞ ⩽M‖x‖X .

（2）可微 ⇐⇒ f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + o(‖h‖X), h → 0. 而由（1），对任意 ε > 0，

取 δ =
ε

M
，则当 ‖x‖X < δ 时，就有 ‖A(h)‖Y < ε，也即

lim
h→0

A(h) = A(0) = 0.

（3）利用有限维（实）线性空间上的范数等价性建立双边不等式.

（4）设 A1, A2 : X → Y 均是线性映射，且满足

f(x0 + h) = f(x0) + A1(h) + o(‖h‖X), h → 0,

f(x0 + h) = f(x0) + A2(h) + o(‖h‖X), h → 0.
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设 B = A1 − A2，则 B(h) = o(‖h‖X)，即

lim
h→0

‖B(h)‖Y
‖h‖X

= 0.

对于任意 h ∈ X，都有

‖B(h)‖Y =
‖B(th)‖Y
‖th‖X

‖h‖,

令 t→ 0，就得到 ‖B(h)‖Y = 0. 由 h ∈ X 的任意性，可知 A1 = A2
18.

（5）因为 A(x0 + h) = A(x0) + A(h)，所以

lim
h→0

‖A(x0 + h)− A(x0)− A(h)‖Y
‖h‖X

= 0,

再由（4）知 A 在 x0 处的导数就是它自身.

可微性定义中出现的极限条件还可写成如下比较对称的形式：

f(x)− f(x0) + o(‖x − x0‖X) = f ′(x0)(x − x0 + o(‖x − x0‖X)),

根据这个观察，我们可以给出“微分”的如下商空间定义：

定义 1.22.1.5 设 V = C(D,Y )，对于 x0 ∈ D，定义

Nx0 :=

ß
f ∈ V | lim

x→x0
f(x) = 0

™
, Mx0 :=

ß
f ∈ V | lim

x→x0

f(x)
‖x − x0‖X

= 0
™
,

则Mx0 是 Nx0 的子空间，于是可定义商空间 Ωx0 := Nx0/Mx0 . 微分即如下映射：

d : V → Ωx0 , f 7→ df(x0) := f(x)− f(x0)︸ ︷︷ ︸
先将 f 映射到 Nx0 中

+Mx0

︸ ︷︷ ︸
再自然投影到商空间中的等价类

.

引理 1.22.1.6 设 Y1、Y2 是两个有限维赋范空间，A : Y1 → Y2 是一个线性映射，则如下商

空间上的线性映射是良好定义的：

Ã : Ωx0(D,Y1) → Ωx0(D,Y2), f +Mx0(D,Y1) 7→ A ◦ f +Mx0(D,Y2).

证明 ¬若 f ∈ Nx0(D,Y1)，则 A ◦ f ∈ Nx0(D,Y2).

【¬的证明：因为 A 是连续函数，所以 lim
x→x0

f(x) = 0Y1 =⇒ lim
x→x0

A(f(x)) = 0Y2】

­不依赖于代表元的选取：若 f2 − f1 ∈ Mx0(D,Y1)，则 A(f2)− A(f1) ∈ Mx0(D,Y2).
18若不要求 D 是区域，比如取 D 为 R3 中的一个平面，那么 h 只有两个自由度（被限制在此平面内），从而

由 ‖B(h)‖Y = 0 不能断定对任意 x ∈ X，B(x) 在与该平面垂直方向上的分量也为 0，即 f 的导数可能不唯一.
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【­的证明：记 h = f2 − f1 ∈ Mx0(D,Y1). 由引理1.22.1.4（1），

‖A(h(x))‖Y2
‖x − x0‖X

⩽M
‖h(x)‖Y1
‖x − x0‖X

→ 0 (x → x0).

即 lim
x→x0

h(x)
‖x − x0‖X

= 0.】

定理 1.22.1.7 设 x : D → X 为 X 到自身的恒等映射在 D 上的限制，则 f 在 x0 处可微

⇐⇒ 存在线性映射 f ′(x0) : X → Y，使得在 Ωx0(D,Y ) 中有

df(x0) = f ′(x0)(dx(x0)).

定理 1.22.1.8 (复合函数的可微性) 设 X = (Rn, ‖ · ‖X)、Y = (Rm, ‖ · ‖Y )、Z = (Rp, ‖ · ‖)是

三个有限维实赋范空间，E ⊆ X、D ⊆ Y 是两个区域，g : E → Y、f : D → Z 是两个函数，

且满足 g(E) ⊆ D，于是可定义 h = f ◦ g : E → Z. 若 g 在 x0 ∈ E 处可微，f 在 y0 = g(x0)

处可微，则 h 在 x0 处可微，且有 h′(x0) = f ′(y0) ◦ g′(x0).

证明 记 A = g′(x0)、B = f ′(y0)，则

g(x) = g(x0) + A(x − x0) + r(x), 其中r(x) = o(‖x − x0‖X),

f(y) = f(y0) + B(y − y0) + s(y), 其中s(y) = o(‖y − y0‖Y ).

于是有

f(g(x)) = f(g(x0) + A(x − x0) + r(x))

= f(g(x0)) + (B ◦ A)(x − x0) + B(r(x)) + s(g(x)).

而由引理1.22.1.4（1），

‖B(r(x))‖Z
‖x − x0‖X

⩽MB
‖r(x)‖Y
‖x − x0‖X

→ 0 (x → x0),

‖s(g(x))‖Z
‖x − x0‖X

=
‖s(g(x))‖Z

‖g(x)− g(x0)‖Y
· ‖g(x)− g(x0)‖Y

‖x − x0‖X

=
‖s(g(x))‖Z

‖g(x)− g(x0)‖Y
· ‖A(x − x0) + r(x)‖Y

‖x − x0‖X

⩽ ‖s(g(x))‖Z
‖g(x)− g(x0)‖Y

·
(
‖A(x − x0)‖Y
‖x − x0‖X

+
‖r(x)‖Y
‖x − x0‖X

)
⩽ ‖s(g(x))‖Z

‖g(x)− g(x0)‖Y
·
(
MA +

‖r(x)‖Y
‖x − x0‖X

)
→ 0 (x → x0).

故

lim
x→x0

‖h(x)− h(x0)− B ◦ A(x − x0)‖Z
‖x − x0‖X

= 0.
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引理 1.22.1.9 设 f、g 是可微函数，则 λf + µg 也可微，且有 (λf + µg)′ = λf ′ + µg′.

定理 1.22.1.10 (向量值函数的可微性) 设 u1, · · · , um 是 Y 的一组基，将 f(x) 展开为

f(x) =
m∑
i=1

f i(x)ui，则 f 在 x0 可微 ⇐⇒ 每个 f i : D → R 在 x0 可微.

证明 记 pi : Y → R,
m∑
k=1

ykuk 7→ yi 与 ji : R → Y, y 7→ yui, i = 1, · · · ,m，则它们都是线性映

射，因此可微. 注意到

f i = pi ◦ f, f =
m∑
i=1

ji ◦ f i,

所以根据复合函数的可微性，f 可微 ⇐⇒ 每个 f i 可微.

根据之前的定义，如果 f 在 x0 ∈ D 可微，那么导数 f ′(x0) 是一个从 X 到 Y 的线性映

射，所以如果用 L(X;Y ) 表示从 X 到 Y 的所有线性映射构成的线性空间，并且假设 f 在

D 的每个点处可微，那么导数 f ′ 就给出了一个从 D 到 L(X;Y ) 的映射.

定义 1.22.1.11 对于 A ∈ L(X;Y )，定义 ‖A‖L(X;Y ) := sup {‖A(x)‖Y | x ∈ X, ‖x‖X = 1}，称

为 A 的算子范数.

注 1.22.1.12 线性算子的范数在 A : Rm → Rn 的情形下的几何意义：Rm 中的单位球面在

变换 A 的作用下变为某个椭球面，其中心位于 Rn 中的零点，这时 A 的范数就是这个椭球

的最大半轴.

当 X、Y 都是有限维（实）赋范空间时，
(
L(X;Y ), ‖ · ‖L(X;Y )

)
也是一个有限维（实）赋

范空间，于是可以谈论其上的距离、极限和连续性等概念.

定义 1.22.1.13 设 f 在 D 上可微. 若导数函数 f ′ : D → L(X;Y ) 是连续的，则称 f 在 D

上连续可微.D 上连续可微函数的全体构成的线性空间记为 C1(D,Y ).

1.22.2 偏导数

定义 1.22.2.1 设 f : D → Y 在 x0 ∈ D 处可微，于是 f ′(x0) 是从 X 到 Y 的线性映射. 对

于 v ∈ X，向量 f ′(x0)(v) ∈ Y 叫做 f 在 x0 处沿方向 v 的方向导数，记为 Dvf(x0).

引理 1.22.2.2

Dvf(x0) = lim
t→0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
.
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注 1.22.2.3 考虑 f : R2 → R 的情形. 由引理1.22.2.2，f 的图像在 x0 处的切平面包含了该

点在被与 xy 平面垂直的平面截得曲线上的切线全体. 由此从图1.26可见该函数在 0 处不可

微，因为该处不同垂直截面上的切线并不共面.

图 1.26: f(

x
y

) = |x|y√
x2 + y2

的图像

定义 1.22.2.4 （1）设 e1, · · · , en 是 X 的标准基，方向导数 Deif(x0) 叫做 f 在 x0 处的第 i

个偏导数，记为 Dif(x0) 或
∂f

∂xi
(x0).

（2）设 u1, · · · , um 是 Y 的标准基，将 f 写为
m∑
j=1

f juj，则矩阵
(
Dif

j(x0)
)
i=1,··· ,n;j=1,··· ,m

叫做 f 在 x0 处的 Jacobi 矩阵，记为 Jf (x0). 将 X、Y 中的向量写为列向量，则有

Dvf =


Dvf

1

...

Dvf
m

 =


D1f

1 · · · Dnf
1

... . . . ...

D1f
m · · · Dnf

m



v1

...

vn

 .
定理 1.22.2.5 (链式法则) 设 X、Y、Z、D、E、f、g 同定理1.22.1.8，X、Y、Z 上的坐标

为 xi(i = 1, · · · , n)、yi(j = 1, · · · ,m)、zk(k = 1, · · · , p)，则有
∂z1

∂x1
· · · ∂z1

∂xn... . . . ...
∂zp

∂x1
· · · ∂zp

∂xn

 =


∂z1

∂y1
· · · ∂z1

∂ym
... . . . ...
∂zp

∂y1
· · · ∂zp

∂ym



∂y1

∂x1
· · · ∂y1

∂xn... . . . ...
∂ym

∂x1
· · · ∂ym

∂xn

 .
或者写为如下等价形式：

∂zk

∂xi
=

m∑
j=1

∂zk

∂yj
· ∂y

j

∂xi
, i = 1, · · · , n; k = 1, · · · , p.
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定理 1.22.2.6 (连续可微判据) f ∈ C1(D,Y ) ⇐⇒ ∀i=1,··· ,n;j=1,··· ,m
(
Dif

j ∈ C(D,Y )
)
.

证明 ⇒：定义线性映射

αj : Y → R, uk 7→ δjk.

那么 Dif
j(x0) = αj (f

′(x0)(ei)). 因此 f ′(x0) ∈ C(D,Y ) =⇒ Dif
j ∈ C(D,Y ).

⇐：只需证 Dif
j ∈ C(D,Y ) =⇒ f 可微，然后由向量值函数的连续性即知 f 连续可微.

由定理1.22.1.10，不妨设 m = 1（即 f 是标量函数）. 由引理1.22.1.4（3），不妨设 X、Y 上

的范数都是欧氏范数. 由 Dif 的连续性，对于任意 ε > 0，取 δi > 0 使得当 ‖h‖2 < δi 时，有

|Dif(x0 + h)− Dif(x0)| <
ε√
n
, i = 1, · · · , n.

取 δ = min {δ1, · · · , δn}. 取 X 的一组基 e1, · · · , en，设

h =
n∑
i=1

hiei, vk =
k∑
i=1

hiei, k = 0, · · · , n（特别地，v0 = 0, vn = h）.

则由一元函数的 Lagrange 中值定理，

f(x0 + h)− f(x0) = f(x0 + vn)− f(x0 + v0)

=
n∑
k=1

(f(x0 + vk)− f(x0 + vk−1))

∃θk∈(0,1)
=======

n∑
k=1

Dkf(x0 + vk−1 + θkh
kek)hk.

x0 + v0

x0 + v1 x0 + v2

x0 + v3

图 1.27: 沿折线路线（n = 3 的情形）

于是

|f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)(h)| =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

[
Dkf(x0 + vk−1 + θkh

kek)− Dkf(x0)
]
hk

∣∣∣∣∣
⩽

Ã
n∑
k=1

[Dkf(x0 + vk−1 + θkhkek)− Dkf(x0)]
2 · ‖h‖2.
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而 ∥∥vk−1 + θkh
kek
∥∥
2
=
∥∥h1e1 + · · ·+ hk−1ek−1 + θkh

kek
∥∥
2

=
»

(h1)2 + · · ·+ (hk−1)2 + θ2k (h
k)2

⩽
»
(h1)2 + · · ·+ (hk)2

= ‖h‖2 < δ,

所以

|f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)(h)| <

Ã
n∑
k=1

(
ε√
n

)2

· ‖h‖2 = ε‖h‖2.

故

lim
h→0

|f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)(h)|
‖h‖2

= 0,

即 f 可微. 进而 f 连续可微.

1.22.3 齐次函数与 Euler 定理

定义 1.22.3.1 设 f 在 Rn 中的一个开集 S 上定义. 若对任意 λ ∈ Rn 和 S 内的每一个使

λx ∈ S 的 x 都有 f(λx) = λpf(x)，则称 f 在 S 上是 p 次齐次的.

定理 1.22.3.2 (Euler 定理) 设 f 是定义在 Rn 中的一个开集 S 上的 p 次齐次函数，且在

x ∈ S 处可微，则

x · ∇f(x) = pf(x).

证明 固定 x，对等式

f(λx) = λpf(x)

关于 λ 求微分，得到

x · ∇f(λx) = pλp−1f(x),

令 λ = 1 即得证.

注 1.22.3.3 特别地，当 f 为零次齐次函数（p = 0）时，x · ∇f(x) = 0.

1.22.4 高阶导数

若 f ∈ C1(D,Y )，则 f ′ ∈ C(D,L(X;Y ))，于是我们可以进一步问 f ′ 是否可微或者连

续可微的问题. 如果 f ′ ∈ C1(D,L(X;Y ))，那么 f ′′ ∈ C(D,L(X;L(X;Y )))，于是又可进一

步问 f ′′ 的类似问题. 如此继续，就得到 f 的各高阶导数.
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定义 1.22.4.1 设 X1, · · · , Xm 和 Y 都是有限维（实）赋范空间，若一个映射 A : X1 × · · · ×

Xm → Y 关于每个自变量都是线性的，即

A(α1, · · · , αi + βi, · · · , αm) = A(α1, · · · , αi, · · · , αm) + A(α1, · · · , βi, · · · , αm),

A(α1, · · · , kαi, · · · , αm) = kA(α1, · · · , αi, · · · , αm),

则称它为多重线性映射，所有多重线性映射的全体构成一个线性空间，记为 L(X1, · · · , Xm;Y ).

对于一个多重线性映射 A ∈ L(X1, · · · , Xm;Y )，定义它的范数为：

‖A‖L(X1,··· ,Xm;Y ) := sup {‖A(x1, · · · , xm)‖Y | xi ∈ Xi, ‖xi‖Xi
= 1, i = 1, · · · ,m} ,

于是 L(X1, · · · , Xm;Y ) 成为一个赋范空间.

例 1.22.4.2 线性空间的直积 X = X1×· · ·×Xm 到另一组线性空间的直积 Y = Y1×· · ·×Yn
的任何线性映射

A : X1 × · · · ×Xm = X → Y = Y1 × · · · × Yn

都具有以下形式：

y =


y1
...

yn

 =


A11 · · · A1m

... . . . ...

An1 · · · Anm



x1
...

xm

 = Ax,

其中 Aij : Xj → Yi 是线性映射. 特别地，如果 X1 = X2 = · · · = Xm = R，Y1 = Y2 = · · · =

Yn = R，则 Aij : Xj → Yi 是线性映射 R 3 x 7→ aijx ∈ R，其中每一个映射由一个数 aij 给

出.

引理 1.22.4.3 (有限维空间上算子范数的存在性) 对于 A ∈ L(X1, · · · , Xm;Y )，存在一个

M > 0，使得对于任意的 xi ∈ Xi(i = 1, · · · ,m)，有

‖A(x1, · · · , xm)‖Y ⩽M‖x1‖X1 · · · ‖xm‖Xm .

证明 设 dimXi = ni、dimY = n0，xi ∈ Xi 的坐标是
(
x1i , · · · , x

ni
i

)
，ei,1, · · · , ei,ni

是 Xi 的

一组基，u1, · · · , un0 是 Y 的一组基，则有

A(x1, · · · , xm) = A

(
n1∑
j1=1

xj11 e1,j1 ,
n2∑
j2=1

xj22 e2,j2 , · · · ,
nm∑
jm=1

xjmm em,jm

)

=

n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

A (e1,j1 , · · · , em,jm) x
j1
1 · · · xjmm .
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再设

A (e1,j1 , · · · , em,jm) =
n0∑
j0=1

Aj0j1···jmuj0 ,

那么

A(x1, · · · , xm) =
n0∑
j0=1

n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

Aj0j1···jmx
j1
1 · · · xjmm uj0 .

所以有

‖A(x1, · · · , xm)‖Y ⩽
n0∑
j0=1

· · ·
nm∑
jm=1

∣∣∣Aj0j1···jm∣∣∣ · ∣∣∣xj11 ∣∣∣ · · · ∣∣xjmm ∣∣ · ‖uj0‖Y

⩽
(

n0∑
j0=1

∣∣∣Aj0j1···jm∣∣∣ ‖uj0‖Y

)
‖x1‖∞ · · · ‖xm‖∞

⩽M‖x1‖X1 · · · ‖xm‖Xm .

对于多重线性映射与迭代线性映射的联系，我们有

引理 1.22.4.4 赋范空间19L(X1, · · · , Xm;Y ) 和 L(X1;L(X2; · · · ;L(Xm;Y ) · · · )) 是同构的.

证明 m = 1 时结论是平凡的. 对 m 归纳，设结论对 m− 1 成立，则

L(X2;L(X3; · · · ;L(Xm;Y ) · · · )) ∼= L(X2, · · · , Xm;Y ),

故只需证

L(X1, · · · , Xm;Y ) ∼= L(X1;L(X2, · · · , Xm;Y )).

构造映射

ϕ :L(X1, · · · , Xm;Y ) → L(X1;L(X2, · · · , Xm;Y )),

A 7→ ϕ(A)(x1)(x2, · · · , xm) := A(x1, · · · , xm).

容易验证这样的 ϕ 是良好定义的，且是线性的. 下面只需验证 ϕ 保持范数：

‖ϕ(A)‖L(X1,L(X2,··· ,Xm;Y ))

= sup
{
‖ϕ(A)(x1)‖L(X2,··· ,Xm;Y ) | x1 ∈ X1, ‖x1‖X1 = 1

}
= sup {sup {‖ϕ(A)(x1)(x2, · · · , xm)‖Y | xi ∈ Xi, ‖xi‖Xi

= 1, i = 2, · · · ,m} | x1 ∈ X1, ‖x1‖X1 = 1}

= sup {‖A(x1, · · · , xm)‖Y | xi ∈ Xi, ‖xi‖Xi
= 1, i = 1, · · · ,m}

=‖A‖L(X1,··· ,Xm;Y ).

19赋范空间的同构要求在保持线性空间结构的同时保持范数.
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这样就证明了

L(X1, · · · , Xm;Y ) ∼= L(X1;L(X2; · · · ;L(Xm;Y ) · · · )).

我们记 L(X⊗k;Y ) := L(
k 个︷ ︸︸ ︷

X, · · · , X;Y ).

定义 1.22.4.5 （1）对于 k = 1, 2, · · ·，若 f ∈ Ck(D,Y )，则 f (k) ∈ C(D,L(X⊗k;Y )). 若

f (k) ∈ C1(D,L(X⊗k;Y ))，则称 f 在 D 上 k + 1 阶连续可导. 若对任意 k ∈ N∗，都有

f ∈ Ck(D,Y )，则称 f 为光滑函数，记为 f ∈ C∞(D,Y ). 所有 D 上 k + 1 阶连续可导函数

的全体构成的线性空间记为 Ck+1(D,Y ).

（2）设 f ∈ Ck(D,Y )，e1, · · · , en 是 X 的基，则可定义 f 在点 x0 ∈ D 处的 k 阶混合偏

导数为

Dj1 · · ·Djkf(x0) =
∂kf

∂xj1 · · · ∂xjk
(x0) := f (k)(x0)(ej1 , · · · , ejk),

它们都属于 C(D,Y ).

注 1.22.4.6 根据引理1.22.4.4，可以把映射 f 在点 x 的 n 阶导数 f (n)(x) 解释为连续 n 重

线性算子空间 L(X⊗n;Y ) 的元素.

定理 1.22.4.7 (高阶导数的对称性) 设 f ∈ Ck(D,Y )、x0 ∈ D，则 f (k)(x0) 是对称的，即对

任意的 h1, · · · , hk ∈ X、σ ∈ Sk 有

f (k)(x0)(h1, · · · , hk) = f (k)(x0)(hσ(1), · · · , hσ(k)).

证明 欲证等式两边是作为 Y 中的向量相等，而向量相等当且仅当每个分量都相等，所以不

妨取 Y = R. 因为

f (k)(x0)(h1, · · · , hk) =
(
f (k−1)(x0)

)′
(h1) (h2, · · · , hk)

= lim
t→0

f (k−1)(x0 + th1)(h2, · · · , hk)− f (k−1)(x0)(h2, · · · , hk)
t

,

若对 k 归纳，k = 1 时结论显然成立. 设 k− 1 时结论成立，则上面等式中靠后的 k− 1 个向

量是对称的，只需再证

f (k)(h1, h2, · · · , hk) = f (k)(h2, h1, · · · , hk).

设 g = f (k−2)，则 f (k) = g′′，因此不妨设 k = 2. 对 s, t > 0，设

F (s, t) = f(x0 + sh1 + th2)− f(x0 + sh1)− f(x0 + th2) + f(x0),
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g(s) = f(x0 + sh1 + th2)− f(x0 + sh1).

注意到此时 g 是一元标量函数，所以

F (s, t) = g(s)− g(0)
一元函数的 Lagrange 中值定理
===================

∃ξ∈(0,s)
g′(ξ)s,

而根据导数的定义，

g′(ξ) = lim
ε→0+

g(ξ + ε)− g(ξ)

ε

= lim
ε→0+

[
f(x0 + (ξ + ε)h1 + th2)− f(x0 + ξh1 + th2)

ε
− f(x0 + (ξ + ε)h1)− f(x0 + ξh1)

ε

]
= lim

ε→0+

[
f(x0 + (ξ + ε)h1 + th2)− f(x0 + ξh1 + th2)− f ′(x0 + ξh1 + th2)(εh1)

‖εh1‖
· ‖h1‖

+
f ′(x0 + ξh1 + th2)(εh1)

ε
− f(x0 + (ξ + ε)h1)− f(x0 + ξh1)− f ′(x0 + ξh1)(εh1)

‖εh1‖
· ‖h1‖

−f
′(x0 + ξh1)(εh1)

ε

]
= lim

ε→0+

[
ε · f ′(x0 + ξh1 + th2)(h1)

ε
− ε · f ′(x0 + ξh1)(h1)

ε
+ o (‖εh1‖)

]
= f ′(x0 + ξh1 + th2)(h1)− f ′(x0 + ξh1)(h1).

再将 g′(ξ) 视为 t 的一元可微函数，应用 Lagrange 中值定理可得

g′(ξ) = f ′(x0 + ξh1 + th2)(h1)− f ′(x0 + ξh1)(h1)
∃η∈(0,t)
======

d
dt (f

′(x0 + ξh1 + th2))
∣∣∣
t=η

· t(h1).

而

d
dt (f

′(x0 + ξh1 + th2))

= lim
ε→0+

[
f ′(x0 + ξh1 + (t+ ε)h2)− f ′(x0 + ξh1 + th2)− f ′′(x0 + ξh1 + th2)(εh2)

‖εh2‖
· ‖h2‖

+
f ′′(x0 + ξh1 + th2)(εh2)

ε

]
=f ′′(x0 + ξh1 + th2)(h2).

因此

F (s, t) = g′(ξ)s = f ′′(x0 + ξh1 + ηh2)(h2, h1)st.

重复上述推导过程，但是先对 t 应用 Lagrange 中值定理，再对 s 应用 Lagrange 中值定理，

可得

F (s, t) = f ′′(x0 + ξ̃h1 + η̃h2)(h1, h2)st.
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从而

f ′′(x0 + ξh1 + ηh2)(h2, h1) = f ′′(x0 + ξ̃h1 + η̃h2)(h1, h2),

其中 ξ ∈ (0, s), η ∈ (0, t), ξ̃ ∈ (0, s), η̃ ∈ (0, t). 最后令 s, t → 0，并利用 f ′′ 在 x0 处的连续性

可得

f ′′(x0)(h2, h1) = f ′′(x0)(h1, h2).

注 1.22.4.8 特别地，若 f ∈ C2(D,Y )、x0 ∈ D，那么二阶混合导数 f ′′(x0) 是一个对称二次

型.

1.22.5 中值定理

¶ Lagrange 中值定理（标量版）

定义 1.22.5.1 对于 a, b ∈ X，定义 Ia,b := {x = (1− t)a + tb | t ∈ [0, 1]}，称为以 a, b 为端

点的线段.

定理 1.22.5.2 设 f ∈ C(D,R)可微，Ia,b ⊆ D，则存在 c ∈ Ia,b，使得 f(b)−f(a) = f ′(c)(b−a).

证明 设 g(t) = f(a + t(b − a))，则 g 是 [0, 1] 上的连续函数，并且在 (0, 1) 上可导，于是可

对其应用一元标量函数的 Lagrange 中值定理，得到

g(1)− g(0)
∃ξ∈(0,1)
====== g′(ξ) = lim

ε→0+

g(ξ + ε)− g(ξ)

ε

= lim
ε→0+

[
f(a + (ξ + ε)(b − a))− f(a + ξ(b − a))− f ′(a + ξ(b − a))(ε(b − a))

‖ε(b − a)‖ · ‖b − a‖

+
ε · f ′(a + ξ(b − a))(b − a)

ε

]
=f ′(a + ξ(b − a))(b − a).

设 c = a + ξ(b − a) ∈ Ia,b，则有 f(b)− f(a) = f ′(c)(b − a).

注 1.22.5.3 由证明过程可知定理条件可减弱为 f 在 I◦a,b 上可微.

例 1.22.5.4 (不存在向量版的 Lagrange 中值定理) 考虑 f : R → R2, t 7→ (t2, t3)，取 a =

0, b = 1，则 f(b) − f(a) = (1, 1)，但 f ′(c) = (2c, 3c2)，所以不可能找到 c ∈ (a, b)，使得

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).
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注 1.22.5.5 可以用一个直观的例子说明不存在向量版的 Lagrange 中值定理. 对于 R3 中的

螺线 
x = sin θ

y = cos θ

z = θ

,

参数 t = 0 与 t = 6π 对应的点所在直线与 z 轴平行，但螺线上显然不存在以 (0, 0, 1) 为切向

的点.

图 1.28: R3 中的螺线

在研究多元函数中值问题时，定理1.22.5.2中构造的函数 g(t) 可以被推广. 设 D 是 Rn

中的区域，f : D → R 可微. 我们可以取 r : [0, 1] → Rn 为 D 中联结 a, b 两点的路径（即

r(0) = a，r(1) = b），并要求 r 是可导的（区域中任意两点之间存在着光滑道路，问题54）.

设 φ = f ◦ r，则 φ 在 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 上可导，且 φ(0) = f(a)，φ(1) = f(b). 于是

φ(1)− φ(0)
∃ξ∈(0,1)
====== φ′(ξ) =⇒ f(b)− f(a) = Jf (r(ξ)) Jr(ξ).

定理1.22.5.2证明中用到的即 r(t) = a + t(b − a)，此时 Jr(t) ≡ b − a. 下面的例1.22.5.6就是

考虑联结 a, b 的一般路径.

例 1.22.5.6 设函数 f : Rn ⊇ D → R，我们把形如{(
x1, · · · , xn

)
| f
(
x1, · · · , xn

)
= c
}
（c 为常数）

的集合称为 f 的一个水平集. 图1.29就画出了函数 f(x, y) = sin
(
x2 + y2

)
的等值线.
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图 1.29: 函数 f(x, y) = sin
(
x2 + y2

)
的等值线

现设 a, b 落在 f 的同一水平集上（即 f(a) = f(b)）. 取 r : [0, 1] → Rn 为任意一条联结

a, b 两点的路径，且要求 r 可导. 则由上面的说明可得存在 ξ ∈ (0, 1) 使 Jf(r(ξ))Jr(ξ) = 0.

也即 f 在点 η := r(ξ) 处的梯度与曲线 r(t) 在 t = ξ 处的切向量正交：

(∇f)η ⊥ r′(ξ).

用几何语言描述即：存在 ξ ∈ (0, 1)，使得 r(ξ) 所在等高线与曲线 r(t) 相切于点 r(ξ).

我们可用把例1.22.5.6总结为如下定理：

定理 1.22.5.7 设函数 f : Rn → R 可微，则 f 在一点处的梯度要么是 0，要么与 f 在该点

的水平集正交.

可以通过打比方理解定理1.22.5.7：如果有两位登山者位于山的同一位置，其中一位想要

沿着坡度最陡的方向前进，另一位想要沿着等高线前进，那么这两人出发的方向彼此垂直.

定理 1.22.5.8 设函数 f 在区域 D ⊆ Rn 可微. 如果

∂f

∂x1
(x) = · · · = ∂f

∂xn
(x) = 0, ∀x ∈ D,

那么 f 在 D 上恒等于一个常数.

证明 ¬若 D 是凸区域，任取 c ∈ D，由定理1.22.5.2，对任意 x ∈ D，

f(x) = f(c) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
(c + θ(x − c))

(
xi − ci

)
= f(c).
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­再考虑 D 是一般区域的情形. 对任意 a, b ∈ D，用一条连续曲线 γ 联结 a, b 两点：

γ : [0, 1] → D, γ(0) = a, γ(1) = b.

记

σ := sup {t | t ∈ [0, 1], f(γ(t)) = f(a)} .

由函数 f ◦ γ 的连续性，应有 f(γ(σ)) = f(a). 因为 γ(σ) ∈ D，D 是开集，所以存在 η > 0，

使得 B (γ(σ), η) ⊆ D. 对任意 x ∈ B (γ(σ), η)，因为开球是凸区域，所以由¬得

f(x) = f(γ(σ)) = f(a).

假如 σ 6= 1，则存在充分小的 τ > 0，使得

σ + τ ∈ [0, 1], γ(σ + τ) ∈ B (γ(σ), η) .

因此应有 f (γ(σ + τ)) = f(a). 但这与 σ 的定义矛盾. 故只能有 σ = 1，也即 f(b) = f(a).

【­也可由反证法完成. 若 f 在 D 上不是常数，则存在 a, b ∈ D，f(a) 6= f(b). 记

A := {x ∈ D | f(x) = f(a)} , B := {x ∈ D | f(x) 6= f(a)} .

则 A 6= ∅，B 6= ∅，D = A t B. 对任意 x ∈ A ⊆ D，由 D 是开集，存在 r > 0，使

得 B(x, r) ⊆ D. 而 B(x, r) 是凸区域，由¬知 f 在其上为常数，从而 f(x) = f(a). 这说明

B(x, r) ⊆ A，A 是开集. 类似地，可证 B 是开集. 于是 D 可表示成两个非空不交开集的并，

由引理1.20.3.11（1）知这等价于 D 不连通，但这与 D 是区域矛盾.】

例 1.22.5.9 设 D 是 Rn 中的区域，f : D → R. 如果

∂f

∂x1
(x) = · · · = ∂f

∂xn
(x), ∀x ∈ D,

那么 f(x) = F
(
x1 + · · ·+ xn

)
.

证明 作换元 

u1 = x1+ x2+ · · ·+ xn,

u2 = x2,
... . . .

un = xn,
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注意此换元对应的矩阵


1 1 · · · 1

1
. . .

1

（空白部分元素均为 0）是可逆矩阵，于是 x1, · · · , xn

可用 u1, · · · , un 唯一表出. 设 g(u) = g(u(x)) = f(x)，则

∂f

∂x1
=

n∑
i=1

∂g

∂ui
∂ui

∂x1
=

∂g

∂u1
,

∂f

∂x2
=

n∑
i=1

∂g

∂ui
∂ui

∂x2
=

∂g

∂u1
+

∂g

∂u2
,

...

∂f

∂xn
=

n∑
i=1

∂g

∂ui
∂ui

∂xn
=

∂g

∂u1
+

∂g

∂un
.

由已知可得
∂g

∂u2
= · · · = ∂g

∂un
= 0.故 g为只与 u1有关的函数，g(u) = F (u1) = F

(
x1 + · · ·+ xn

)
.

¶有限增量定理（欧氏空间版）

设 X = (Rn, ‖ · ‖X)是（实）赋范空间，Y = (Rm, ‖ · ‖2)是欧氏空间，D 是 X 中的区域.

定理 1.22.5.10 设 f ∈ C(D,Y ) 可微，Ia,b ⊆ D，则存在 c ∈ Ia,b，使得

‖f(b)− f(a)‖2 ⩽ ‖f ′(c)‖L(X;Y )‖b − a‖X .

证明 记 u = f(b)−f(a)，不妨设 u 6= 0.考虑标量函数 g(x) = 〈u, f(x)〉.由于取内积是对 f(x)

各分量做线性组合，所以 g(x) 是可微函数. 根据标量版 Lagrange 中值定理，存在 c ∈ Ia,b，

使得 g(b)− g(a) = g′(c)(b − a). 而

g(b)− g(a) = 〈u, f(b)〉 − 〈u, f(a)〉 = 〈u, f(b)− f(a)〉 = 〈u, u〉 = ‖u‖22,

于是有

‖u‖22 = |g′(c)(b − a)| = |〈u, f ′(c)(b − a)〉| ⩽ ‖u‖2·‖f ′(c)(b−a)‖2 ⩽ ‖u‖2‖f ′(c)‖L(X;Y )‖b−a‖X ,

两边约去 ‖u‖2 即得所求.

¶有限增量定理（赋范空间版）

设 X = (Rn, ‖ · ‖X)、Y = (Rm, ‖ · ‖Y ) 是（实）赋范空间，D 是 X 中的区域.
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定理 1.22.5.11 设 f ∈ C(D,Y ) 可微，Ia,b ⊆ D，记 I◦a,b = Ia,b\ {a, b}，则

‖f(b)− f(a)‖Y ⩽ sup
c∈I◦a,b

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
· ‖b − a‖X .

证明 事实上，若能证明

‖f(b)− f(a)‖Y ⩽ sup
c∈Ia,b

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
· ‖b − a‖X ,

那么任取 a′, b′ ∈ I◦a,b，成立

‖f(b′)− f(a′)‖Y ⩽ sup
c∈Ia′,b′

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
· ‖b′ − a′‖X ,

因为 Ia′,b′ ⊆ Ia,b，所以

sup
c∈Ia′,b′

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
⩽ sup

c∈I◦a,b

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
,

‖f(b′)− f(a′)‖Y ⩽ sup
c∈I◦a,b

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
· ‖b′ − a′‖X .

再令 a′ → a, b′ → b，由 f 及范数的连续性可得

‖f(b)− f(a)‖Y ⩽ sup
c∈I◦a,b

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
· ‖b − a‖X .

设

M = sup
c∈Ia,b

{
‖f ′(c)‖L(X;Y )

}
,

只需证对任意 ε > 0，

‖f(b)− f(a)‖Y ⩽ (M + ε) · ‖b − a‖X . (∗)

引理 对任意 x ∈ Ia.b，如果不等式 (∗) 对 Ia,x 和 Ix,b 成立，则它对 Ia,b 也成立.

【引理的证明：

‖f(b)− f(a)‖Y ⩽ ‖f(b)− f(x)‖Y + ‖f(x)− f(a)‖Y

⩽ (M + ε) · ‖b − x‖X + (M + ε) · ‖x − a‖X

= (M + ε) · ‖b − a‖X .

其中最后的等式用到了 a, b, x 共线.】

现假设不等式 (∗) 不成立，即存在 ε > 0，使得

‖f(b)− f(a)‖Y > (M + ε) · ‖b − a‖X .
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将 Ia,b 二分，那么不等式 (∗) 对至少一个子区间不成立，设它为 I1. 继续二分，可得紧集套

I1 ⊇ I2 ⊇ · · ·，于是存在唯一的 c ∈
∞⋂
k=1

Ik. 因为 f 在 c 处可微，所以存在 δ > 0，使得对于

任意的 h ∈ BX(0, δ)，都有

‖f(c + h)− f(c)− f ′(c)(h)‖Y ⩽ ε

2
‖h‖X .

根据区间套的取法，存在 Ik ⊆ BX(c, δ). 由假设，不等式 (∗) 对 Ik 不成立. 再利用引理，若

设 Ik 的端点为 ak, bk，则不等式 (∗) 至少对 Iak,c 与 Ic,bk
中的一个不成立. 不妨设不等式 (∗)

在 Iak,c 上不成立，记 ak = c + h，则

‖f(c + h)− f(c)‖Y > (M + ε) · ‖h‖X .

于是

(M + ε) · ‖h‖X < ‖f(c + h)− f(c)‖Y

⩽ ‖f(c + h)− f(c)− f ′(c)(h)‖Y + ‖f ′(c)(h)‖Y

⩽
(
M +

ε

2

)
· ‖h‖X ,

矛盾！因此假设错误，定理得证.

例 1.22.5.12 (立方体的形变) 设 X = (Rn, ‖ · ‖∞)，D 是 X 中的区域，f ∈ C1(D,X)，

x0 ∈ D. 若 f ′(x0) = Id，则根据 f ′ 的连续性，对于任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意

的 x ∈ B(x0, δ)，都有

‖f ′(x)− f ′(x0)‖L(X;X) = ‖f ′(x)− Id‖L(X;X) < ε,

于是

‖f ′(x)‖L(X;X) ⩽ ‖f ′(x)− Id‖L(X;X) + ‖Id‖L(X;X) < 1 + ε.

根据定理1.22.5.11，对于 x ∈ B(x0, δ)，我们有

‖f(x)− f(x0)‖∞ ⩽ (1 + ε)‖x − x0‖∞,

由此可得立方体 B(x0, δ) 和它的形变 f (B(x0, δ)) 的体积之间的比较关系：

Vol(f (B(x0, δ))) ⩽ (1 + ε)n · Vol(B(x0, δ)).

注 1.22.5.13 在后面重积分换元法的证明中，上述估计是关键的一步.
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1.22.6 Taylor 公式

引理 1.22.6.1 设 X = (Rn, ‖ · ‖X)、Y = (Rm, ‖ · ‖) 是两个赋范空间，D 是 X 中的区域，

f ∈ C(D,Y ) 具有 k 阶导数，x0 ∈ D，h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D. 定义函数 g(t) = f(x0 + th)，

则 g 也 k 阶可导，且有

g(k)(t) = f (k)(x0 + th)(
k个︷ ︸︸ ︷

h, · · · , h) =: f (k)(x0 + th)h⊗k.

证明 对 k 用归纳法，k = 0 的情形平凡地成立，假设 f ∈ C l(D,Y ) (l < k) 时结论成立，考

虑 l + 1 的情形. 因为 f (l) 可导，所以根据引理1.22.2.2有如下方向导数：

f (l+1)(x0 + th)(h) = lim
ε→0

f (l+1)(x0 + th + εh)− f (l)(x0 + th)
ε

,

将上式左右两边作用在 h⊗l 上，并利用多重线性映射的连续性可得

f (l+1)(x0 + th)(h)h⊗l = lim
ε→0

f (l+1)(x0 + th + εh)h⊗l − f (l)(x0 + th)h⊗l

ε
,

此即

f (l+1)(x0 + th)h⊗l = g(l+1)(t).

¶ Taylor 公式（标量版）

定理 1.22.6.2 (Lagrange 余项) 设 X = (Rn, ‖ · ‖X) 是赋范空间，D 是 X 中的区域，f ∈

C(D,R) 具有 k+1 阶导数，x0 ∈ D，h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D，则存在一个 θ ∈ (0, 1)，使得

f(x0 + h) =
k∑
l=0

1

l!
f (l)(x0)h⊗l +Rk(x; f, x0),

Rk(x; f, x0) =
1

(k + 1)!
f (k+1)(x + θh)h⊗(k+1).

定理 1.22.6.3 (积分余项) 设X = (Rn, ‖·‖X)是赋范空间，D是X 中的区域，f ∈ Ck+1(D,R)，

x0 ∈ D，h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D，则定理1.22.6.2中的余项又可写为

Rk(x; f, x0) =
1

k!

ˆ 1

0

f (k+1)(x0 + th)h⊗(k+1)(1− t)k dt.

¶ Taylor 公式（向量版）
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定理 1.22.6.4 (Peano 余项) 设 X = (Rn, ‖ · ‖X)、Y = (Rm, ‖ · ‖Y ) 是两个赋范空间，D 是

X 中的区域，x0 ∈ D，h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D. 若 f ∈ C(D,Y ) 具有 k 阶导数且 f (k) 在 x0

处连续，则当 h → 0 时，有

f(x0 + h) =
k∑
l=0

1

l!
f (l)(x0)h⊗l + o

(
‖h‖kX

)
.

证明 对 f 的每个分量 f i，利用 k − 1 阶带 Lagrange 余项的 Taylor 公式：

f i(x0 + h) θ∈(0,1)
======

k−1∑
l=0

1

l!

(
f i
)(l)

(x0)h⊗l +
1

k!

(
f i
)(k)

(x + θh)h⊗k

=
k∑
l=0

1

l!

(
f i
)(l)

(x0)h⊗l +
1

k!

[(
f i
)(k)

(x0 + θh)−
(
f i
)(k)

(x0)
]

h⊗k.

而∥∥∥∥∥ 1k! [(f i)(k) (x0 + θh)−
(
f i
)(k)

(x0)
]

h⊗k

∥∥∥∥∥ ⩽ 1

k!

∥∥∥∥∥ (f i)(k) (x0 + θh)−
(
f i
)(k)

(x0)

∥∥∥∥∥
L(X⊗k;Y )

·
∥∥h
∥∥k
X

= o
(
‖h‖kX

)
.

由此推出 Peano 余项.

定理 1.22.6.5 (欧氏空间情形) 设 X = (Rn, ‖ · ‖X) 是赋范空间，D 是 X 中的区域，x0 ∈ D，

h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D，Y = (Rm, ‖ · ‖2) 是一个有限维欧氏空间. 若 f ∈ C(D,Y ) 具有

k + 1 阶导数，则存在一个 θ ∈ (0, 1)，使得 Taylor 公式的余项满足

‖Rk(x; f, x0)‖Y ⩽ 1

(k + 1)!

∥∥∥f (k+1)(x0 + θh)
∥∥∥
L(X⊗(k+1);Y )

‖h‖k+1
X .

定理 1.22.6.6 (赋范空间情形) 设 X = (Rn, ‖ · ‖X)、Y = (Rm, ‖ · ‖Y ) 是两个赋范空间，D

是 X 中的区域，x0 ∈ D，h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D. 若 f ∈ Ck(D,Y ) 且 f 在 I◦x0,x+h 上存在

k + 1 阶导数，记

M = sup
ß∥∥∥f (k+1)(x0 + θh)

∥∥∥
L(X⊗(k+1);Y )

| θ ∈ (0, 1)

™
,

则 Taylor 公式的余项满足

‖Rk(x; f, x0)‖Y ⩽ 1

(k + 1)!
M · ‖h‖k+1

X .

证明 对 k 归纳，当 k = 0 时，这就是定理1.22.5.11. 假设 k = l− 1 时结论成立，考虑 k = l

的情形. 引入辅助函数 g : [0, 1] → Y，

g(t) = f(x0 + th)−
(
f(x0) + f ′(x0)(th) + · · ·+ 1

l!
f (l)(x0)(th)⊗l

)
,
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它的导数为（利用导数是线性映射可将 t 提至前面）：

g′(t) = f ′(x0 + th)(h)−
(
f ′(x0)(h) + tf ′′(x0)h⊗2 + · · ·+ tl−1

(l − 1)!
f (l)(x0)h⊗l

)
= f ′(x0 + th)(h)−

(
f ′(x0)(h) + f ′′(x0)(h)(th) + · · ·+ 1

(l − 1)!
f (l)(x0)(h)(th)⊗(l−1)

)
.

对函数 g1(t) = f ′(x0 + th)(h) 应用 l − 1 阶的 Taylor 公式，得到

g1(t) = g1(0) + g′1(0)t+ · · ·+ 1

(l − 1)!
g
(l−1)
1 (0)tl−1 +Rl−1(t; g1, 0),

此即

f ′(x0+th)(h) = f ′(x0)(h)+f ′′(x0)(h)(h)t+ · · ·+ 1

(l − 1)!
f (l)(x0)(h)(h⊗(l−1))tl−1+Rl−1(t; g1, 0).

因此由归纳假设， ∥∥g′(t)∥∥
Y
= ‖Rl−1(t; g1, 0)‖Y ⩽ 1

l!
M ′ · tl,

其中

M ′ = sup
{∥∥∥f (l+1)(x0 + θh)h⊗(l+1)

∥∥∥
Y
| θ ∈ (0, 1)

}
⩽M · ‖h‖l+1

X .

所以 ∥∥g′(t)∥∥
Y
⩽ tl

l!
M · ‖h‖l+1

X .

注意到

‖g(1)‖Y = ‖g(1)− g(0)‖Y =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

g

(
i

N

)
− g

(
i− 1

N

)∥∥∥∥∥
Y

⩽
N∑
k=1

∥∥∥∥∥g
(
i

N

)
− g

(
i− 1

N

)∥∥∥∥∥
Y

⩽
N∑
i=1

sup
θi∈(0,1)

{∥∥∥∥∥g′
(
i− 1 + θi

N

)∥∥∥∥∥
Y

}
· 1

N

⩽
N∑
i=1

1

l!
M · ‖h‖l+1

X

(
i

N

)l
· 1

N

=
M · ‖h‖l+1

X

l!

N∑
i=1

(
i

N

)l
· 1

N

→ M · ‖h‖l+1
X

l!
· 1

l + 1
(N → ∞).

于是

‖Rk(x; f, x0)‖Y = ‖g(1)‖Y ⩽ 1

(l + 1)!
M · ‖h‖l+1

X .
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例 1.22.6.7 设 X = (Rn, ‖ · ‖X)、Y = (Rm, ‖ · ‖Y ) 是两个赋范空间，D 是 X 中的区域，

x0 ∈ D，h ∈ X 满足 Ix0,x0+h ⊆ D. 若 f ∈ C∞(D,Y )，且
∥∥∥f (k)(x)

∥∥∥
L(X⊗k;Y )

有一个与 k 和 x

都无关的上界，那么当 k → ∞ 时显然有 ‖Rk(x; f, x0)‖Y → 0，于是可得多元 Taylor 级数：

f(x0 + h) =
∞∑
l=0

1

l!
f (l)(x0)h⊗l.

设 e1, · · · , en 为 X 的一组基. 注意到

f (l)(x0)h⊗l = f (l)(x0)

(
n∑

i1=1

hi1ei1 , · · · ,
n∑

il=1

hileil

)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

il=1

hi1 · · · hilf (l)(x0)(ei1 , · · · , eil)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

il=1

hi1 · · · hilDi1 · · ·Dilf(x0)

=

(
n∑

i1=1

hi1Di1

)
· · ·

(
n∑

il=1

hilDil

)
f(x0)

=

(
n∑
i=1

hiDi

)l

f(x0)

= Dl
hf(x0).

所以上式又可写为

f(x0 + h) =
∞∑
l=0

1

l!

(
n∑
i=1

hiDi

)l

f(x0) = exp
{

n∑
i=1

hiDi

}
f(x0).

1.22.7 极值问题

引理 1.22.7.1 (Fermat 引理) 设 X = (Rn, ‖ · ‖X) 是有限维赋范空间，D 是 X 中的区域，

f : D → R 可微. 若 x0 ∈ D 是 f 的局部极值点，则 f ′(x0) = 0.

定义 1.22.7.2 使 f ′(x0) = 0 的点叫做 f 的临界点（或驻点）. 若二次型 f ′′(x0) 是非退化的，

则称 x0 为非退化的.

定理 1.22.7.3 设 x0 是 f 的非退化临界点，则它是 f 的极小值（或极大值）点 ⇐⇒ 二次

型 f ′′(x0) 是正定（或负定）的.（不定 =⇒ 不是极值点，半正定（或半负定） =⇒ 退化临

界点）.
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定理 1.22.7.4 设 X = (Rn, ‖ · ‖X) 是有限维赋范空间，D 是 X 中的区域，x0 ∈ D，f ∈

Ck−1(D,R) 在 x0 处 k 阶可微，并且满足 f (i)(x0) = 0 (i = 1, · · · , k − 1)，f (k)(x0) 6= 0.

（1）若 x0 是 f 的极值点，则 k 是偶数，且 k 次型 f (k)(x0) 是半定的；

（2）设 S =
¶
f (k)(x0)h⊗k | ‖h‖X = 1

©
、M = max(S)、m = min(S). 若 m > 0，则 x0 是

f 的极小值点；若 M < 0，则 x0 是 f 的极大值点；若 Mm < 0，则 x0 不是 f 的极值点；若

k 次型 f (k)(x0) 半定，则需要用其他方法判断.

¶运用 Lagrange 乘数法求解条件极值

定理 1.22.7.5 考察目标函数 f(x) = f(x1, · · · , xm+p)，它的变元满足约束条件

gi(x) = gi(x1, · · · , xm+p) = 0, (i = 1, · · · , p).

以上各函数均连续可微足够多次，且函数 gi(x) (i = 1, · · · , p) 满足正则条件：

rank


∂g1
∂x1

· · · ∂g1
∂xm+p

... . . . ...
∂gp
∂x1

· · · ∂gp
∂xm+p

 = p.

【由正则条件，以上矩阵存在 p阶可逆子矩阵，因此可在必要时适当改变编号，从而假定在涉及

的点邻近满足
∂ (g1, · · · , gp)

∂ (xm+1, · · · , xm+p)
6= 0.】若 f(x) 在上述约束条件下在点 a = (a1, · · · , am+p)

达到极值，那么存在 λ = (λ1, · · · , λp) ∈ Rp，使得 (a, λ) 是辅助函数

F (x, λ) = f(x) +

p∑
r=1

λrgr(x)

的临界点，也即 a 和 λ 满足方程组
∂f

∂xk
(a) +

p∑
r=1

λr
∂gr
∂xk

(a) = 0, k = 1, · · · ,m+ p;

gr(a) = 0, r = 1, · · · , p.

注 1.22.7.6 如果不要求正则条件，即使 f(x) 在约束条件下能取得极值，也可能不存在满足

定理1.22.7.5中方程组的 a 和 λ，这时就应该在使得

rank


∂g1
∂x1

· · · ∂g1
∂xm+p

... . . . ...
∂gp
∂x1

· · · ∂gp
∂xm+p

 < p

的点中求极值点（在确定有极值点的前提下），如下面的例1.22.7.7.
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例 1.22.7.7 求坐标原点 (0, 0) 到曲线 (x− 1)3 − y2 = 0 的最短距离.

证明 记 g(x) = (x − 1)3 − y2，点 P (x, y) 为曲线 g(x, y) = 0 上的点. 原点到点 P 的距离

d =
√
x2 + y2. 要使 d 最小，只要 x2 + y2 最小. 引入 Lagrange 函数

L(x, y, λ) = x2 + y2 + λ
[
(x− 1)3 − y2

]
.

方程组 
Lx = 2x+ 3λ(x− 1)2 = 0,

Ly = 2y − 2λy = 0,

Lλ = (x− 1)3 − y2 = 0

无解. 这是因为由第二个方程得 y = 0 或 λ = 1. 若 y = 0，由第三个方程得 x = 1，但这不

满足第一个方程；若 λ = 1，则第一个方程无解. 但坐标原点 (0, 0) 到曲线 (x− 1)3 − y2 = 0

的最短距离必然存在，所以根据注1.22.7.6可知在极值点处有

rank
[
∂g

∂x

∂g

∂y

]
< 1 ⇐⇒ rank

[
∂g

∂x

∂g

∂y

]
= 0.

于是可列出方程组 
gx(x, y) = 3(x− 1)2 = 0,

gy(x, y) = −2y = 0,

g(x, y) = (x− 1)3 − y2 = 0.

解得唯一极值点 (x, y) = (1, 0). 故所求最短距离 dmin = d(1, 0) = 1.

0 2 4 6 8 10

-30

-20

-10

0

10

20

30

图 1.30: 例1.22.7.7中曲线 (x− 1)3 − y2 = 0 以 (0, 0) 为奇点
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定理 1.22.7.8 设目标函数 f(x) = f(x1, · · · , xm+p) 及其满足的约束条件

gi(x) = gi(x1, · · · , xm+p) = 0, (i = 1, · · · , p)

中的各函数至少是二阶连续可微的，设 a = (a1, · · · , am+p) 和 λ = (λ1, · · · , λp) 满足必要条

件 
∂f

∂xk
(a) +

p∑
r=1

λr
∂gr
∂xk

(a) = 0, k = 1, · · · ,m+ p;

gr(a) = 0, r = 1, · · · , p.

并记

F (x, λ) = f(x) +

p∑
r=1

λrgr(x).

如果 F 在 (a, λ) 处的 Hesse 方阵
[
∂2F

∂xk∂xl
(a, λ)

]m+p

k,l=1

是正定的（负定的），那么目标函数在

条件约束下于 a 点取得严格的极小值（严格的极大值）.

注 1.22.7.9 与无条件极值不同，当 (a, λ) 是辅助函数 F (x, λ) 的临界点，但在这点方阵[
∂2F

∂xk∂xl
(a, λ)

]m+p

k,l=1

是不定的时，并不能得出“f 不取得条件极值”的结论，因为当考虑

f(a+ h)− f(a) =
1

2

m+p∑
k,l=1

∂2F

∂xk∂xl
(a, λ)hkhl + o

(
‖h‖2

)
一式时，我们要求 a 与 a+ h 均位于满足所给约束条件的点集中，所以不定方阵仍可能在该

点集上表现出“正（负）定性”（如例1.22.7.10）.

例 1.22.7.10 考察目标函数

f(x, y, z) = x2 + y2 − z2

和约束条件

g(x, y, z) = z = 0.

我们作出辅助函数

F (x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λg(x, y, z) = x2 + y2 − z2 + λz.

显然 (x, y, z, λ) = (0, 0, 0, 0)是 F 的临界点，在这点处 F 的 Hesse方阵


2

2

−2

是不定的.

但目标函数 f 显然在 (x, y, z) = (0, 0, 0) 处取得约束极小值. 这是因为对任意 (x, y) 6= (0, 0)，
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有

[
x y 0

]
2

2

−2



x

y

0

 = 2x2 + 2y2 > 0,

即此 Hesse 方阵对满足 z = 0 的向量 (x, y, z) 仍表现出“正定性”.

在尝试用 Lagrange 乘数法求解条件极值时，通常容易确定定理1.22.7.8中必要条件的方

程组，但一般而言实际解这个方程组并不简单. 我们经常使用一些特殊手段直接从方程组得

出 f 的极值，而非先求出使 f 取到这些极值的特定点，如下面的例1.22.7.11.

例 1.22.7.11 一个以原点为中心的二次曲面的方程为

Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz = 1.

求其各个半轴的长.

解 用 (x1, x2, x3) 代替 (x, y, z)，并引入二次型

q(x) =
[
x1 x2 x3

]
A D E

D B F

E F C


︸ ︷︷ ︸
记为 (aij)


x

y

z

 ,

其中 x = (x1, x2, x3). 原问题等价于求 f(x) = ‖x‖2 = x21 + x22 + x23 的极值，使之服从约束

g(x) = 0，其中 g(x) = q(x)− 1. 引入 Lagrange 乘数并考虑向量方程

∇f(x) + λ∇q(x) = 0 （因为 ∇g = ∇q）.

因为 f 与 q 都是二次齐次函数，由齐次函数的 Euler 定理（定理1.22.3.2）可得

0 = x · (∇f(x) + λ∇q(x)) = x · ∇f(x) + λx · ∇q(x) = 2f(x) + 2λq(x).

因为在曲面 q(x) = 1 上，我们得到 λ = −f(x). 因为本问题中 f(x) 6= 0，所以就得到

1

f(x)∇f(x)−∇q(x) = 0.

记 t =
1

f(x)，便可由向量方程导出下面三个方程：
(a11 − t)x1 + a12x2 + a13x3 = 0,

a21x1 + (a22 − t)x2 + a23x3 = 0,

a31x1 + a32x2 + (a33 − t)x3 = 0.
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因为 x = 0 不可能是此方程的解，欲使此齐次线性方程组有非零解，就要求系数矩阵行列式

为零： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − t a12 a13

a21 a22 − t a23

a31 a32 a33 − t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

因为 q(x) 是对称且正定的二次型，所以二次型的一般理论保证该方程的三个根 t1, t2, t3 都

是实的且正的. 这个二次曲面的三个半轴长分别为 1√
t1
,

1√
t2
,

1√
t3

.

1.22.8 隐函数定理

图 1.31: 隐式曲线的图形

隐式曲线可以是非常复杂的. 就如图1.31中的曲线，将它置于通常的 xOy 坐标系下，问

在这条隐式曲线（记为 F (x, y) = 0，其中 F 是连续可微的）上，哪些点满足
∂F

∂y
(x, y) = 0.

这也就是求满足 (∇F )(x,y) = 0 即法向与 y 轴垂直的点. 我们首先会想到图1.31中的 4 个红

点，但实际上 2 个蓝点也满足. 这可以解释为在这两个点处切线不存在，从而法向也不存在，

因此对应的梯度只能是零向量，而零向量自然满足要求. 我们可以通过计算验证：不妨设该

隐式曲线由

F (x, y) =
[
(x+ 1)2 + y2 − 4

] [
(x− 1)2 + y2 − 4

]
= 0

给出. 于是

(∇F )(x,y) =
(
4x3 − 20x+ 4xy2, 4y3 − 12y + 4x2y

)
,

代入蓝点坐标
(
0,±

√
3
)
可得它们的梯度均为零向量. 然而，上述分析只是确定了 .一 .定 .满

.足
∂F

∂y
(x, y) = 0 的点，并不能判断曲线上其余点是否满足. 事实上，图1.31所表示的隐式曲

线可以使每点的梯度都是零向量，若已知它的一种隐函数表示为 F (x, y) = F̃ (x, y) = 0，那

么改用 F (x, y) =
(
F̃ (x, y)

)2
= 0 表示仍对应同一条曲线，但这时对曲线上的任意点 (x, y)，
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都有

(∇F )(x,y) =

(
2F̃ (x, y) · ∂F̃

∂x
, 2F̃ (x, y) · ∂F̃

∂y

)
= (0, 0).

定理 1.22.8.1 设函数 F (x, y) 在包含 (x0, y0) 的一个开集 Ω 上连续可微，并且满足条件

F (x0, y0) = 0,
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0,

则存在以 (x0, y0) 为中心的开方块

D × E ⊆ Ω

(D = (x0 − δ, x0 + δ), E = (y0 − η, y0 + η)) ,

使得：

（1）对任何一个 x ∈ D，恰好存在唯一一个 y ∈ E，满足方程 F (x, y) = 0. 也即方程

F (x, y) = 0 确定了一个从 D 到 E 的函数 y = f(x).

（2）f ∈ C1(D)，其导数
dy
dx = −

∂F
∂x
(x, y)

∂F
∂y
(x, y)

.

推论 1.22.8.2 在定理1.22.8.1中，如果函数 F (x, y) 在开集 Ω 上是 r 阶连续可微的，那么由

F (x, y) = 0, x ∈ D, y ∈ E

确定的函数 y = f(x) 在开区间 D 上也是 r 阶连续可微的.

注 1.22.8.3 定理1.22.8.1条件中的 ∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0并非能表成函数 y = f(x)的必要条件，如

图1.32中红点附近也可以确定函数 y = f(x).

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

图 1.32: 这条隐式曲线在 ∂F

∂y
(x0, y0) = 0 的点附近也可以确定函数 y = f(x)
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定理 1.22.8.4 设 m + 1 元函数 F
(
x1, · · · , xm, y

)
在包含

(
x10, · · · , xm0 , y0

)
的一个开集 Ω 上

连续可微，并且满足条件

F
(
x10, · · · , xm0 , y0

)
= 0,

∂F

∂y

(
x10, · · · , xm0 , y0

)
6= 0,

则存在以
(
x10, · · · , xm0 , y0

)
为中心的一个开方块

D × E ⊆ Ω(
D =

(
x10 − δ, x10 + δ

)
× · · · × (xm0 − δ, xm0 + δ) , E = (y0 − η, y0 + η)

)
,

使得：

（1）对任何一点
(
x1, · · · , xm

)
∈ D，恰好存在唯一一个 y ∈ E，满足方程 F

(
x1, · · · , xm, y

)
=

0. 也即方程 F
(
x1, · · · , xm, y

)
= 0 确定了一个从 D 到 E 的函数 y = f

(
x1, · · · , xm

)
.

（2）f ∈ C1(D)，其各阶偏导数

∂y

∂xi
= −

∂F
∂xi

(x1, · · · , xm, y)
∂F
∂y

(x1, · · · , xm, y)
.

推论 1.22.8.5 在定理1.22.8.4中，如果函数 F 在开集 Ω 上 r 阶连续可微，那么由

F
(
x10, · · · , xm0 , y0

)
= 0,

(
x1, · · · , xm

)
∈ D, y ∈ E

确定的函数 y = f
(
x1, · · · , xm

)
在开方块 D 上也是 r 阶连续可微的.

定理 1.22.8.6 设 Ω 是 Rm+p = Rm × Rp 中的一个开集，F : Ω → Rp 是一个连续可微的向

量值函数，(x0, y0) ∈ Ω. 如果

F (x0, y0) = 0, det (DyF (x0, y0)) 6= 0,

那么存在以 (x0, y0) 为中心的开方块

D × E ⊆ Ω

(D = {x ∈ Rm | ‖x− x0‖ < δ} , E = {y ∈ Rp | ‖y − y0‖ < η}) ,

使得：

（1）对任何一个 x ∈ D，恰好存在唯一一个 y ∈ E，满足方程 F (x, y) = 0. 也即方程

F (x, y) = 0 定义了一个从 D 到 E 的隐函数 y = f(x).

（2）f ∈ C1(D)，其微分可以表示为

Df(x) = − (DyF (x, f(x)))
−1 DxF (x, f(x)).
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证明 定义线性映射

Φ : Ω → Rp, Φ(x, y) = y − (DyF (x0, y0))
−1 F (x, y).

则

DyΦ(x, y) = Ip − (DyF (x0, y0))
−1 DyF (x, y).

因为 (x0, y0) 是开集 Ω 中的点，且在这点有

DyΦ(x0, y0) = Ip − Ip = O（零线性映射）,

det (DyF (x0, y0)) 6= 0,

所以对于任意取定的 α ∈ (0, 1)，存在 η > 0，使得只要

‖x− x0‖ ⩽ η, ‖y − y0‖ ⩽ η,

就有 
(x, y) ∈ Ω,

‖DyΦ(x, y)‖ < α < 1,

det (DyF (x, y)) 6= 0.

记

E := {y ∈ Rp | ‖y − y0‖ < η} , E := {y ∈ Rp | ‖y − y0‖ ⩽ η} .

因为 Φ(x0, y0) = y0，所以存在 δ ∈ (0, η)，使得只要

x ∈ D := {x ∈ Rm | ‖x− x0‖ < δ} ,

就有

‖Φ(x, y0)− y0‖ < (1− α)η.

对于任意（暂时取定）的 x ∈ D，考虑线性映射

Φ(x, · ) : E → Rp.

对任意 z ∈ E，有

‖Φ(x, z)− y0‖ ⩽ ‖Φ(x, z)− Φ(x, y0)‖+ ‖Φ(x, y0)− y0‖

⩽ ‖DyΦ(x, ξ)‖ · ‖z − y0‖+ ‖Φ(x, y0)− y0‖

< αη + (1− α)η = η.
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由此可见，对任意 z ∈ E 都有 Φ(x, z) ∈ E. 于是 Φ(x, · ) 实际上是从 E 到 E 的一个映射：

Φ(x, · ) : E → E ⊆ E.

我们通过赋予集合 E 由范数 ‖ · ‖ 诱导的度量使其成为一个完备度量空间. 在这空间中，我

们有

‖Φ(x, z′)− Φ(x, z′′)‖ ⩽ ‖DyΦ(x, ξ
′)‖ · ‖z′ − z′′‖ ⩽ α‖z′ − z′‖, ∀z′, z′′ ∈ E.

由 α ∈ (0, 1) 知 Φ(x, · ) 是 E 上的压缩映照. 根据压缩映照原理（定理1.21.1.18），存在唯一

的 y ∈ E，使得 y = Φ(x, y). 由前述可知，实际上有 y ∈ E. 这样就证明了对任意 x ∈ D，存

在唯一一个 y ∈ E，使得 y = Φ(x, y)，也即 F (x, y) = 0.

把由此确定的从 D 到 E 的函数记为 y = f(x). 因为

f(x) ≡ Φ(x, f(x)), ∀x ∈ D,

所以只要 x, x+ h ∈ D，就有

‖f(x+ h)− f(x)‖ = ‖Φ(x+ h, f(x+ h))− Φ(x, f(x))‖

⩽ ‖Φ(x+ h), f(x+ h)− Φ(x+ h, f(x))‖+ ‖Φ(x+ h, f(x))− Φ(x, f(x))‖

⩽ α‖f(x+ h)− f(x)‖+ ‖DxΦ(x+ θh, f(x))‖ · ‖h‖

⩽ α‖f(x+ h)− f(x)‖+ β‖h‖.

其中

θ ∈ (0, 1), β = sup
(x,y)∈D×E

{DxΦ(x, y)}

(
D = {x ∈ Rm | ‖x− x0‖ ⩽ δ}

)
.

我们得到

‖f(x+ h)− f(x)‖ ⩽ β

1− α
‖h‖, ∀x, x+ h ∈ D.

这就证明了函数 f 的连续性. 我们取

γ := max
ß

β

1− α
, 1

™
⩾ 1,

于是

‖f(x+ h)− f(x)‖ ⩽ γ‖h‖, ∀x, x+ h ∈ D.
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因为 F (x, y) 在 Ω 中可微，所以对取定的 (x, y) ∈ Ω 和任意给定的 ε > 0，只要增量 (h, k)

的范数 ‖(h, k)‖ 充分小，就有

‖F (x+ h, y + k)− F (x, y)− DxF (x, y)h− DyF (x, y)k‖ < ε‖(h, k)‖.

取 x ∈ D, y = f(x) ∈ E，并令 k := f(x+ h)− f(x). 则对足够小的 h 有

‖k‖ = ‖f(x+ h)− f(x)‖ ⩽ γ‖h‖,

‖(h, k)‖∞ := max {‖h‖, ‖k‖} ⩽ γ‖h‖.

于是，只要 ‖h‖ 足够小，就有

‖F (x+ h, y + k)− F (x, y)− DxF (x, y)h− DyF (x, y)k‖ < ε‖(h, k)‖ ⩽ εγ‖h‖.

又因为

F (x+ h, f(x) + k) = 0, F (x, f(x)) = 0,

所以上面的不等式可化简为

‖DxF (x, f(x))h+ DyF (x, f(x))h‖ < εγ‖h‖.

由此可得

‖f(x+ h)− f(x) + (DyF (x, f(x)))
−1 DxF (x, f(x))h‖

=‖k + (DyF (x, f(x)))
−1 DxF (x, f(x))h‖

=‖ (DyF (x, f(x)))
−1 · (DyF (x, f(x))k + DxF (x, f(x))h) ‖

⩽‖ (DyF (x, f(x)))
−1 ‖ · ‖DyF (x, f(x))k + DxF (x, f(x))h‖

<ρεγ‖h‖,

其中

ρ := ‖ (DyF (x, f(x)))
−1 ‖.

这就证明了 f 在任意 x ∈ D 的可微性，且得到

Df(x) = − (DyF (x, f(x)))
−1 DxF (x, f(x)).

而从这个表示式也可看出 Df(x) 的连续性.

推论 1.22.8.7 在定理1.22.8.6中，如果 F 是 r 阶连续可微的（r ⩾ 1），那么由 F (x, y) = 0

确定的隐函数 f : D → E ⊆ Rp 也是 r 阶连续可微的.
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1.22.9 逆映射定理

定义 1.22.9.1 设 Ω 是 Rm 中的一个开集，f : Ω → Rm 是一个 Cr 映射，a ∈ Ω. 如果存在包

含点 a 的开集 U 和包含点 b = f(a) 的开集 V 使得 f 限制在 U 上是从 U 到 V 的一个 Cr

同胚，那么就说 f 在 a 点是局部 Cr 同胚.20

定理 1.22.9.2 (局部逆映射定理) 设 Ω 是 Rm 中的一个开集，f : Ω → Rm 是一个连续可微

映射，a ∈ Ω. 如果 det (Df(a)) 6= 0，那么 f 在 a 点是局部微分同胚.

推论 1.22.9.3 在定理1.22.9.2中，如果 f 是 r 阶连续可微的（r ⩾ 1），那么局部逆映射

g = (f |U)−1 也是 r 阶连续可微的，即 f 在 a 点是一个局部 Cr 同胚.

引理 1.22.9.4 设 Ω 是 Rm 中的一个开集，f : Ω → Rm 是一个连续可微映射. 如果

det (Df(x)) 6= 0, ∀x ∈ Ω,

那么 f 把 Ω 的任何开子集 G 仍映成 Rm 中的开集.21

定理 1.22.9.5 (全局逆映射定理) 设 G 是 Rm 中的开集，而 f : G→ Rm 是一个 r 阶连续可

微的映射（r ⩾ 1）. 如果

（1）f 是单射；

（2）det (Df(x)) 6= 0，∀x ∈ G，

那么 f 是从开集 G 到开集 f(G) 的一个 Cr 微分同胚.

注 1.22.9.6 定理1.22.9.5中的条件（1）并不能从条件（2）推得，我们有以下两个反例.

例 1.22.9.7 (反例 1) 对于映射

f : R2 → R2,

x
y

 7→
√
2e

x
2

cos
(
ye−x

)
sin
(
ye−x

)
 ,

我们有

Df(x, y) =


√
2e

x
2

[
1

2
cos
(
ye−x

)
+ e−xy sin

(
ye−x

)]
−
√
2e−

x
2 sin

(
ye−x

)
√
2e

x
2

[
1

2
sin
(
ye−x

)
− e−xy cos

(
ye−x

)] √
2e−

x
2 cos

(
ye−x

)
 .

计算可得 det (Df(x, y)) ≡ 1 6= 0，满足定理1.22.9.5中的条件（2）. 但 f 不是 R2 → R2 的双

射，因为当 x 固定时，f 的取值随 y 周期性变化.
20我们把（局部）C0 同胚简单地叫作（局部）同胚，把（局部）C1 同胚叫作（局部）微分同胚，有时也把

r > 1 的情形的（局部）Cr 同胚叫作（局部）Cr 微分同胚.
21若映射 f 把开集仍映成开集，则称 f 是一个开映射.
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例 1.22.9.8 (反例 2) 对于映射

f : R2\ {(0, 0)} → R2\ {(0, 0)} , (x, y) 7→
(
x2 − y2, 2xy

)
,

我们有

Df(x, y) =

2x −2y

2y 2x

 .
计算可得 det (Df(x, y)) = 4

(
x2 + y2

)
> 0，满足定理1.22.9.5中的条件（2）. 但 f 不是

R2 → R2 的双射，因为对于 (x, y) 6= (0, 0)，我们有

(−x,−y) 6= (x, y) 但 f(−x,−y) = f(x, y).

【构造此反例的背景：考虑映射

φ : C\ {0} → C\ {0} , z 7→ z2,

把 C 中的点 z = x+ iy 等同于 R2 中的点 (x, y).】

1.23 R3 中的微分几何

1.23.1 曲线的切线

下面考虑的都是正则（光滑）曲线（定义见定义1.10.1.9）.

¶参数曲线

定理 1.23.1.1 考虑 R3 中的一条正则曲线
x = x(t),

y = y(t),

z = z(t),

t ∈ J（J 为区间）,

设 P0 是曲线上一点，其向径为 r(t0) = (x(t0), y(t0), z(t0))，则曲线在点 P0 处的切线方程为

x− x(t0)

x′(t0)
=
y − y(t0)

y′(t0)
=
z − z(t0)

z′(t0)
.

¶显式曲线

显式表示的曲线

y = y(x), z = z(x), x ∈ I,
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可看作以 x 为参数的参数曲线. 于是曲线在点 P0(x0, y0, z0) 处的切线方程为y = y(x0) + y′(x0)(x− x0),

z = z(x0) + z′(x0)(x− x0).

¶隐式曲线

考虑隐式曲线 F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0,

其中 F 和 G 都是连续可微函数，并且

rank


∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂G

∂x

∂G

∂y

∂G

∂z

 = 2.

那么在该曲线的每点附近，总可以解出某两个变元作为第三个变元的函数，把曲线方程写成

显式形式，进而写出曲线方程. 当然，也可以考察所给的曲线隐式方程组在点 P0(x0, y0, z0)

邻近的一个参数解 
x = x(t),

y = y(t),

z = z(t),

t ∈ J = (t0 − η, t0 + η),

(x(t0), y(t0), z(t0)) = (x0, y0, z0).

这样的参数解一定存在，因为显式解就提供了一种参数解. 于是F (x(t), y(t), z(t)) ≡ 0,

G(x(t), y(t), z(t)) ≡ 0.

在 t = t0 处微分上述恒等式，就得到

(
∂F

∂x

)
P0

x′(t0) +

(
∂F

∂y

)
P0

y′(t0) +

(
∂F

∂z

)
P0

z′(t0) = 0,

(
∂G

∂x

)
P0

x′(t0) +

(
∂G

∂y

)
P0

y′(t0) +

(
∂G

∂z

)
P0

z′(t0) = 0.
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引入 Nabla 算子22

∇ = ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
,

可以将上式改写为 (∇F )P0 · r′(t0) = 0,

(∇G)P0 · r′(t0) = 0.

同时也可知曲线在点 P0 处的切向量平行于 (∇F )P0
× (∇G)P0

.

1.23.2 曲面的切平面

下面考虑的都是正则曲面.

¶参数曲面

定理 1.23.2.1 设 R3 中一块参数曲面
x = x(u, v),

y = y(u, v),

z = z(u, v),

(u, v) ∈ ∆,

其中 ∆是参数曲面上的一个开区域.设 x(u, v), y(u, v), z(u, v)都是 ∆中的连续可微函数，且

rank

∂x∂u ∂y

∂u

∂z

∂u
∂x

∂v

∂y

∂v

∂z

∂v

 = 2.

设 P0 是该曲面上一点，其坐标为

(x0, y0, z0) = (x(u0, v0), y(u0, v0), z(u0, v0)).

则该曲面在点 P0 的切平面方程为∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

xu(u0, v0) yu(u0, v0) zu(u0, v0)

xv(u0, v0) yv(u0, v0) zv(u0, v0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

22Nabla 算子 ∇ 作用于一个可微的 .数 .值函数 F (x, y, z) 会产生一个向量

(∇F )P0
= ex

(
∂F

∂x

)
P0

+ ey
(
∂F

∂y

)
P0

+ ez
(
∂F

∂z

)
P0

.
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¶显式曲面

显式表示的连续可微曲面

z = f(x, y), (x, y) ∈ D

可看作以 (x, y) 为参数的参数曲面. 于是曲面在点 P0(x0, y0, z0) 的切平面的方程为∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

1 0 fx(x0, y0)

0 1 fy(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

即

z = z0 + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

¶隐式曲面

考虑隐式曲面 F (x, y, z) = 0，F 是连续可微函数，且(
∂F

∂x

)2

+

(
∂F

∂y

)2

+

(
∂F

∂z

)2

6= 0.

在曲面上任取点 P0(x0, y0, z0)，考察曲面上经过这点的任意一条连续可微的参数曲线
x = x(t),

y = y(t),

z = z(t),

t ∈ J,

(x(t0), y(t0), z(t0)) = (x0, y0, z0).

我们有恒等式

F (x(t), y(t), z(t)) ≡ 0.

将其对 t 微分，就得到

Fxx
′(t) + Fyy

′(t) + Fzz
′(t) = 0.

因此任何一条这样的曲线在点 P0 的切线都正交于向量 (∇F )P0 . 故曲面在点 P0 的切平面方

程为

向量形式：(∇F )P0 · (r − r0) = 0

或

坐标形式：(Fx)P0(x− x0) + (Fy)P0(y − y0) + (Fz)P0(z − z0) = 0.
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1.23.3 曲线的曲率

引理 1.23.3.1 对于可导的向量值函数 r1(t) 和 r2(t)，我们有

d
dt 〈r1(t), r2(t)〉 =

≠dr1(t)
dt , r2(t)

∑
+

≠
r1(t),

dr2(t)
dt

∑
.

引理 1.23.3.2 向量值函数 r = r(t), t ∈ J 保持定长 ⇐⇒ r′(t) ⊥ r(t), ∀t ∈ J .

引理 1.23.3.3 设 r(t) 是单位长向量，则 r′(t) 在与 r(t) 正交的方向上，它的模 ‖r′(t)‖ 表示

向量 r(t) 转动的角度相对于参数 t 的变化率.

定义 1.23.3.4 把切向量 T(s) 相对于弧长 s 的转动速率 ‖Ṫ(s)‖ = ‖r̈(s)‖ 称为曲线在给定点

的曲率，记作 k(s). 曲率 k(s) 的倒数 ρ(s) =
1

k(s)
称为曲率半径.

1.23.4 Frenet 标架与曲线的挠率

定义 1.23.4.1 曲线上曲率等于 0 的点被称为平直点. 在一段不含平直点的曲线上可以定义

N(s) :=
Ṫ(s)
‖Ṫ(s)‖

=
r̈(s)

‖r̈(s)‖ .

这是正交于 T(s) 的一个单位向量，称为曲线在给定点的主法线向量. 再做出第三个向量

B(s) := T(s)× N(s).

这称为曲线在给定点的副法线向量. 在曲线上的给定点，由 T(s) 与 N(s) 决定的平面称为曲

线在这点的密切平面；由 T(s) 与 B(s) 决定的平面称为曲线在这点的从切平面；由 N(s) 与

B(s) 决定的平面称为曲线在这点的法平面. 这样，在曲线的每一个非平直点，我们建立了一

个规范正交标架 {T(s),N(s),B(s)}23，它被称为 Frenet 标架24. 由 Frenet 标架决定的三面形

被称为基本三面形.

引理 1.23.4.2 设 e1(t), e2(t), e3(t) 是向量值函数，对每一参数值 t 它们都组成一个规范正交

标架 {e1(t), e2(t), e3(t)}. 如果将

e′i(t) (i = 1, 2, 3)

按这个标架展开

e′i(t) =
3∑
j=1

ωijej(t),

23T,N,B 分别表示 tangent, normal, binormal.
24当点沿着曲线运动时，Frenet 标架也随之运动，这样的标架被称为活动标架.
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那么展开的系数应该是反对称的，即

ωji = −ωij, i, j = 1, 2, 3.

由此可知

ωii = 0, i = 1, 2, 3.

证明 我们有

〈ei(t), ej(t)〉 = δij,

对 t 求导得到

〈e′i(t), ej(t)〉+
〈
ei(t), e′j(t)

〉
= 0.

这就是

ωij + ωji = 0, i, j = 1, 2, 3.

定理 1.23.4.3 对于曲线的 Frenet 标架 {T(s),N(s),B(s)}，我们有
Ṫ = kN,

Ṅ = −kT +τB,

Ḃ = −τN,

这里 k = k(s) 是曲线在给定点的曲率.

证明 对于标架 {T(s),N(s),B(s)}，用引理1.23.4.2就得到
Ṫ = ω12N +ω13B,

Ṅ = −ω12T +ω23B,

Ḃ = −ω13T −ω23N.

而由 N 的定义，

Ṫ = ‖Ṫ‖N = k(s)N,

所以有

ω12 = k, ω13 = 0.

记 ω23 = τ 就得到定理1.23.4.3中的公式.
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定义 1.23.4.4 定理1.23.4.3中所给出的公式被称为 Frenet公式.该公式中的系数 τ 被称为曲

线在给定点的挠率.
The Frenet FrameThe Frenet Frame

tangent          normal        binormal

21

密切
平面

8 1 Examining Curves and Surfaces

Fig. 1.3 Modification of the
tangential, normal, and
binormal vectors when
moving along the curve

T

T

N

N

B

B

the parameter s (the distance traveled along the curve) having been introduced in
the previous exercise.

What is the interpretation of the parameter τ? Well, one knows that if a given
vector !u is rotating by an infinitesimal angle d !α (the vector symbol refers here to
the direction of the rotation axis in accordance with the right-hand screw rule), then
the change in the vector !u is given by

d !u = d !α × !u. (1.1.23)

In our case the vector !B is rotating around the perpendicular axis, designated by !T .
Hence it can be inferred from (1.1.23) that

∣∣∣∣
d !u
dα

∣∣∣∣ = |!u|. (1.1.24)

We are interested in the twist of the vector !u = !B along the curve. So we have

∣∣∣∣∣
d !B
dα

∣∣∣∣∣ = | !B| = 1 #⇒
∣∣∣∣∣
d !B
ds

· ds

dα

∣∣∣∣∣ = 1, (1.1.25)

i.e.,

|τ | =
∣∣∣∣
dα

ds

∣∣∣∣ . (1.1.26)

图 1.33: Frenet 标架

对于用弧长参数表示的曲线 r = r(s)，由定理1.22.6.4可得

r(s) = r(s0) + (s− s0)ṙ(s0) +
(s− s0)

2

2!
r̈(s0) + o

(
|s− s0|2

)
.

按照定义，切向量 T(s0) 与主法线向量 N(s0) 张成曲线在给定点的密切平面 Π0. 因为

ṙ(s0) = T(s0), r̈(s0) = kN(s0),

所以

r(s0) + (s− s0)ṙ(s0) +
(s− s0)

2

2!
r̈(s0)

是密切平面 Π0 上的点. 这说明在给定点邻近，曲线离密切平面 Π0 的距离是高于二阶的无

穷小量. 因此我们说密切平面 Π0 是在给定点与曲线贴合得最紧密的一张平面. 副法线向量

B(s) 是密切平面的法线，而 |τ | = ‖Ḃ‖，所以 |τ | 表示 B 相对于弧长的转动速率，也即密切

平面相对于弧长的转动速率. 因此挠率 τ 的几何意义是曲线挠曲的程度（偏离平面曲线的程

度）.

推论 1.23.4.5 对于平面曲线 r = r(s)，Frenet 公式可以写成 Ṫ = kN,

Ṅ = −kT.
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1.23.5 曲率与挠率的计算公式

¶弧长参数

由 Frenet 公式，
ṙ = T,

r̈ = Ṫ = kN,
...r =

d
ds(kN) = k̇N + kṄ = −k2T +k̇N +kτB.

故

k = ‖r̈‖, τ =
(ṙ, r̈, ...r )

‖r̈‖2 .

这里记号 (u, v,w) := (u × v) · w 表示混合积.

¶一般参数

对于更一般的参数，我们有

r′ = ṙds
dt ,

r′′ = ṙd2s

dt2 + r̈
(

ds
dt

)2

,

r′′′ = ṙd3s

dt3 + 3r̈ds
dt

d2s

dt2 +
...r
(

ds
dt

)3

.

由

ṙ = T, r̈ = kN =⇒ ṙ × r̈ = kB =⇒ ‖ṙ × r̈‖ = k

可得25

‖r′‖ =
ds
dt ,

‖r′ × r′′‖ = ‖ṙ × r̈‖
(

ds
dt

)3

= k

(
ds
dt

)3

,

(r′, r′′, r′′′) = (ṙ, r̈, ...r )

(
ds
dt

)6

.

于是

k =
‖r′ × r′′‖
‖r′‖3 , τ =

(r′, r′′, r′′′)
‖r′ × r′′‖2 .

25这里用到了向量外积运算分配律.
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1.23.6 曲面的第一与第二基本形式

设曲面的参数方程为

r = r(u, v), (u, v) ∈ ∆.

并假设 r(u, v) 连续可微足够多次且满足正则条件：

ru × rv 6= 0, ∀(u, v) ∈ ∆.

在这条件下，曲面在每一点有确定的法线（因而有确定的切平面）. 我们约定用记号 n =

n(u, v) 表示曲面在给定点的单位法向量.

¶曲面上曲线的弧长与曲面的第一基本形式

考虑曲面上的一条连续可微曲线

r = r(u(t), v(t)), t ∈ J,

这里假设 u(t) 和 v(t) 都在区间 J 上连续可微. 对 t 求导得

r′ = ru
du
dt + rv

dv
dt =⇒ dr = rudu+ rvdv.

曲线的弧长微元

ds = ‖r′‖dt = ±‖r′dt‖ = ±‖dr‖.

因而

ds2 = 〈dr, dr〉 = E du2 + 2F du dv +G dv2,

这里

E := 〈ru, ru〉 , F := 〈ru, rv〉 , G := 〈rv, rv〉 .

我们约定记

I(du, dv) := E du2 + 2F du dv +G dv2.

于是曲面上的曲线弧长可按下式计算：

S = s0 +

ˆ t

t0

√
E

(
du
dt

)2

+ 2F
du
dt

dv
dt +G

(
dv
dt

)2

dt

= s0 +

ˆ t

t0

 
I

(
du
dt ,

dv
dt

)
dt.

我们把微分 du 和 dv 的二次型

I = E du2 + 2F du dv +G dv2
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叫作曲面的第一基本形式.

¶曲面上曲线的曲率与曲面的第二基本形式

考虑曲面上曲线的弧长参数方程

r = r(u(s), v(s)), s ∈ J.

这里假设 u(s) 和 v(s) 至少是二阶连续可微的. 求导得

ṙ = ru
du
ds + rv

dv
ds ,

r̈ = ruu
(

du
ds

)2

+ 2ruv
du
ds

dv
ds + rvv

(
dv
ds

)2

+ ru
d2u

ds2 + rv
d2v

ds2 .

因为

n · ru = n · rv = 0,

所以

n · r̈ = n · ruu
(

du
ds

)2

+ 2n · ruv
du
ds

dv
ds + n · rvv

(
dv
ds

)2

=
L du2 + 2M du dv +N dv2

ds2 ,

这里

L := n · ruu, M := n · ruv, N := n · rvv.

我们把关于 du 和 dv 的二次型

II = L du2 + 2M du dv +N dv2

叫作曲面的第二基本形式. 于是上面的式子可记作

n · r̈ =
II
I .

如果把 n 与 r̈ 之间的夹角记为 θ，那么上式即

k cos θ = II
I .

我们把

kn = kn(du, dv) =
II(du, dv)
I(du, dv)

叫作曲面在给定点沿方向 (du, dv)（或者说沿方向 ru du+ rv dv）的法曲率. 上式也可以写作

k cos θ = kn.
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在曲面的给定点，通过曲面法线的任何一张平面都被称为法面. 法面截曲面所得到的曲

线被称为法截线. 每一个切方向 ru du + rv dv 与曲面的法线共同决定一张法面，从而也共同

决定一条法截线.因为法截线的主法线向量在曲面过该点的法线上，所以 θ = 0或 θ = π，法

截线在给定点的曲率为 ±kn. 也就是说，在曲面的给定点，沿任意给定的切方向，法曲率的

绝对值 |kn| 就是法截线的曲率. 有了第一与第二基本形式，就能计算沿任意方向的法曲率，

从而了解曲面在给定点沿任意方向的弯曲程度.

3.4. CURVATURE OF SURFACES 37

3.4. Curvature of Surfaces

Let’s take a more in-depth look at the curvature of surfaces. The word “curvature” really
corresponds to our everyday understanding of what it means for something to be curved: eggshells,
donuts, and cavatappi pasta have a lot of curvature; floors, ceilings, and cardboard boxes do not.
But what about something like a beer bottle? Along one direction the bottle quickly curves around
in a circle; along another direction it’s completely flat and travels along a straight line:

X2

X1

This way of looking at curvature—in terms of curves contained in the surface—is often how we
treat curvature in general. In particular, let df(X) be a unit tangent direction at some distinguished
point on the surface, and consider a plane containing both df(X) and the corresponding normal N.
This plane intersects the surface in a curve, and the curvature κn of this curve is called the normal
curvature in the direction X:

N df(X)

df(X)N1/κn

Remember the Frenet-Serret formulas? They tell us that the change in the normal along a curve
is given by dN = κT − τB. We can therefore get the normal curvature along X by extracting the
tangential part of dN:

κn(X) =
df(X) · dN(X)

|df(X)|2 .

图 1.34: 法面、法截线与法曲率半径

法曲率的倒数 ρn =
1

kn
被称为法曲率半径，它满足 ρ = ρn cos θ. 为了给这个式子一个直

观的几何解释，在曲线 r = r(s) 的非平直点，我们约定把向量

ρN =
1

k
N =

1

k2
r̈

看作曲线在这点的曲率半径26. 类似地，在曲面 r = r(u, v) 的给定点，我们约定把向量 ρnn

看作曲面在这点沿给定切方向的法曲率半径. 这样，看作向量的法曲率半径与相应的看作向

量的法截线的曲率半径相等.于是我们可以把 ρ = ρn cos θ 一式解释为下面的 Meusnier定理：

定理 1.23.6.1 (Meusnier) 在曲面上过给定点且具有共同切方向的所有曲线当中，法截线的

曲率半径最长，其他曲线的曲率半径等于法曲率半径在该曲线的密切平面上的投影.
26这样，曲率半径越短意味着曲线在这点弯曲得越厉害.
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144 3. The Geometry of the Gauss Map

Remark. The normal curvature of C does not depend on the orientation of
C but changes sign with a change of orientation for the surface.

To give an interpretation of the second fundamental form IIp, consider a
regular curve C ⊂ S parametrized by α(s), where s is the arc length of C, and
with α(0) = p. If we denote by N(s) the restriction of the normal vector N to
the curve α(s), we have 〈N(s), α′(s)〉 = 0. Hence,

〈N(s), α′′(s)〉 = −〈N ′(s), α′(s)〉.

Therefore,

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0)), α′(0)〉
= −〈N ′(0), α′(0)〉 = 〈N(0), α′′(0)〉
= 〈N, kn〉(p) = kn(p).

In other words, the value of the second fundamental form IIp for a unit vector
v ∈ Tp(S) is equal to the normal curvature of a regular curve passing through
p and tangent to v. In particular, we obtained the following result.

PROPOSITION 2 (Meusnier). All curves lying on a surface S and hav-
ing at a given point p ∈ S the same tangent line have at this point the same
normal curvatures.

The above proposition allows us to speak of the normal curvature along a
given direction at p. It is convenient to use the following terminology. Given
a unit vector v ∈ Tp(S), the intersection of S with the plane containing v and
N(p) is called the normal section ofS atp alongv (Fig. 3-9). In a neighborhood
of p, a normal section of S at p is a regular plane curve on S whose normal
vector n at p is ±N(p) or zero; its curvature is therefore equal to the absolute
value of the normal curvature along v at p. With this terminology, the above

C

υ

Normal section at p along υ

p

Cn

N

Figure 3-9. Meusnier theorem:
C and Cn have the same normal
curvature at p along v.p点处沿v⽅向的法截线

图 1.35: C 与 Cn 在 p 点处沿 v 方向有相同的法曲率

1.24 曲线积分

1.24.1 第一型曲线积分

定理 1.24.1.1 设曲线 K 由参数方程

x = φ(t), y = ψ(t) (t0 ⩽ t ⩽ T )

给出，其中函数 φ 及 ψ 与它们的导数 φ′ 及 ψ′ 都连续；此外，假定曲线上无重点. 那么曲

线就是可求长的，曲线上点 M 的位置可由从一点 A 量起的弧长 s = ĀM 来确定. 且若弧

s = ĀM = s(t) 的增加对应于参数 t 的增加，则ˆ
K

f(M) ds =
ˆ T

t0

f(φ(t), ψ(t))
»
[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

推论 1.24.1.2 若曲线 K 以显式方程 y = y(x) (a ⩽ x ⩽ b) 给出，在函数 y(x) 与其导数

y′(x) 连续的假定下，以 α 表示曲线 K 在每一点处的切线与 x 轴的夹角，则ˆ
K

f(M) ds =
ˆ b

a

f(x, y(x))

| cosα| dx.

特别地，整个曲线 AB 长

S =

ˆ b

a

1

| cosα| dx.

如果我们把曲线弧长定义为外切折线周长的极限，则这一式子是显然的.

推论 1.24.1.3 当曲线 K 用极坐标方程 r = r(θ) (θ1 ⩽ θ ⩽ θ2) 给出时，ˆ
K

f(x, y) ds =
ˆ θ2

θ1

f(r cos θ, r sin θ)
√
r2 + r′2 dθ.
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1.24.2 第二型曲线积分

定理 1.24.2.1 已知曲线 AB 的参数方程为

x = φ(t), y = ψ(t),

且函数 φ 及 ψ 连续，又当参数自 α 变到 β 时曲线以自 A 到 B 的方向描动. 设 P 及 Q 为

连续函数，在曲线 AB 上有连续或至少分段连续的导数，则

ˆ
AB

P dx+Q dy =

ˆ β

α

[P (φ(t), ψ(t))φ′(t) +Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt.

推论 1.24.2.2 若曲线是由显式方程 y = y(x) 给出的，且当 x 自 a 变到 b 时点自 A 位移到

B. 则 ˆ
AB

f(x, y) dx =

ˆ b

a

f(x, y(x)) dx.

同样地，若曲线是由显式方程 x = x(y) 给出的，且当 y 自 c 变到 d 时点自 A 位移到 B. 则
ˆ
AB

f(x, y) dy =

ˆ d

c

f(x(y), y) dy.

定理 1.24.2.3 设 D 是由分段光滑曲线围成的图形，则 D 的面积

σ(D) =

ˆ
∂D

x dy = −
ˆ
∂D

y dx =
1

2

ˆ
∂D

x dy − y dx.

注 1.24.2.4 若曲线上有有限个奇点，用这些点的邻域将它们分开，则对图形的其余部分上

述公式可以应用，再令这些邻域的直径趋于 0 就可知上述公式仍成立.

例 1.24.2.5 求 Descartes 叶形线 x3 + y3 = 3axy 一圈的面积（如图1.36）.

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

图 1.36: Descartes 叶形线
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解 对于有两类齐次项且次数相差 1 的代数曲线方程，通常可以通过令 y = tx 求得参数方

程. 则

x =
3at

1 + t3
, y =

3at2

1 + t3
.

由几何意义可知 t =
y

x
从 0 变到 +∞. 因为

dx = 3a
1− 2t3

(1 + t3)2
dt, dy = 3a

2t− t4

(1 + t3)2
dt,

所以所求面积为
9a2

2

ˆ +∞

0

t2

(1 + t3)2
dt = 3

2
a2.

1.24.3 两类曲线积分的联系

定理 1.24.3.1 考虑无重点及奇点的分段光滑曲线 K，以 α 表示向着弧的增加方向的切线与

x 轴间的夹角，则 ˆ
K

P dx+Q dy =

ˆ
K

(P cosα +Q sinα) ds.

推论 1.24.3.2 定理1.24.2.3中的面积公式可以改写成第一型曲线积分：

σ(D) =
1

2

ˆ
∂D

x dy − y dx =
1

2

ˆ
∂D

(x cosα− y sinα) ds.

若变成极坐标则为

σ(D) =
1

2

ˆ
∂D

r(sinα cos θ − cosα sin θ) ds = 1

2

ˆ
∂D

r sin(α− θ) ds.

注意到 α− θ 是点的位置向量与该点处切线间的夹角 (r, t)，故上式可记为

σ(D) =
1

2

ˆ
∂D

r sin(r, t) ds.

注 1.24.3.3 对 R3 中的曲线积分也可得到类似结果：

ˆ
K

P dx+Q, dy +R dz =
ˆ
K

(P cosα +Q cos β +R cos γ) ds,

其中 cosα, cos β, cos γ 是切线的方向余弦，其方向对应于积分道路的方向.
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1.24.4 曲线积分与道路无关的条件

定理 1.24.4.1 设在连通区域 D内已知连续函数 P,Q，K 是连接 D中 A,B 两点的分段光滑

曲线. 则第二型曲线积分
ˆ
K

P dx+Q dy 与积分道路的形状无关 ⇐⇒ 微分式 P dx + Q dy

在 D 中为某一个两变量单值函数的（全）微分27.

推论 1.24.4.2 若微分式 P dx+Q dy 是某一单值函数 Φ(x, y) 的全微分，则
ˆ
K

P dx+Q dy = Φ(M)
∣∣∣B
A
.

定理 1.24.4.3 设 ∂P

∂y
与

∂Q

∂x
在区域 D 中存在且连续. 若微分式 P dx + Q dy 是恰当微分，

则
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
. 当 D 是单连通区域时，逆命题也成立.

证明 ¬若微分式 P dx+Q dy 是恰当微分，设它是函数 Φ(x, y) 的微分，即

P =
∂Φ

∂x
, Q =

∂Φ

∂y
.

则由
∂P

∂y
与

∂Q

∂x
连续可知

∂P

∂y
=

∂2Φ

∂x∂y
=

∂2Φ

∂y∂x
=
∂Q

∂x
.

­当 D 是单连通区域时，先考虑 D 是有界闭矩形 [a, b]× [c, d] 的情形. 我们要在 [a, b]×

[c, d] 上确定函数 Φ(x, y)，使得 P dx+Q dy 是其全微分. 在 [a, b] 中任取两值 x0 及 x，当 y

固定于 [c, d] 中任意一值时，

Φ(x, y)− Φ(x0, y) =

ˆ x

x0

P (x, y) dx.

对于 [c, d] 中任意两值 y0 及 y，有

Φ(x0, y)− Φ(x0, y0) =

ˆ y

y0

Q(x0, y) dy.

将以上两式相加即得

Φ(x, y) =

ˆ x

x0

P (x, y) dx+
ˆ y

y0

Q(x0, y) dy + Φ(x0, y0).

对于以上构造的函数 Φ(x, y)，有
∂Φ

∂x
= P (x, y)，以及

∂Φ

∂y
=

ˆ x

x0

∂P

∂y
dx+Q(x0, y)

∂P
∂y

= ∂Q
∂x

======

ˆ x

x0

∂Q

∂x
dx+Q(x0, y) = Q(x, y).

27此时称这个微分式为恰当微分.
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再由
∂P

∂y
与

∂Q

∂x
连续可知微分式 P dx+Q dy 就是 Φ(x, y) 的全微分.

®再考虑 D 是一般单连通区域的情形. 先假定 D 有界，从而它是由一个分段光滑曲线

K 围成的. 对于给定小数 ε > 0，可以用一个边长小于 ε 的正方形包围 K 的每一点，使得 K

在每一个正方形内的线路可用两种显式方程之一表示，而仅在拐角的地方有两个这样的曲线

接头. 由 Heine-Borel 定理，仅用有限个这样的正方形就可以覆盖整个 K. 这一系列正方形围

成了闭区域 ‹D ⊆ D，且 ‹D 显然可拆成许多矩形. 同时 ‹D 还是连通的，这是因为对于 ‹D 中
任意两点 M,N，它们首先可由 D 中的一条折线 L 相连，如果 L 存在超出 ‹D 而落入上述某
些正方形中，则将正方形内部的折线部分用该正方形与 ‹D 的交界上的折线来代替，这样就
能得到连接 M,N 且完全在 ‹D 中的一条折线. 由 ‹D 连通及 D 单连通可得 ‹D 单连通. 并注

意到 D 中与边界距离 ⩾ ε 的所有点都在 ‹D 中. 下面将对 D 作原函数. 我们在 ‹D 中任意一
点 M0 固定原函数的值. 由于定义于两个相重叠的区域上的两原函数在它们的公共部分上只

能差一个常数，因此只要两个原函数在某一点取值相同，它们便在整个公共部分上恒等. 我

们总可以将 ‹D 分成若干沿垂直边互相挨靠的矩形（如图1.38），对于两个相邻矩形 d1, d2 上

的原函数 Φ1,Φ2（由­知这是存在的），因为它们沿公共线段 αβ 仅相差一个常数，所以将其

一适当调整常数项后就可使 d1, d2 上的原函数为同一个. 这样，从 M0 出发，可依次在相邻

的矩形上作原函数并保持公共边界上的连续性.

¯若 D 是无界单连通区域，同样可从有限部分区域出发，将原函数逐步延伸到整个区域

D 上.

图 1.37

注 1.24.4.4 我们用图1.38说明单连通性在定理1.24.4.3中的作用. 若 D 是单连通的，即使边

界 K 较复杂（如发生分叉），也不影响上述证明中原函数沿彼此分开的叉支继续延伸；但当

D 是多连通区域（有“洞”）时，当两个分支重新汇合时，无法确保在汇合后的第一个矩形

上存在同时保持 αβ 与 γδ 上连续性的原函数.
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图 1.38

定理 1.24.4.5 设区域 D 含有一个奇点 M 而没有其他的“洞”28. 则沿各种围绕点 M 的 .简

.单闭路 L 并取正向的积分

ˆ
L

P dx+Q dy 彼此相等. 用 σ 表示所有类似积分的公共值，称

作对应于点 M 的循环常数.

注 1.24.4.6 在多连通区域上，曲线积分和路径无关 ⇐⇒ 其中所有奇点的循环常数都是 0.

例如以 (0, 0) 为奇点的式子
x dx+ y dy
x2 + y2

.

定理 1.24.4.7 若 L 是区域 D 中任一不通过奇点 M（允许自交）的闭路，则

ˆ
L

P dx+Q dy = nσ, 其中n ∈ Z.

1.24.5 Green 公式

定理 1.24.5.1 设区域 D ⊆ R2 由有限条分段光滑的曲线围成. 若函数 P,Q 及其导函数
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
都连续，则

ˆ
∂D

P dx+Q dy =

¨
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy.

如果将 P 换作 −Q，而将 Q 换作 P，并参考定理1.24.3.1，就变成29

¨
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dx dy =

ˆ
∂D

[P cos(x, n) +Q sin(x, n)] ds,

其中 n 表示朝外的法线方向.
28我们把奇点也解释为一种“洞”.
29利用记号 ∇ · F =

∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
，也可以等价地记为

¨
D

∇ · F dx dy =

ˆ
∂D

F · n ds, 其中 n 表示单位外法向量.
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定理 1.24.5.2 ¨
D

∆u dx dy =

ˆ
∂D

∂u

∂n ds,

其中

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
,

∂f

∂n =
∂f

∂x
cos(x, n) + ∂f

∂y
sin(x, n).

定理 1.24.5.3 ¨
D

∇u · ∇v dx dy +
¨
D

v∆u dx dy =

ˆ
∂D

v
∂u

∂n ds.

证明 令 F = v

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
，注意到

∇ · F =
∂

∂x

(
v
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
=

(
∂v

∂x

∂u

∂x
+
∂v

∂y

∂u

∂y

)
+ v

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
,

以及

F · n = v

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
· n = v

∂u

∂n ,

由定理1.24.5.1即得.

注 1.24.5.4 取 v = 1 就得到定理1.24.5.2.

定理 1.24.5.5 (第二 Green 公式)
¨
D

(v∆u− u∆v) dx dy =

ˆ
∂D

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
ds.

证明 在定理1.24.5.3中交换 u, v 的地位得到

¨
D

∇u · ∇v dx dy +
¨
D

u∆v dx dy =

ˆ
∂D

u
∂v

∂n ds.

将这两式相减即得.

定理 1.24.5.6 (二重积分的分部积分公式)
¨
D

u
∂v

∂x
dx dy =

˛
∂D

uv dy −
¨
D

v
∂u

∂x
dx dy,

¨
D

u
∂v

∂y
dx dy = −

˛
∂D

uv dx−
¨
D

v
∂u

∂y
dx dy.
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1.24.6 调和函数

定义 1.24.6.1 若函数 u 及其导函数皆连续，且在区域 D 上满足方程 ∆u = 0，则称 u 为 D

上的调和函数.

定理 1.24.6.2 设函数 u 在区域 D 上有连续导数
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
. 则 u 是调和函数 ⇐⇒

对 D 中任意简单闭路 L，都有 ˆ
L

∂u

∂n ds = 0.

定理 1.24.6.3 若函数 u 在闭区域 D 上是调和的，则它在 D 内部的值可由在 ∂D 上的值唯

一确定. 也就是说，若两个调和函数 u1, u2 在 ∂D 上有相同的值，则它们在整个区域上恒等.

证明 考虑差 u = u1 − u2，则问题转化为证明：在区域 D 上的调和函数，若在 ∂D 上为 0，

则在整个区域上恒等于 0.

在定理1.24.5.3中令 v = u. 由 ∆u = 0 与 u|∂D = 0 得
¨
D

‖∇u‖22 dx dy =

ˆ
∂D

u
∂u

∂n ds = 0.

因此 ∇u = 0，即 u 在 D 上为常值. 而 u|∂D = 0，所以 u = 0.

定理 1.24.6.4 (调和函数平均值定理) 设 u 是区域 D 上的调和函数，(x0, y0) 是 D 中任一

内点，KR 是以 (x0, y0) 为圆心、以 R 为半径且包含在 D 中的圆周. 则

u(x0, y0) =
1

2πR

ˆ
KR

u(x, y) ds.

证明 令 v = ln r，其中 r =
»
(x− x0)2 + (y − y0)2. 不难验证，v 是 R2\{(x0, y0)} 中的调和

函数. 取 0 < ρ < R，用 ‹D 表示夹在 KR 与 Kρ 间的区域，在其上运用第二 Green 公式（定

理1.24.5.5）得到

0 =

ˆ
∂‹D (v∂u∂n − u

∂v

∂n

)
ds

=

ˆ
KR

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
ds−

ˆ
Kρ

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
ds

=

lnR
ˆ
KR

∂u

∂n ds︸ ︷︷ ︸
0

− ln ρ
ˆ
Kρ

∂u

∂n ds︸ ︷︷ ︸
0

+

[ˆ
Kρ

u
∂v

∂n ds−
ˆ
KR

u
∂v

∂n ds
]
.

而
∂v

∂n

∣∣∣∣∣
KR

= ∇v · r
R

=
r
R2

· r
R

=
1

R
,
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同理，
∂v

∂n

∣∣∣∣∣
Kρ

=
1

ρ
.

于是
1

ρ

ˆ
Kρ

u ds = 1

R

ˆ
KR

u ds.

当 ρ→ 0 时，左端有极限 2π · u(x0, y0)，这就证明了所要的等式.

推论 1.24.6.5 若函数 u(x, y)在由闭区域 D 上连续且在 D 的内部是调和函数，则除掉 u是

常值函数的情形外，u 在 D 的内部不能达到其最大值或最小值.

注 1.24.6.6 (对定理1.24.6.3的加强) 设函数 u 在闭区域 D 上连续，但仅在 D .内 .部调和. 若

u 在 ∂D 上为 0，则 u 在 D 上为 0. 若不然，u 会在 D 的内部达到其最大值或最小值，与推

论1.24.6.5矛盾.

1.25 曲面积分

1.25.1 曲面面积

定义 1.25.1.1 设正则曲面 Σ 有参数方程 r = r(u, v) ((u, v) ∈ ∆). 称

σ(Σ) =

¨
∆

‖ru × rv‖ du dv

为曲面 Σ 的面积. 利用曲面的 Gauss 系数（参见1.23.6小节）

E := 〈ru, ru〉 , F := 〈ru, rv〉 , G := 〈rv, rv〉

可写为

σ(Σ) =

¨
∆

√
EG− F 2 du dv.

推论 1.25.1.2 设曲面 Σ 以显式方程 z = z(x, y) 给出，其中 (x, y) 在 D ⊆ R2 内变动. 若用

n 表示曲面的法线与 z 轴所成的夹角，则

σ(Σ) =

¨
D

1

| cos n| dx dy.
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1.25.2 第一型曲面积分

定理 1.25.2.1 设 Σ 是正则曲面，其参数方程为 r = r(u, v) ((u, v) ∈ ∆)，函数 f 在 Σ 上连

续，则 ˆ
Σ

f dσ =

¨
∆

f ◦ r‖ru × rv‖ du dv.

推论 1.25.2.2 设曲面 Σ 以显式方程 z = z(x, y) 给出，其中 (x, y) 在 D ⊆ R2 内变动. 若用

n 表示曲面的法线与 z 轴所成的夹角，则

ˆ
Σ

f dσ =

¨
D

f(x, y, z(x, y))

| cos n| dx dy.

1.25.3 第二型曲面积分

定理 1.25.3.1 考虑正则曲面 Σ : r = r(u, v) ((u, v) ∈ ∆)，并设 r 实现了 Σ 与 ∆ 之间的一

一对应. 这时曲面 Σ 的单位法向量是 n = ± ru × rv
‖ru × rv‖

，其中正负号的选择应与指定的 Σ 的

定向一致. 则第二型曲面积分
ˆ
Σ

F · dσ =

ˆ
Σ

F · n dσ

= ±
¨

∆

F ◦ r · (ru × rv) du dv.

若记 F = (P,Q,R)，则上式也可记为

¨
Σ

P dy dz +Q dz dx+R dx dy.

1.25.4 调和函数

定理 1.25.4.1 设 Σ 为区域 Ω 的边界曲面，分片光滑，u, v 在 Ω 上二阶连续可微，则

˚

Ω

∆u · v dx dy dz +
˚

Ω

∇u · ∇v d dy dz =
‹

Σ

v
∂u

∂n dσ,

其中 n 为 Σ 上的单位外法向量，
∂u

∂n 是 u 在 n 上的方向导数.

注 1.25.4.2 令 v = 1，则有

‹

Σ

∂u

∂n dσ =

˚

Ω

∆u dx dy dz.



第一章 分析学中的主要结论 201

定理 1.25.4.3 (第二 Green 公式) 设 Σ 为分片光滑封闭曲面，围成的区域为 Ω，u, v 在 Ω

上二次连续可微，则

˚

Ω

(v∆u− u∆v) dx dy dz =
‹

Σ

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dσ,

其中 n 为 Σ 的单位外法向量.

定理 1.25.4.4 设 u 是区域 Ω 上的调和函数，Σ 为 Ω 的边界曲面，则

‹

Σ

∂u

∂n dσ = 0.

定理 1.25.4.5 (调和函数平均值定理) 设 u 是区域 Ω 上的调和函数，(x0, y0, z0) 是 Ω 中任

一内点，SR 是以 (x0, y0, z0) 为球心、以 R 为半径且包含在 Ω 中的球. 则

u(x0, y0, z0) =
1

4πR2

‹

SR

u(x, y, z) dσ.

证明 令 v =
1

r
，其中 r =

»
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.不难验证，v是 R2\{(x0, y0, z0)}

中的调和函数. 取 0 < ρ < R，用 Ω̃ 表示夹在 SR 与 Sρ 间的区域，在其上运用第二 Green 公

式（定理1.25.4.3）得到

0 =

‹

∂Ω̃

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dσ

=

‹

SR

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dσ −

‹

Sρ

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dσ

=


1

R

‹

SR

∂u

∂n dσ

︸ ︷︷ ︸
0

−1

ρ

‹

Sρ

∂u

∂n dσ

︸ ︷︷ ︸
0

+

‹
Sρ

u
∂v

∂n dσ −
‹

SR

u
∂v

∂n dσ

 .

而
∂v

∂n

∣∣∣∣∣
SR

= − 1

R2
∇r · n = − 1

R2
· r
R

· r
R

= − 1

R2
,

同理，
∂v

∂n

∣∣∣∣∣
Sρ

= − 1

ρ2
.
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于是
1

ρ2

‹

Sρ

u dσ =
1

R2

‹

SR

u dσ.

当 ρ→ 0 时，左端有极限 4π · u(x0, y0, z0)，这就证明了所要的等式.

推论 1.25.4.6 若函数 u(x, y, z) 在由闭区域 Ω 上连续且在 Ω 的内部是调和函数，则除掉 u

是常值函数的情形外，u 在 Ω 的内部不能达到其最大值或最小值.

1.26 场论初步

1.26.1 场论公式备忘录

∇(fg) = f∇g + g∇f.

∇(φ ◦ f) = φ′ ◦ f∇f, 其中 φ 是单变量函数.

∇ · φF = φ∇ · F + F · ∇φ, 其中 φ 是数量场.

∇× (φF) = φ∇× F +∇φ× F, 其中 φ 是数量场.

∇ · (∇× F) = 0 （旋度场无源）.

∇× (∇f) = 0 （梯度场无旋）.

1.27 函数序列与函数项级数

1.27.1 一致收敛性

定义 1.27.1.1 设在变化区域 X = {x}30中序列 {fn(x)}有极限函数 f(x)，且对于任意 ε > 0

都存在与 x 无关的数 N，当 n > N 时，|fn(x)− f(x)| < ε 对 X 中所有的 x 都成立，则称

序列 {fn(x)} 关于区域 X 中的 x 一致收敛于 f(x).

例 1.27.1.2 (一致收敛) 设

fn(x) =
x

1 + n2x2
, lim

n→∞
fn(x) = 0 (0 ⩽ x ⩽ 1).

30X 是一个无穷集合.
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因为

0 ⩽ fn(x) =
1

2n
· 2nx

1 + n2x2
⩽ 1

2n
,

所以只需取 N =

õ
1

2ε

û
，当 n > N 时就有 |fn(x)| < ε.

例 1.27.1.3 (非一致收敛) 设

fn(x) =
nx

1 + n2x2
, lim

n→∞
fn(x) = 0 (0 ⩽ x ⩽ 1).

对于任意固定的 x > 0，取 n >

õ
1

xε

û
，就有 fn(x) <

1

nx
< ε.但是 fn

(
1

n

)
=

1

2
，对于 ε =

1

2
，

已经不存在同时适用于所有 x 的数 N 了.

例 1.27.1.4 对于 X = (−∞,+∞) 中的任意 x 值，级数
∞∑
n=1

(−1)n−1

x2 + n
收敛，因为它适合

Leibniz 定理的条件. 同时，级数余式的绝对值小于其第一项：

|φn(x)| <
1

x2 + n+ 1
⩽ 1

n+ 1
.

故级数在整个区间内一致收敛.

定理 1.27.1.5 级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 中一致收敛 ⇐⇒ 对于任意的 ε > 0，存在与 x 无关的

数 N，使得对于 n > N 与任意 m = 1, 2, 3, · · ·，不等式∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

对于 X 中所有的 x 同时成立.

推论 1.27.1.6 若级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 中一致收敛，则它的所有项都乘上同一个在 X 中有

界的函数 v(x) 后一致收敛性不变.

定理 1.27.1.7 (Weierstrass 判别法) 若函数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 中适合不等式

|un(x)| ⩽ cn (n = 1, 2, 3, · · · )31,

这里 cn 为一个收敛项级数
∞∑
n=1

cn 的项，则级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 中一致收敛.

31这时称级数

∞∑
n=1

cn 是对于级数

∞∑
n=1

un(x) 的优级数.
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例 1.27.1.8 设级数
∞∑
n=1

an 绝对收敛，则在任何区间中，级数

∞∑
n=1

an sinnx,
∞∑
n=1

an cosnx,

一致收敛.

命题 1.27.1.9 在 X 中一致收敛的任一级数
∞∑
n=1

un(x)，都可以用“加括号”的方法使其成

为一个可应用 Weierstrass 判别法的级数.

证明 取任何一个正项收敛级数
∞∑
k=1

ck，对数 c1 存在数 m1，使得在 X 中对 n > m1 有

|um1+1(x) + · · · + un(x)| < c1. 然后对数 c2 存在数 m2 > m1，使得在 X 中对 n > m2 有

|um2+1(x) + · · ·+ un(x)| < c2，如此等等. 于是对所给级数按如下方式添加括号：

[u1(x) + · · ·+ um1(x)] + [um1+1(x) + · · ·+ um2(x)] + [um2+1(x) + · · ·+ um3(x)] + · · · .

所得级数从第二项开始可应用 Weierstrass 判别法.

定理 1.27.1.10 (Abel 判别法) 设级数
∞∑
n=1

bn(x) 在 X 中一致收敛，函数 an(x)（对于每一个

x）是单调序列，且对于任意 x 与 n 都有界，则级数
∞∑
n=1

an(x) · bn(x) 在 X 中一致收敛.

定理 1.27.1.11 (Dirichlet判别法) 设级数
∞∑
n=1

bn(x)的部分和对于任意的 x与 n都有界，且

an(x)（对于每一个 x）是 X 中一致趋向于 0 的单调序列，则级数
∞∑
n=1

an(x) · bn(x) 在 X 中

一致收敛.

例 1.27.1.12 设 {an} 是单调趋向于 0 的正数数列，由 Dirichlet 判别法，在任何不包含

2kπ (k = 0,±1,±2, · · · ) 形式的点的闭区间内，级数

∞∑
n=1

an sinnx,
∞∑
n=1

an cosnx,

一致收敛，因为 ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

sin ix
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣cos 1
2
x− cos

(
n+ 1

2

)
x

2 sin 1
2
x

∣∣∣∣∣ ⩽ 1∣∣sin 1
2
x
∣∣ ,

所以可以得到关于和的与 x 无关的界.
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1.27.2 级数和的函数性质

定理 1.27.2.1 设函数 un(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) 定义在区间 X = [a, b] 上，且在这区间的一点

x = x0 上都连续. 若级数
∞∑
n=1

un(x) 在区间 X 上一致收敛，则级数的和 f(x) 在 x = x0 点上

同样是连续的.

例 1.27.2.2 (一致收敛性的要求不可去掉) 对于级数
∞∑
n=1

x2

(1 + x2)n
，它的和在 x 6= 0 时等于

1，在 x = 0 时等于 0.

定理 1.27.2.3 (Dini 定理) 设级数
∞∑
n=1

un(x) 的项在区间 X = [a, b] 上连续且是正的. 若级数

有在 X 上也连续的和 f(x)，则它在 X 上一致收敛.

证明 考虑级数
∞∑
n=1

un(x) 的余式

φn(x) =
∞∑

k=n+1

uk(x) = f(x)− fn(x).

因为 φn(x) 是两个连续函数的差，所以它连续. 由于级数的项是正的，对于固定的 x，序列

{φn(x)} 是不递增的. 又因为级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 上收敛，对任意固定的 x，

lim
n→∞

φn(x) = 0.

欲证级数一致收敛，只需证对任意 ε > 0，存在一个 n，使得对于所有的 x 都有 φn(x) < ε

（因为对于更大的值 n 这不等式就更对）.

用反证法. 假设存在 ε > 0，对任意 n ∈ N，在 X 上都可以找到使得 φn(xn) ⩾ ε 的 xn.

根据 Bolzano-Weierstrass 定理，可以从 {xn} 中分出一个收敛于极限 x0 的子列 {xnk
}. 由

φm(x) 的连续性，对任意的 m，都有

lim
k→∞

φm(xnk
) = φm(x0).

对于任意的 m 与足够大的 k，

nk ⩾ m =⇒ φm(xnk
) ⩾ φnk

(xnk
) ⩾ ε.

令 k → ∞，得到

lim
k→∞

φm(xnk
) = φm(x0) ⩾ ε.
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但这与

lim
m→∞

φm(x0) = 0

矛盾.

定义 1.27.2.4 关于在区间 X = [a, b] 内收敛的级数
∞∑
n=1

un(x)，若对于每一个 ε > 0 及每一

个数码 N，区间 X 可以被有限个开区间

(a1, b1), (a2, b2), · · · , (ai, bi), · · · , (ak, bk)

覆盖，且这些区间可相应地提供 k 个数码

n1, n2, · · · , ni, · · · , nk (> N),

使得对于 X 中所有含于 (ai, bi) (i = 1, 2, · · · , k) 中的 x 一致地成立不等式

|f(x)− fni
(x)| = |φni

(x)| < ε,

则称级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 中拟一致收敛于和 f(x).

定理 1.27.2.5 (Arzelá) 设函数 un(x) 在区间 X = [a, b] 有定义且连续，级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X

内收敛. 则级数的和 f(x) 在 X 连续 ⇐⇒ 级数在 X 拟一致收敛于 f(x).

证明 ⇒：由 f(x) 在 X 连续可知所有的余式 φn(x) 也连续. 在 X 中任取点 x′. 按照给定的

数 ε 和 N，对点 x′ 可找到这样的数码 n′ > N，使得

|φn′(x′)| < ε.

根据 φn′(x) 的连续性，在 x′ 的某个邻域 σ′ = (x′ − δ′, x′ + δ′) 内也有类似不等式：

|φn′(x)| < ε.

由于
⋃
x′∈X

σ′ 是 X 的一个开覆盖，从中可分出有限的子覆盖 {σ1, σ2, · · · , σk}，它同样覆盖 X .

这些区间即是拟一致收敛定义中的那些开区间.

⇐：若级数
∞∑
n=1

un(x) 拟一致收敛于自己的和 f(x)，在指定 ε 与 N 后，我们按定义构

造区间 (ai, bi) 并选择数码 ni (i = 1, 2, · · · , k). 在 X 中任取点 x0，设 x0 ∈ (ai0 , bi0)，则

|f(x)− f(x0)| ⩽ |fni
(x)− fni

(x0)|+ |φni
(x)|+ |φni

(x0)|.
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因为 x0 ∈ (ai0 , bi0)，所以

|φni
(x0)| < ε,

若 x ∈ (ai0 , bi0)，则

|φni
(x)| < ε.

可以找到这样的数 δ > 0，使得当 |x−x0| < δ时，不仅 x ∈ (ai0 , bi0)，而且 |fni
(x)−fni

(x0)| < ε，

于是

|f(x)− f(x0)| < 3ε,

f(x) 在点 x0 的连续性得证.

注 1.27.2.6 从这个定理容易推出 Dini 定理.

定理 1.27.2.7 设 X = {x} 是有凝聚点 a 的任意无穷集合. 若定义在 X 上的每一个函数

un(x) (n = 1, 2, · · · ) 都有有限的极限：

lim
x→a

un(x) = cn,

且级数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 中一致收敛，则这些极限所组成的级数收敛：

∞∑
n=1

cn = C,

且对于级数
∞∑
n=1

un(x) 的和 f(x)，有

lim
x→a

f(x) = C, 即 lim
x→a

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

{
lim
x→a

un(x)
}
.

定理 1.27.2.8 若函数 un(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) 在区间 X = [a, b] 上连续，且级数
∞∑
n=1

un(x) 在

X 上一致收敛，则级数
∞∑
n=1

un(x) 的和 f(x) 的积分可写成：

ˆ b

a

f(x) dx =
∞∑
n=1

ˆ b

a

un(x) dx.

例 1.27.2.9 (一致收敛性的要求不可去掉) 级数
∞∑
n=1

2x

[
n2

en2x2
− (n− 1)2

e(n−1)2x2

]
非一致地收敛于

函数 f(x) = 0. 这时

lim
n→∞

ˆ 1

0

2n2x

en2x2
dx = lim

n→∞

(
1− 1

en2

)
= 1, 但

ˆ 1

0

f(x) dx = 0.
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例 1.27.2.10 (一致收敛性的要求不必要) 级数
∞∑
n=1

[
nx

1 + n2x2
− (n− 1)x

1 + (n− 1)2x2

]
非一致地收

敛于函数 f(x) = 0. 这时

lim
n→∞

ˆ 1

0

nx

1 + n2x2
dx = lim

n→∞

ln(1 + n2)

2n
= 0 =

ˆ 1

0

f(x) dx.

定理 1.27.2.11 若函数 un(x) (n = 1, 2, · · · )在区间 X = [a, b]上是可积的，且级数
∞∑
n=1

un(x)

一致收敛，则级数的和 f(x) 同样是可积的，并有展开式

ˆ b

a

f(x) dx =
∞∑
n=1

ˆ b

a

un(x) dx.

例 1.27.2.12 (一致收敛性的要求不可去掉) 在 [0, 1] 上定义函数

un(x) =

1, x =
m

n
（m 与 n 互素）,

0, 其他,

(n = 1, 2, · · · ).

可见每个 un(x) 均只有有限个不连续点，在 [0, 1] 上可积；但级数的和是不可积的 Dirichlet

函数.

定理 1.27.2.13 设函数 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 在区间 X = [a, b] 上有连续的导数 u′n(x). 若在

X 上级数
∞∑
n=1

un(x) 收敛，且级数
∞∑
n=1

u′n(x) 一致收敛，则级数
∞∑
n=1

un(x) 的和 f(x) 在 X 上

有导数，且

f ′(x) =
∞∑
n=1

u′n(x).

定理 1.27.2.14 设函数 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 在区间 X = [a, b] 上有有限的导数 u′n(x). 设级

数
∞∑
n=1

un(x) 至少在一点上收敛（比如点 x = a），而级数
∞∑
n=1

u′n(x) 在 X 上一致收敛，则级

数
∞∑
n=1

un(x) 在 X 上一致收敛，且它的的和 f(x) 在 X 上有导数

f ′(x) =
∞∑
n=1

u′n(x).

证明 先证明如下引理：

引理 任取 x0 ∈ [a, b]，对所有 [a, b] 3 x 6= x0 作级数

∞∑
n=1

un(x)− un(x0)

x− x0
,

则它都一致收敛.
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【引理的证明：对任意的 ε > 0，由于级数
∞∑
n=1

u′n(x) 一致收敛，存在 N ∈ N，使得当

n > N 与 m = 1, 2, · · · 时，有 ∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

u′k(x)

∣∣∣∣∣ < ε, ∀x ∈ [a, b].

取定 n 与 m，考虑函数

U(x) =
n+m∑
k=n+1

uk(x),

它的导数 U ′(x) 满足

|U ′(x)| =
∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

u′k(x)

∣∣∣∣∣ < ε.

由 Lagrange 中值定理，

n+m∑
k=n+1

uk(x)− uk(x0)

x− x0
=
U(x)− U(x0)

x− x0

∃c位于 x 与 x0 之间============= U ′(c),

因此对于所有 x 6= x0， ∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

uk(x)− uk(x0)

x− x0

∣∣∣∣∣ < ε.

这就证明了引理.】

取 x0 = a，从级数

∞∑
n=1

un(x)− un(a)

x− a
与

∞∑
n=1

[un(x)− un(a)]

一致收敛32及级数

∞∑
n=1

un(a) 收敛可推出级数
∞∑
n=1

un(x) 一致收敛，记它的和为 f(x)，则

∞∑
n=1

un(x)− un(x0)

x− x0
=
f(x)− f(x0)

x− x0
.

这里 x0 ∈ [a, b]. 因为在一致收敛的级数中可以逐项取极限，所以

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
=

∞∑
n=1

ß
lim
x→x0

un(x)− un(x0)

x− x0

™
=

∞∑
n=1

u′n(x0),

这就是所要证明的.
32后者的一致收敛性可由推论1.27.1.6得到.
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1.27.3 处处不可微的连续函数——van der Waerden 函数

我们用 u0(x)来表示数 x与最接近它的正数之间的差值.这个函数在每一个形如
[
s

2
,
s+ 1

2

]
（s ∈ Z）的区间上是线性的，且它是连续的并有周期 1. 它的图形就是图1.39(a) 中的折线.

对于 k ∈ N，我们取

uk(x) =
u0(4

kx)

4k
.

这个函数在

[
s

2 · 4k
,
s+ 1

2 · 4k

]
上是线性的，且它是连续的并有周期

1

4k
. 它的图形就是图1.39(b)

中齿形更细的折线.

图 1.39

现在定义函数

f(x) =
∞∑
k=0

uk(x).

因为 0 ⩽ uk(x) ⩽
1

2 · 4k
(k ∈ N)，所以收敛级数

∞∑
k=0

1

2 · 4k
是这级数的优级数，因此这级数

一致收敛，f(x) 处处连续.

取定任意值 x = x0. 我们把它放在相差不到
1

2 · 4n
(n ∈ N) 的如下数之间：

sn
2 · 4n

⩽ x0 <
sn + 1

2 · 4n
(sn ∈ Z).

显然这些闭区间

∆n =

[
sn

2 · 4n
,
sn + 1

2 · 4n

]
(n ∈ N)

是一个套一个的. 在每一个这种区间内可以找到一点 xn，使得它与 x0 点的距离等于区间长

的一半：

|xn − x0| =
1

4n+1
,

当 n→ ∞ 时，xn → x0.
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现在作变化量的比

f(xn)− f(x0)

xn − x0
=

∞∑
k=0

uk(xn)− uk(x0)

xn − x0
.

注意到当 k > n 时，数
1

4n+1
是 uk(x) 的周期

1

4k
的整数倍，所以 uk(xn) = uk(x0)，级数的

对应项等于 0. 若 k ⩽ n，则 uk(x) 在 ∆k 上是线性的在 ∆k 所包含的区间 ∆n 上也是线性的，

且
uk(xn)− uk(x0)

xn − x0
= ±1 (k = 0, 1, 2, · · · , n).

这样就有
f(xn)− f(x0)

xn − x0
=

n∑
k=0

(±1),

即当 n 为奇数时这比值为偶数，当 n 为偶数时这比值为奇数. 因此当 n→ ∞ 时变化量的比

不可能趋向有限的极限，所以函数在 x = x0 处没有有限的导数.

1.27.4 Legendre 多项式

Legendre 多项式由如下等式定义：

Xn(x) = cn
dn
dxn (x

2 − 1)n (n ∈ N).

引理 1.27.4.1 （n 次）多项式 Xn(x) 有 n 个不同的实根，这些根都在 −1 与 +1 之间.

证明 不妨暂设 cn = 1. 因为多项式 (x2 − 1)n = (x − 1)n(x + 1)n 和它的 n − 1 个相继各阶

导数在 x = ±1 时为 0，所以根据 Rolle 定理，它的一阶导数在 [−1, 1] 内有根，二阶导数在

[−1, 1] 内有 2 个根……n− 1 阶导数在 [−1, 1] 内除了 ±1 还有 n− 1 个根. 再对这导数应用

一次 Rolle 定理，便得证.

把 (x2 − 1)n 看成 (x+ 1)n 与 (x− 1)n 的乘积，由 Leibniz 公式可得

Xn(x) = cn

n∑
k=0

(
n

k

)
dn−k
dxn−k (x− 1)n · dk

dxk (x+ 1)n.

因为当 k ⩾ 1 时各项都含因式 x− 1，所以

Xn(1) = cn · n! · (1 + 1)n = cn · 2n · n!.

类似地，我们有

Xn(−1) = cn · (−1)n · 2n · n!.

若取 cn =
1

2n · n!
=

1

(2n)!!
，我们把得到的多项式记为 Pn(x)，则 Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n.
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定理 1.27.4.2 Legendre 多项式 Xn(x) 满足方程

(x2 − 1)X ′′
n + 2x ·X ′

n − n(n+ 1)Xn = 0.

证明 令 y = (x2 − 1)n，就有

y′ = 2nx · (x2 − 1)n−1 =⇒ (x2 − 1) · y′ = 2nx · y.

对这个等式两端各取 n+ 1 阶导数，由 Leibniz 公式可得

(x2 − 1)y(n+2) + (n+ 1) · 2x · y(n+1) +
n(n+ 1)

2
· 2 · y(n) = 2nx · y(n+1) + (n+ 1) · 2n · y(n).

整理即得

(x2 − 1)y(n+2) + 2xy(n+1) − n(n+ 1)y(n) = 0,

再乘上 cn，就得到所要证明的关系式.33

下面要找一个 n 次多项式 Xn(x)，使得对任意次数低于 n 的多项式 Q(x)，都有
ˆ b

a

Xn(x)Q(x) dx = 0,

其中 a 与 b 是任意给定的数.34

每一个 n 次多项式 Xn(x) 可以看作某一个 2n 次多项式 R(x) 的第 n 阶导数，而 R(x)

可由 Xn(x) 作 n 次积分得到. 如果在每个积分下选择常数，使得当 x = a 时积分变为 0，则

多项式 R(x) 还满足条件

R(a) = 0, R′(a) = 0, · · · , R(n−1)(a) = 0.

所以问题就归结为求一个 2n 次多项式 R(x)，使得对于任意次数低于 n 的多项式 Q(x)，都

有 ˆ b

a

R(n)(x)Q(x) dx = 0.

33此处利用恒等式求函数高阶导数是常用技巧. 另见问题31.
34假设这样的多项式的确存在，如果不计常数因子带来的差异，求得的多项式是唯一的.事实上，设 φ和 ψ 是

满足问题条件的多项式，取常数因子 c，使得 φ(x)−cψ(x)为次数不超过 n−1的多项式，设 Q(x) = φ(x)−cψ(x)，

根据假设， ˆ b

a

φ(x)Q(x) dx = 0,

ˆ b

a

ψ(x)Q(x) dx = 0,

从而 ˆ b

a

(φ(x)− cψ(x))Q(x) dx = 0, 即

ˆ b

a

Q2(x) dx = 0.

故 Q(x) = 0, φ(x) = cψ(x).
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由高阶分部积分公式（定理1.3.1.1），
ˆ b

a

R(n)(x)Q(x) dx =
[
Q(x)R(n−1)(x)−Q′(x)R(n−2)(x) + · · ·

+(−1)n−1Q(n−1)(x)R(x)
] ∣∣∣b
a
+ (−1)n

ˆ b

a

Q(n)(x)R(x) dx.

注意到前面的条件及 Q(n)(x) ≡ 0，则可得

Q(b)R(n−1)(b)−Q′(b)R(n−2)(b) + · · ·+ (−1)n−1Q(n−1)(b)R(b) = 0.

由此，需要求下列条件成立：

R(b) = 0, R′(b) = 0, · · · , R(n−1)(b) = 0.

因此 R(x) 以 a 与 b 为 n 重根，它与 (x− a)n(x− b)n 只差一个常数因子. 于是

Xn(x) = cn
dn
dxn [(x− a)n(x− b)n] .

特别地，若取 a = −1 与 b = 1，就得到 Legendre 多项式.

回顾前面关于 Legendre 多项式 Pn(x) 的约定，并令 P0(x) = 1. 多项式 Pn(x) 作为函数

的奇偶性与 n 相同.Pn(x) 最高次项系数为

2n(2n− 1) · · · (n+ 1)

2n · n!
=

(2n− 1)!!

n!
.

定理 1.27.4.3 若 n 与 m 是两个不相等的非负整数，则

ˆ 1

−1

Pn(x)Pm(x) dx = 0.

证明 按 Legendre 多项式的定义即得.

定理 1.27.4.4 ˆ 1

−1

P 2
n(x) =

2

2n+ 1
.

证明 运用高阶分部积分公式（定理1.3.1.1），以 n− 1 代替 n，并令

u =
dn
dxn (x

2 − 1)n, v = (x2 − 1)n,
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且注意到 v 与它的前 n− 1 阶导数当 x = ±1 时为 0，则有ˆ 1

−1

dn
dxn (x

2 − 1)n · dn
dxn (x

2 − 1)n dx = (−1)n
ˆ 1

−1

[
d2n

dx2n (x
2 − 1)n

]
· (x2 − 1)n dx

= 2 · (2n)!
ˆ 1

0

(1− x2)n dx

x=sin t
===== 2 · (2n)!

ˆ π
2

0

cos2n+1 t dt

= 2 · (2n)! (2n)!!

(2n+ 1)!!

=
2

2n+ 1
[(2n)!!]2 .

于是 ˆ 1

−1

P 2
n(x) dx = c2n ·

2

2n+ 1
[(2n)!!]2 =

2

2n+ 1
.

定理 1.27.4.5

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)xPn + nPn−1 = 0.

证明 由于 Pn(x) 与 Pn+1(x) 最高次项系数分别为

(2n− 1)!!

n!
和

(2n+ 1)!!

(n+ 1)!
,

所以由 Pn(x) 的奇偶性与 n 相同可知

Pn+1 −
2n+ 1

n+ 1
xPn

是次数不超过 n− 1 的多项式. 因此，设

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)xPn = αPn−1 +Q.

可以通过适当确定系数 α 使得 Q 是次数不超过 n− 3 的多项式. 此时，把上面等式两边乘以

Q 并积分，得

ˆ 1

−1

Q2 dx = 0，从而得 Q = 0. 为了确定系数 α，令 x = 1，得到

n+ 1− (2n+ 1) = α =⇒ α = −n.

这就证明了递推关系式.

注 1.27.4.6 借助定理1.27.4.5的递推关系式，我们能够从 P0 = 1 与 P1 = x 出发依次求出

Legendre 多项式：

P2 =
3x2 − 1

2
, P3 =

5x3 − 3x

2
, P4 =

35x4 − 30x2 + 3

8
, · · · .
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利用与定理1.27.4.5相同的证明方法（并适当使用分部积分公式）可得以下两个等式：

定理 1.27.4.7

(1− x2)P ′
n + nxPn − nPn−1 = 0.

定理 1.27.4.8

P ′
n+1 − P ′

n−1 = (2n+ 1)Pn.

在位势论中，有时需要把
1√

1− 2r cos θ + r2

展开成 r 的幂级数. 令 x = cos θ，我们考察对于任意取定的 x，函数

1√
1− 2rx+ r2

=
[
1 +

(
r2 − 2rx

)]− 1
2

依照 r 展开的幂级数. 只要 |r|2 + 2|x| · |r| < 1，就可以保证这展开式的合理性35. 容易看出，

rn (n ⩾ 1) 的系数是某个 n 次多项式 Pn = Pn(x)，所以

1√
1− 2rx+ r2

= 1 + P1r + P2r
2 + · · ·+ Pnr

n + · · · .

为了确定这些系数，我们将上式两端对 r 求导：

x− r(√
1− 2rx+ r2

)3 = P1 + 2P2r + · · ·+ nPnr
n−1 + · · · .

于是

(1− 2rx+ r2)
(
P1 + 2P2r + · · ·+ nPnr

n−1 + · · ·
)

=(x− r)
(
1 + P1r + P2r

2 + · · ·+ Pnr
n + · · ·

)
.

比较两边 r 的对应幂次，可得

P1 = x, 2P2 − 2xP1 = −1 + xP1 =⇒ P2 =
3x2 − 1

2
,

然后，一般地，

(n+ 1)Pn+1 − 2nx · Pn + (n− 1)Pn−1 = xPn − Pn−1,

也即

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)xPn + nPn−1 = 0.

35二项式级数 (1 + x)m 当 |x| < 1 时绝对收敛（d’Alembert 判别法），其中 m 是任意异于所有自然数（包括

0）的实数.
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由此可知 Pn(x) 恰为 Legendre 多项式. 二元函数 1√
1− 2rx+ r2

称为 Legendre 多项式的母

函数.

对展开式(
1− 2a cos θ + a2

)− 1
2 =

[
1− a

(
eθi + e−θi

)
+ a2

]− 1
2

=
(
1− aeiθ

)− 1
2 ·
(
1− ae−iθ

)− 1
2

=

(
1 +

1

2
aeiθ +

1 · 3
2 · 4

a2e2iθ + · · ·
)
·
(
1 +

1

2
ae−iθ +

1 · 3
2 · 4

a2e−2iθ + · · ·
)
,

与 (
1− 2a cos θ + a2

)− 1
2 = 1 +

∞∑
n=1

Pn(cos θ) · an,

比较 an 系数可得

Pn(cos θ) =(2n− 1)!!

(2n)!!

(
eniθ + e−niθ

)
+

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!
· 1
2

(
e(n−1)iθ + e−(n−1)iθ

)
+

(2n− 5)!!

(2n− 4)!!
· 1 · 3
2 · 4

(
e(n−2)iθ + e−(n−2)iθ

)
+ · · ·

=
(2n− 1)!!

(2n)!!
· 2 cosnθ + (2n− 3)!!

(2n− 2)!!
· 1
2
· 2 cos(n− 1)θ

+
(2n− 5)!!

(2n− 4)!!
· 1 · 3
2 · 4

· 2 cos(n− 2)θ + · · · .

因为这里所有的系数都是正的，所以当 θ = 0时，这个表达式达到最大值.因此当 x在 [−1, 1]

中变化时，所有的 Legendre 多项式皆在端点 x = 1 处达到最大值.

1.27.5 Bernoulli 数

由幂级数除法的结论，商式

x

ex − 1
=

x

x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

=
1

1 + x
2!
+ · · ·+ xn−1

n!
+ · · ·

至少对于足够小的 x 值，可展开成幂级数

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn.

由此对 n ∈ N 定义了 Bernoulli 数 Bn. 显然 B0 = 1.

根据关系式(
1 +

x

2!
+ · · ·+ xn−1

n!
+ · · ·

)
×
(
1 +

B1

1!
x+

B2

2!
x2 + · · ·+ Bn

n!
xn + · · ·

)
= 1,
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令左侧各个方幂 xn (n = 1, 2, 3, · · · ) 的系数等于 0，便可得如下方程组：

1

n!1!
Bn +

1

(n− 1)!2!
Bn−1 + · · ·+ 1

(n− k + 1)!k!
Bn−k+1 + · · ·+ 1

1!n!
B1 +

1

(n+ 1)!
= 0.

两端乘以 (n+ 1)!，就有(
n+ 1

1

)
Bn +

(
n+ 1

2

)
Bn−1 + · · ·+

(
n+ 1

k

)
Bn+1−k + · · ·+

(
n+ 1

n

)
B1 + 1 = 0.

利用其与 Newton 二项式的相似性，这些方程 .在 .形 .式 .上可以写为

(B + 1)n+1 − Bn+1 = 0 (n = 1, 2, · · · ),

只不过在将二项式升幂展开并减去最高次项后应将得到的 Bk 换成 Bk. 于是得到方程组

2B1 + 1 = 0,

3B2 + 3B1 + 1 = 0,

4B3 + 6B2 + 4B1 + 1 = 0,

5B4 + 10B3 + 10B2 + 5B1 + 1 = 0,

...

.

由此解得

B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0 , B4 = − 1

30
, B5 = 0 ,

B6 =
1

42
, B7 = 0 , B8 = − 1

30
, B9 = 0 , B10 =

5

66
,

B11 = 0 , B12 = − 691

2730
, B13 = 0 , B14 =

7

6
, B15 = 0 ,

B16 = −3617

510
, B17 = 0 , B18 =

43867

798
, B19 = 0 , B20 = −174611

330
, · · ·

因为 Bn 是从整系数线性方程组中解出来的，所以它们全是有理数. 因为

x

ex − 1
+
x

2
=
x

2
· e

x + 1

ex − 1
=
x

2
· e

x
2 + e−

x
2

e
x
2 − e−

x
2

=
x

2
· coth x

2

是偶函数，其展开式

1 +
∞∑
n=2

Bn

n!
xn

不能含有 x 的奇次幂，所以 B2k+1 = 0 (k ⩾ 1).

最后就有展开式

x · cothx = x · e
x + e−x

ex − e−x
=

∞∑
n=0

22nB2n

(2n)!
x2n, (∗)
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它对足够小的 x 值均成立.

从 sinhx 的无穷乘积表达式（定理1.19.3.4）

sinhx = x ·
∞∏
n=1

(
1 +

x2

n2π2

)
出发，取绝对值，得到

| sinhx| = |x| ·
∞∏
n=1

∣∣∣∣1 + x2

n2π2

∣∣∣∣ ,
对 x 6= 0，取对数，得到无穷级数

ln |sinhx| = ln |x|+
∞∑
n=1

ln
∣∣∣∣1 + x2

n2π2

∣∣∣∣ .
逐项微分就得到展开式

cothx =
1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 + n2π2
.

于是从 πx · coth πx 的部分分式展开式

πx · coth πx = 1 +
∞∑
n=1

2x2

x2 + n2

出发，因为当 |x| < 1 时，

2x2

x2 + n2
=

2x2

n2

x2

n2 + 1
= −2 ·

−x2

n2

1−
(
−x2

n2

) = −2
∞∑
m=1

(
−x

2

n2

)m
,

所以
∞∑
n=1

2x2

x2 + n2
= 2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)m−1 · x
2m

n2m
= 2

∞∑
m=1

(−1)m−1x2m
∞∑
n=1

1

n2m
,

我们得到幂级数展开式

πx · coth πx = 1 + 2
∞∑
n=1

(−1)n−1s2nx
2n (|x| < 1),

其中 s2n 表示级数
∞∑
m=1

1

m2n
的和.

将等式 (∗) 中的 x 换成 πx，就有

πx · coth πx = 1 +
∞∑
n=1

(2π)2nB2n

(2n)!
x2n.

于是我们得到了 πx · coth πx 的两个展开式，从而

B2n =
(−1)n−1 · 2(2n)!

(2π)2n
· s2n.
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另外，由

s2n =
∞∑
m=1

1

m2n
=

(2π)2n

(−1)n−1 · 2(2n)!
· B2n

可得

s2 =
∞∑
m=1

1

m2
=
π2

6
, s4 =

∞∑
m=1

1

m4
=
π4

90
, · · · .

借助 Cauchy-Hadamard 定理，对级数

x · cothx =
∞∑
n=0

22nB2n

(2n)!
x2n,

我们有

ρ2n−1 = 0, ρ2n = 2n

 ∣∣∣∣22nB2n

(2n)!

∣∣∣∣ = 2n

 
22n

(2n)!
· 2 · (2n)!
(2π)2n

· s2n =
1

π
2n
√
2s2n,

=⇒ ρ = lim sup
m→∞

ρm =
1

π
=⇒ R =

1

ρ
= π.

故最初的级数
x

ex − 1
+
x

2
=
x

2
· coth x

2
=

∞∑
n=0

B2n

(2n)!
x2n

有收敛半径 2π.36

定理 1.27.5.1
n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk =

1, n = 0,

0, n ∈ N∗.

定义 1.27.5.2 对任意 x ∈ C，函数

Fx : ρB → C, z 7→ zexz

ez − 1

是解析函数. 我们通过母函数

zexz

ez − 1
=

∞∑
k=0

Bk(x)

k!
zk (z ∈ ρB, x ∈ C)

来定义 Bernoulli 多项式 Bk(x).

由幂级数恒等定理可知每个 Bk(x)是唯一确定的，而由下面的命题可知它们的确是多项

式.
36若从复数域的观点看，因为 e±2πi = 1，即 ±2πi 都是函数

x

ex − 1
的间断点，所以它展开成幂级数时的收

敛半径不能超过 2π（参见注1.28.1.4）.
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命题 1.27.5.3 （1）Bn(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k37.

（2）Bn(0) = Bn.

（3）B′
n+1(x) = (n+ 1)Bn(x).

（4）Bn(x+ 1)− Bn(x) = nxn−138.

（5）Bn(1− x) = (−1)nBn(x).

证明 设 f(z) =
z

ez − 1
. 我们有

Fx(z) = exzf(z) =

(
∞∑
k=0

xkzk

k!

)(
∞∑
j=0

Bj

j!
zj

)
=

∞∑
n=0

(
∞∑
k=0

xn−k

(n− k)!
· Bk

k!

)
zn

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k

)
zn

n!
,

与 Bernoulli 多项式的定义比较即得（1）.（2）由（1）可立即推出. 而

B′
n+1(x) =

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bkx

n−k(n+ 1− k)

= (n+ 1)
∞∑
k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k = (n+ 1)Bn(x),

（3）得证. 从

Fx+1(z)− Fx(z) =
z
[
e(x+1)z − exz

]
ez−1

= zexz

可得
∞∑
k=1

Bk(x+ 1)− Bk(x)

k!
zk =

∞∑
k=1

xk−1

(k − 1)!
zk,

于是得证（4）. 再从

F1−x(z) =
ze(1−x)z

ez − 1
=

−ze−xz

e−z − 1
= Fx(−z)

可得（5）.
37利用其与 Newton 二项式的相似性，可将其 .在 .形 .式 .上写为

Bn(x) = (x+B)n,

只不过在展开该二项式后应将得到的 Bk 换成 Bernoulli 数 Bk.
38综合（3）（4）可得对 n ⩾ 1，

ˆ 1

0

Bn(x) dx = 0. 这一性质与 Riemann 定理结合可得到 Euler-Maclaurin 求

和公式的一类常用形式.
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推论 1.27.5.4 前 4 个 Bernoulli 多项式如下：

B0(x) = 1,

B1(x) = x− 1

2
,

B2(x) = x2 − x+
1

6
,

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x.

1.28 复变函数

1.28.1 幂级数

例 1.28.1.1 由 d’Alembert 判别法，级数
∞∑
n=1

zn

n2
具有收敛半径 R = 1. 而由于级数

∞∑
n=1

1

n2

收敛，所以此级数在收敛圆 |z| = 1 上也收敛.

例 1.28.1.2 由 d’Alembert 判别法，级数
∞∑
n=1

zn

n
具有收敛半径 R = 1. 当 |z| = 1 时，设

z = cos θ + i sin θ，则
∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

cosnθ
n

+ i

∞∑
n=1

sinnθ
n

,

由例1.15.3.10可知它也是收敛的（除去 θ = 0 即 z = 1 的情形），但不是绝对收敛的，因为级

数
∞∑
n=1

1

n
发散.

定理 1.28.1.3 幂级数在其收敛圆内部可以逐项微分，也即，若对 |z| < R，设 f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n，

则 f ′(z) =
∞∑
n=1

ncnz
n−1.

证明 由 Cauchy-Hadamard 定理可见后一个级数的收敛半径也是 R. 对固定的点 z0 以及

|z| < R，我们有

f(z)− f(z0)

z − z0
=

∞∑
n=1

cn
zn − zn0
z − z0

=
∞∑
n=0

cn
(
zn−1 + z0z

n−2 + · · ·+ zn−1
0

)
.

若取 ρ ∈ (|z0|, R)，则也可视 |z| < ρ，于是

∣∣cn (zn−1 + z0z
n−2 + · · ·+ zn−1

0

)∣∣ < n · |cn| · ρn−1.
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因为 R 是级数

∞∑
n=1

ncnz
n−1 的收敛半径，而 ρ < R，所以由 Weierstrass 判别法，由级数

∞∑
n=1

n|cn|ρn−1 收敛可推出级数
∞∑
n=1

cn
(
zn−1 + z0z

n−2 + · · ·+ zn−1
0

)
收敛. 因此当 z → z0 时逐

项取极限就导出结果.

注 1.28.1.4 因为在收敛圆以内，幂级数之和及其各阶导数皆连续，所以如果将函数按照 z

的幂次展开成级数，则函数离原点最近的间断点与原点的距离就是这个展开式收敛半径的自

然界限. 借助这一认识，我们可以通过将实变函数置于复数域中研究来理解展开式具有某些

特性的真正原因. 例如，级数

1− z2 + z4 − · · ·+ (−1)nz2n + · · · = 1

1 + z2

在 z = ±i 处有和函数的间断点，这可以帮助我们理解实变函数 1

1 + x2
展开式收敛半径为 1

这一事实.

1.28.2 指数函数

定义 1.28.2.1

ez = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · .

定理 1.28.2.2

ex+yi = ex (cos y + i sin y) .

1.28.3 对数函数

定义 1.28.3.1 对 w 6= 0，w 的对数主值：

lnw = ln |w|+ i · argw.

注 1.28.3.2 对数主值的虚部含于 (−π, π] 内：

−π < Im(lnw) ⩽ π.

定理 1.28.3.3 函数 lnw 在除去原点及负实轴以外的复平面上连续.

定理 1.28.3.4 在整个圆 |w| < 1 内部，成立展开式

ln(1 + w) = w − w2

2
+
w3

3
− · · ·+ (−1)n−1w

n

n
+ · · · .
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定理 1.28.3.5 在整个圆 |w| < 1 内部，成立展开式

1

2
ln 1 + w

1− w
= w +

w3

3
+ · · ·+ w2n−1

2n− 1
+ · · · .

1.28.4 三角函数及反三角函数

定义 1.28.4.1

cos z = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z =

∞∑
n=1

(−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!
.

定理 1.28.4.2

cos z = ezi + e−zi

2
, sin z = ezi − e−zi

2i
.

注 1.28.4.3 sinx 与 cosx 的正整数次方以及它们的正整数次方的乘积都可以用倍角的正弦

与余弦的线性组合表示. 例如，

cos4 sin3 x =

(
exi + e−xi

2

)4(
exi − e−xi

2i

)3

= − 1

128i

(
e2xi − e−2xi

)3 (
exi + e−xi

)
= − 1

128i

(
e6xi − 3e2xi + 3e−2xi − e−6xi

) (
exi + e−xi

)
= − 1

128i

(
e7xi + e5xi − 3e3xi − 3exi + 3e−xi + 3e−3xi − e−5xi − e−7xi

)
= − 1

64
(sin 7x+ sin 5x− 3 sin 3x− 3 sinx) .

定理 1.28.4.4

cos yi = ey + e−y

2
= cosh y, sin yi = ey − e−y

2
· i = i sinh y (y ∈ R).

定理 1.28.4.5

cos(x+ yi) = cosx · cos yi− sinx · sin yi = cosx · cosh y − i · sinx · sinh y,

sin(x+ yi) = sinx · cos yi+ cosx · sin yi = sinx · cosh y + i · cosx · sinh y.

定义 1.28.4.6

tan z = sin z
cos z =

1

i
· e

zi − e−zi

ezi + e−zi

(
z 6=

(
k +

1

2

)
π

)
,

cot z = cos z
sin z = i · e

zi + e−zi

ezi − e−zi
(z 6= kπ).
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定理 1.28.4.7

tan yi = i · tanh y, cot yi = −i · coth y.

定义 1.28.4.8 对 w 6= ±i，w 的反正切的主值：

arctanw =
1

2i
ln 1 + wi

1− wi
.

注 1.28.4.9 反正切主值的实部含于 (−π
2
,
π

2
) 内：

−π
2
< Re(arctanw) < π

2
.

定理 1.28.4.10 在整个圆 |w| < 1 内部，成立展开式

arctanw = w − w3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 w

2n−1

2n− 1
+ · · · .

定义 1.28.4.11 定义反正弦函数的主值如下：

（1）当 w = +1 时，arcsinw =
π

2
；当 x = −1 时，arcsinw = −π

2
.

（2）当 w 6= ±1 时，arcsinw =
1

i
ln
(
wi±

√
1− w2

)
，其中正负号由条件

−π
2
⩽ Re(arcsinw) ⩽ π

2

确定（若能唯一确定）；若以上两个实部皆等于
π

2
或 −π

2
，则将具有正虚部的值取作主值.

定理 1.28.4.12 在整个圆 |w| < 1 内部，成立展开式

arcsinw = w +
1

2
· w

3

3
+

1 · 3
2 · 4

· w
5

5
+ · · ·+ (2n− 1)!!

(2n)!!
· w

2n+1

2n+ 1
+ · · · .

注 1.28.4.13 对数函数与反三角函数之间的关系，使得积分学中许多看似不同的公式可以

合并到一起. 例如
ˆ

1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln x− a

x+ a
+ C 与

ˆ
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan x

a
+ C,

ˆ
1√

a2 + x2
dx = ln

(
x+

√
a2 + x2

)
+ C 与

ˆ
1√

a2 − x2
dx = arcsin x

a
+ C,

将 x 替换为 xi，就可将其中的一个归入另一个中.
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1.28.5 乘方函数

定理 1.28.5.1 设 a, b ∈ C，其中 a 6= 0，乘方 ab：

ab = eb ln a.

定理 1.28.5.2 若 |z| < 1，则对任意 m ∈ C，二项式级数

(1 + z)m = 1 +mz +
m(m− 1)

1 · 2
z2 + · · ·+ m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

1 · 2 · · ·n
zn + · · ·

收敛，且这级数恰好表达二项式乘方的主值.

1.29 渐近分析基础

1.29.1 发散级数的广义求和

定义 1.29.1.1 （1）线性求和法：若级数
∑

an 取广义和 A，级数
∑

bn 取广义和 B，则

级数
∑

(pan + qbn)（其中 p 与 q 是两个任意常数）必须取 pA+ qB 作为广义和.

（2）正则求和法：在通常意义下收敛于和 A的级数必须具有广义和，并且广义和同样等

于 A.

¶ Poisson-Abel 法

定义 1.29.1.2 按照已给的数值级数
∞∑
n=0

an，作出幂级数
∞∑
n=0

anx
n. 若这级数关于 0 < x < 1

收敛，并且 lim
x→1−

f(x) = A，则称 A 为已给级数（在 Poisson 意义下）的广义和.

例 1.29.1.3 考察三角级数 1

2
+

∞∑
n=1

cosnθ (θ ∈ (−π, π]).

若
θ

π
=
p

q
∈ Q，则对于 q 的倍数 n，就有 | cosnθ| = 1，违反了级数收敛的必要条件.

若
θ

π
/∈ Q，则将它展开成无穷连分数，并作出其渐近分数

m

n
，那么应有∣∣∣∣ θπ − m

n

∣∣∣∣ < 1

n2
,

从而

|nθ −mπ| < π

n
.

即对于无穷多个 n，

| cos θ ± 1| < π

n
,
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因此

| cosnθ| > 1− π

n
,

此时收敛的必要条件也不成立. 故这级数对一切 θ 值都发散.

如果作出幂级数
1

2
+

∞∑
n=1

cosnθxn (0 < x < 1),

由例1.15.3.10知，对于 θ 6= 0，它的和是

1

2
· 1− x2

1− 2x cos θ + x2
.

因为当 x → 1− 时上式趋近于 0，所以对于 θ 6= 0，级数的广义和是 0. 如果 θ = 0，则级数

显然有和 +∞.

注 1.29.1.4 Poisson-Abel 法显然是线性的，而其正则性可由 Abel 定理（定理1.15.1.9）确

定.

定理 1.29.1.5 (Tauber 定理) 设级数
∞∑
n=0

anx
n 当 0 < x < 1 时收敛，且 lim

x→1−

∞∑
n=0

anx
n = A.

若级数
∞∑
n=0

an 的各项满足

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= 0,

则
∞∑
n=0

an = A.

证明 ¬我们先从更为特殊的条件入手. 先假设

lim
n→∞

nan = 0.

（由 Cauchy 定理（Stolz 定理的特例）可知此条件能推出定理条件.）若设

δn = max
k⩾n

|kak|,

则当 n→ ∞ 时，δn 单调递减趋近于 0. 对于任意 N ∈ N 和 x ∈ (0, 1)，我们有∣∣∣∣∣
N∑
n=0

an − A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
N∑
n=0

an(1− xn)−
∞∑

n=N+1

anx
n +

[
∞∑
n=0

anx
n − A

]∣∣∣∣∣
⩽

N∑
n=0

|an|(1− xn) +
∞∑

n=N+1

|nan|xn

n
+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anx
n − A

∣∣∣∣∣ .
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当 x ∈ (0, 1) 时，有不等式

1− xn = (1− x)(1 + x+ · · ·+ xn−1) < n(1− x),

∞∑
n=N+1

xn =
xN+1

1− x
<

1

1− x
,

所以
N∑
n=0

|an|(1− xn) ⩽
N∑
n=0

|nan|(1− x) ⩽ (1− x)(N + 1)δ0.

∞∑
n=N+1

|nan|xn

n
⩽ δN+1

N + 1

∞∑
n=N+1

xn ⩽ δN+1

(N + 1)(1− x)
.

取任意小的数 ε > 0，令

(1− x)(N + 1) = ε, 即 x = 1− ε

N + 1
,

则当 N → ∞ 时，x→ 1. 现在取充分大的 N，使得

δN+1 < ε2,

且对应的 x 充分接近 1 以至于 ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anx
n − A

∣∣∣∣∣ < ε.

于是 ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an − A

∣∣∣∣∣ < (2 + δ0) · ε.

­定理的一般情形也可化为¬中的特殊情形. 令

vn = a1 + 2a2 + · · ·+ nan (n ⩾ 1),

v0 = 0,

则

an =
vn − vn−1

n
(n ⩾ 1).

然后
∞∑
n=0

anx
n = a0 +

∞∑
n=1

vn
n
xn −

∞∑
n=1

vn−1

n
xn

= a0 + (1− x)
∞∑
n=1

vn
n
xn +

∞∑
n=1

vn
n(n+ 1)

xn+1.
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由定理条件， lim
n→∞

vn
n

= 0. 因此

(1− x)
∞∑
n=1

vn
n
xn = (1− x)

N∑
n=1

vn
n
xn + (1− x)

∞∑
n=N+1

vn
n
xn,

对任意 ε > 0，选择 N 使得第二个和式每项中
∣∣∣vn
n

∣∣∣ < ε，从而

(1− x)
∞∑

n=N+1

vn
n
xn ⩽ (1− x)ε

∞∑
n=N+1

xn = (1− x)ε
xN+1

1− xN+1
,

由此可得

lim
x→1−

(1− x)
∞∑
n=1

vn
n
xn = 0.

这样就有

lim
x→1−

∞∑
n=1

vn
n(n+ 1)

xn+1 = A− a0.

而对它已经可以使用¬所得结论，因此

∞∑
n=1

vn
n(n+ 1)

= A− a0.

另一方面，
m∑
n=1

vn
n(n+ 1)

=
m∑
n=1

vn
n

−
m∑
n=1

vn
n+ 1

=
m∑
n=1

vn
n

−
m+1∑
n=1

vn−1

n

= − vm
m+ 1

+
m∑
n=1

vn − vn−1

n
= − vm

m+ 1
+

m∑
n=1

an,

令 m→ ∞，即得
∞∑
n=1

an = A− a0 =⇒
∞∑
n=0

an = A.

¶ Cesàro 法

定义 1.29.1.6 根据已给的数值级数
∞∑
n=0

an 的部分和 An，逐步作出它们的算术平均

α0 = A0, α1 =
A0 + A1

2
, · · · , αn =

A0 + A1 + · · ·+ An
n+ 1

, · · · .

如果 αn 当 n→ ∞ 时有极限 A，则称 A 为已给级数（在 Cesàro 意义下）的广义和.
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例 1.29.1.7 对于级数
∞∑
n=0

(−1)n，我们有

α2k =
k + 1

2k + 1
, α2k−1 =

1

2
,

于是 αn → 1

2
.

例 1.29.1.8 对级数
∞∑
n=1

sinnθ (−π < θ ⩽ π),

当 θ 6= 0 时，我们有

An =
cos 1

2
θ − cos

(
n+ 1

2

)
θ

2 sin 1
2
θ

,

然后

αn =
A1 + A2 + · · ·+ An+1

n+ 1

=
1

2
cot 1

2
θ − 1

n+ 1
· 1

4 sin2 1
2
θ

n+1∑
k=1

2 sin 1

2
θ · cos

(
k +

1

2

)
θ

=
1

2
cot 1

2
θ − 1

n+ 1
· sin(n+ 2)θ − sin θ

4 sin2 1
2
θ

→ 1

2
cot 1

2
θ (n→ ∞).

注 1.29.1.9 Cesàro 法显然是线性的，而其正则性可由 Cauchy 定理确定.

定理 1.29.1.10 (Frobenius定理) 如果用 Cesàro法可求得级数
∞∑
n=0

an 的有限“和”A，则同

时用 Poisson-Abel 法也可求得相同的和.

证明 先证明一个引理：

引理 如果用 Cesàro 法可求得级数
∞∑
n=0

an 的有限“和”A，则必有 an = o(n).

【引理的证明：由 αn−1 → A 及
n+ 1

n
αn → A 可知

(n+ 1)αn − nαn−1

n
=
An
n

→ 0.

而这时也有
an
n

=
An
n

− n− 1

n
· An−1

n− 1
→ 0.

这就证明了引理.】
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设 αn → A. 由引理及
∞∑
n=0

nxn 对 x ∈ (0, 1) 收敛可知幂级数

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n

关于 0 < x < 1 收敛. 运用两次 Abel 变换可得

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n = (1− x)

∞∑
n=0

Anx
n = (1− x)2

∞∑
n=0

(n+ 1)αnx
n.

又因为对 x ∈ (0, 1)，

1

(1− x)2
=

∞∑
n=0

(n+ 1)xn =⇒ 1 = (1− x)2
∞∑
n=0

(n+ 1)xn,

用 A 乘这个恒等式的两端，再逐项减去前一恒等式，就有

A− f(x) = (1− x)2
∞∑
n=0

(n+ 1)(A− αn)x
n.

而

(1−x)2
∞∑
n=0

(n+1)(A−αn)xn = (1−x)2
N−1∑
n=0

(n+1)(A−αn)xn+(1−x)2
∞∑
n=N

(n+1)(A−αn)xn,

对任意 ε > 0，选取 N，使得当 n > N 时，|A− αn| < ε. 这时

(1− x)2
∞∑
n=N

(n+ 1)(A− αn)x
n < ε(1− x)2

∞∑
n=N

(
xn+1

)′
= ε(1− x)2

(
∞∑
n=N

xn+1

)′

= εxN [1 +N(1− x)] → ε (x→ 1−),

从而

A− f(x) → 0 (x→ 1−) ⇐⇒ lim
x→1−

f(x) = A.

定理 1.29.1.11 (Hardy-Landau 定理) 若可用 Cesàro 法求得级数
∞∑
n=0

an 的广义和 A，且

mam > −C （C 为常数；m = 1, 2, 3, · · ·）,

则
∞∑
n=0

an = A.
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1.29.2 包络级数与渐近级数

1

2

7 5 3

4

6
8

x = 1.2

y = ln(1 + x)

图 1.40: ln(1 + x)Taylor 展开式的前 8 阶

考虑函数 ln(1 + x) 带 Lagrange 余项的 Taylor 展开式：

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ rn(x),

其中余项

rn(x) =
1

(1 + θ1x)n+1
· (−1)n

xn+1

n+ 1
= θ · (−1)n

xn+1

n+ 1
(0 < θ, θ1 < 1).

可以发现，余项的绝对值小于对数级数
∞∑
n=1

(−1)n−1 · x
n

n
被丢掉的第一项，且与这一项符号

相同. 现在对任意固定的 x ∈ (0,+∞)，我们对 ln(1 + x) 的值进行估计：

¬若 x ∈ (0, 1]：因为此时对数级收敛，所以令 n→ ∞，误差便趋于 0.

­若 x ∈ (1,+∞)：这时所估计的项随 n 的增加增长到无穷大，不能依靠 n 来使误差任

意小，但可以找到比较适合截断的 n. 例如，当 x 接近 1 时，只要

xn+1

n+ 1
:
xn

n
=

n

n+ 1
x < 1, 即 n <

1

x− 1
,
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对数级数的各项的绝对值减小. 因此选取 n =

õ
1

x− 1

û
截断级数能得到对 ln(1 + x) 值较好

的估计. 如图1.40，对固定的 x = 1.2，用 n = 4(或6) 估计的误差约为 0.2509，而用 n = 5 估

计的误差约为 0.2468，且用其他 n 值进行截断估计的误差都要更大.

定义 1.29.2.1 设给定数值级数
∞∑
n=0

an，若其部分和依次地时而小于时而大于某个数 A，即，

若由公式

A = a0 + a1 + · · ·+ an + rn

定义的余式是交错的，则称级数
∞∑
n=0

an 包络数 A.

注 1.29.2.2 由等式

rn = an+1 + rn+1

可给出等价的定义：

级数
∞∑
n=0

an 包络数 A ⇐⇒
∞∑
n=0

an 是交错级数，且余式 rn 的绝对值小于 an+1 的绝对

值，并与其同号.

定义 1.29.2.3 设在同一个区域 X 上给定函数项级数
∞∑
n=0

an(x) 及某个函数 A(x)，x 的变化

范围以有限的或无穷的数 ω 为聚点. 我们用等式

A(x) = a0(x) + a1(x) + · · ·+ an(x) + rn(x)

来定义余式 rn(x). 若对任意固定的 n 有

lim
x→ω

rn(x)

an(x)
= 0 （假设至少对充分接近 ω 的 x 而言 an(x) 6= 0）,

则称级数
∞∑
n=0

an(x) 为函数 A(x) 在 x = ω 附近的渐近展开，记为

A(x) ∼ a0(x) + a1(x) + · · ·+ an(x) + · · · .

定理 1.29.2.4 若

A(x) ∼ a0(x) + a1(x) + · · ·+ an(x) + · · · ,

则

lim
x→ω

an+1(x)

an(x)
= 0.
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证明 因为
an+1(x)

an(x)
=
rn(x)− rn+1(x)

an(x)
=
rn(x)

an(x)
− rn+1(x)

an+1(x)
· an+1(x)

an(x)
,

所以

an+1(x)

an(x)
=

rn(x)
an(x)

1 + rn+1(x)
an+1(x)

→ 0 (x→ ω).

定理 1.29.2.5 若级数
∞∑
n=0

an(x) 包络函数 A(x)，且 lim
x→ω

an+1(x)

an(x)
= 0，则这个级数就是 A(x)

在 x = ω 附近的渐近展开.

注 1.29.2.6

在 x = ∞ 附近，A(x) ∼
∞∑
n=0

an
xn

= a0 +
a1
x

+
a2
x2

+ · · ·+ an
xn

+ · · ·

m

∀n固定，rn(x) = o

(
1

xn

)
m

lim
x→∞

[
A(x)− a0 −

a1
x

− a2
x2

− · · · − an
xn

]
· xn = 0

m

lim
x→∞

[
A(x)− a0 −

a1
x

− a2
x2

− · · · − an−1

xn−1

]
· xn = an

（这表明这种类型的渐近展开的唯一性）

定理 1.29.2.7 乘积 A(x) ·B(x) 的渐近展开可以通过把各自的渐近展开式按 Cauchy 乘积的

规则得到.

定理 1.29.2.8 设函数 F (y) 在 y = 0 处解析，即在这个点的邻域中可展开为幂级数：

F (y) =
∞∑
m=0

βmy
m = β0 + β1y + β2y

2 + · · ·+ βmy
m + · · · ,

函数 A(x) 具有无自由项的渐近展开：

A(x) ∼ a1
x

+
a2
x2

+ · · ·+ an
xn

+ · · · .

若 A(x) 的每一个幂 [A(x)]m 可用 A(x) 的渐近展开式代入且形式上合并同类项，则函数

F (A(x)) 也有渐近展开，这个展开可由上述展开式得到.
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定理 1.29.2.9 设函数 A(x) 在区间 X = [a,+∞) 连续并有渐近展开式

A(x) ∼ a2
x2

+
a3
x3

+ · · ·+ an
xn

+ · · · .

则对于这个函数存在由任意 x ⩾ a 到 +∞ 的有限积分，并且这个积分作为 x 的函数也有渐

近展开式 ˆ ∞

x

A(x) dx ∼ a2
x

+
a3
2

· 1

x2
+ · · ·+ an

n− 1
· 1

xn−1
+ · · · .

1.29.3 Euler-Maclaurin 求和公式

引理 1.29.3.1 设 m ∈ N∗，f ∈ C2m+1[0, 1]. 则
ˆ 1

0

f(x) dx =
1

2
[f(0) + f(1)]−

m∑
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(x)

∣∣∣∣∣
1

0

− 1

(2m+ 1)!

ˆ 1

0

B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx.

证明 在高阶分部积分公式（定理1.3.1.1，对称形式）中，令 u := f ′(x)，v := B2m+1(x)，并

取 a = 0，b = 1，n = 2m− 1. 利用 B′
n+1(x) = (n+ 1)Bn(x)，得到

ˆ 1

0

f ′(x)(2m+ 1)!B1(1− x) dx =
2m−1∑
k=0

(2m+ 1)!

(k + 2)!

[
f (k+1)(0)Bk+2(1)− f (k+1)(1)Bk+2(0)

]
+

ˆ 1

0

f (2m+1)(x)B2m+1(1− x) dx.

两边除以 (2m+ 1)!，就得到

ˆ 1

0

B1(1− x)f ′(x) dx =
2m−1∑
k=0

Bk+2(1)f
(k+1)(0)− Bk+2(0)f

(k+1)(1)

(k + 2)!

+
1

(2m+ 1)!

ˆ 1

0

B2m+1(1− x)f (2m+1)(x) dx.

利用 Bn(1− x) = (−1)nBn(x)，并变换求和哑标，得到

ˆ 1

0

B1(x)f
′(x) dx =

2m+1∑
j=2

f (j−1)(1)Bj(0)− f (j−1)(0)Bj(1)

j!

+
1

(2m+ 1)!

ˆ 1

0

B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx.

因为 B1(x) = x− 1

2
，所以由分部积分，

ˆ 1

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

B′
1(x)f(x) dx = B1(x)f(x)

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

B1(x)f
′(x) dx

=
1

2
[f(0) + f(1)]−

ˆ 1

0

B1(x)f
′(x) dx.
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而由 Bj(0) = Bj，Bj(1) = (−1)jBj 及 B2j+1 = 0 (j ⩾ 1) 可得

2m+1∑
j=2

f (j−1)(1)Bj(0)− f (j−1)(0)Bj(1)

j!
=

m∑
j=1

B2j

(2j)!
f (2j−1)(x)

∣∣∣∣∣
1

0

,

故

ˆ 1

0

f(x) dx =
1

2
[f(0) + f(1)]−

m∑
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(x)

∣∣∣∣∣
1

0

− 1

(2m+ 1)!

ˆ 1

0

B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx.

下面我们记 ‹Bn 为函数 Bn(x)|[0,1) 在 R 上以 1 为周期的延拓，即‹Bn(x) := Bn(x− bxc), x ∈ R.

由命题1.27.5.3（4）可知，对 n ⩾ 2，Bn(0) = Bn(1)，再结合（3）可得 ‹Bn ∈ Cn−2(R) (n ⩾ 2).

定理 1.29.3.2 (Euler-Maclaurin 求和公式) 设 a, b ∈ Z，a < b，f ∈ C2m+1[a, b] (m ∈ N∗39).

则
b∑

k=a

f(k) =

ˆ b

a

f(x) dx+ 1

2
[f(a) + f(b)] +

m∑
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

+
1

(2m+ 1)!

ˆ b

a

‹B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx.

证明 设 fk(x) := f(a+ k + x) (x ∈ [0, 1])，则

ˆ b

a

f(x) dx =
b−a−1∑
k=0

ˆ a+k+1

a+k

f(x) dx =
b−a−1∑
k=0

ˆ 1

0

fk(x) dx.

由引理1.29.3.1，
ˆ 1

0

fk(x) dx =
1

2
[fk(0) + fk(1)]−

m∑
j=1

B2j

(2j)!
f
(2j−1)
k (x)

∣∣∣∣∣
1

0

− 1

(2m+ 1)!

ˆ 1

0

B2m+1(x)f
(2m+1)
k (x) dx.

而

1

2

b−a−1∑
k=0

[fk(0) + fk(1)] =
1

2

b−a−1∑
k=0

[f(a+ k) + f(a+ k + 1)]

=
b∑

k=a

f(k)− 1

2
[f(a) + f(b)] ,

39当 m = 0 时只需将求和项视作 0，公式仍成立（这种形式更常用）.
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且 ˆ 1

0

B2m+1(x)f
(2m+1)
k (x) dx =

ˆ 1

0

‹B2m+1(a+ k + x)f (2m+1)(a+ k + x) dx

=

ˆ a+k+1

a+k

‹B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx.

所以 ˆ b

a

f(x) dx =
1

2

b−a−1∑
k=0

[fk(0) + fk(1)]−
b−a−1∑
k=0

m∑
j=1

B2j

(2j)!
f
(2j−1)
k (x)

∣∣∣∣∣
1

0

− 1

(2m+ 1)!

b−a−1∑
k=0

ˆ a+k+1

a+k

‹B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx

=
b∑

k=a

f(k)− 1

2
[f(a) + f(b)]−

m∑
j=1

B2j

(2j)!

b−a−1∑
k=0

f
(2j−1)
k (x)

∣∣∣∣∣
1

0

− 1

(2m+ 1)!

ˆ b

a

‹B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx

=
b∑

k=a

f(k)− 1

2
[f(a) + f(b)]−

m∑
j=1

B2j

(2j)!
f (2j−1)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

− 1

(2m+ 1)!

ˆ b

a

‹B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx,

即
b∑

k=a

f(k) =

ˆ b

a

f(x) dx+ 1

2
[f(a) + f(b)] +

m∑
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

+
1

(2m+ 1)!

ˆ b

a

‹B2m+1(x)f
(2m+1)(x) dx.

例 1.29.3.3 (Faulhaber 公式) 对 m ∈ N，m ⩾ 2，我们有

n∑
k=1

km =
nm+1

m+ 1
+
nm

2
+

∑
2j<m+1

(
m

2j − 1

)
B2j

2j
nm−2j+1.

证明 对 f := xm，我们有

f (l) =


(
m

l

)
l!xm−l, l ⩽ m,

0, l > m.

当 2j − 1 < m 时，

B2j

(2j)!
f (2j−1)(n) =

B2j

(2j)!

(
m

2j − 1

)
(2j − 1)!nm−2j+1 =

B2j

2j

(
m

2j − 1

)
nm−2j+1.

因为 f (m)(x)
∣∣∣n
0
= 0，代入 a = 0 和 b = n 就得到所要的公式.



第一章 分析学中的主要结论 237

1.30 含参变量积分

1.30.1 基本理论

定理 1.30.1.1 若对于 Y 中的任意 y 值，就区间 X = [a, b] 上的 x 来说，函数 f(x, y) 是连

续的（可积的），并当 y → y0 时一致趋于极限函数 φ(x)，则 φ(x) 也是连续的（可积的）.

将函数项级数理论中的 Dini 定理（定理1.27.2.3）推广，我们有

定理 1.30.1.2 (广义 Dini 定理) 假设对于 Y 中的任意 y 值，就区间 X = [a, b] 上的 x 来说，

函数 f(x, y) 是连续的，并且当 y 值增加时，f(x, y) 也单调递增趋于连续的极限函数 φ(x)，

则对于 X 上的 x 值，这个逼近一定是一致的.

定理 1.30.1.3 设对于 X 中每一个 x 值对应一个简单极限

lim
y→y0

f(x, y) = φ(x),

且对于 Y 中每一个 y 值对应一个简单极限

lim
x→x0

f(x, y) = ψ(y),

若当 y → y0 时函数 f(x, y) 对于 X 中的 x 值一致趋向于极限函数 φ(x)，则下式中的两个累

次极限存在且相等：

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y).

定理 1.30.1.4 若函数 f(x, y) 当 y 为常量时对于 [a, b] 上的 x 值可积，并且当 y → y0 时对

于 x 一致趋于极限函数 φ(x)，则

lim
y→y0

I(y) = lim
y→y0

ˆ b

a

f(x, y) dx =

ˆ b

a

φ(x) dx.

推论 1.30.1.5 若函数 f(x, y) 在 y 不变时对于 [a, b] 上的 x 值连续，且在 y 增加时单调递增

趋于连续的极限函数，则

lim
y→y0

ˆ b

a

f(x, y) dx =

ˆ b

a

lim
y→y0

f(x, y) dx.

定理 1.30.1.6 若二元函数 f(x, y) 在矩形 [a, b]× [c, d] 上是连续的，则 I(y) =

ˆ b

a

f(x, y) dx

在 [c, d] 上是参数 y 的连续函数.
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定理 1.30.1.7 设函数 f(x, y) 定义在矩形 [a, b] × [c, d] 上，当 y 为 [c, d] 上的任意常量时，

f(x, y) 对于 x 是连续的. 若在矩形区域上偏导数 f ′
y(x, y) 存在，同时 f ′

y(x, y) 作为二元函数

是连续的，则当 y 为 [c, d] 上任意值时，有

Dy

ˆ b

a

f(x, y) dx =

ˆ b

a

Dyf(x, y) dx.

定理 1.30.1.8 若函数 f(x, y)（对于两个变量）在矩形 [a, b]× [c, d] 上连续，则

ˆ d

c

ˆ b

a

f(x, y) dx dy =

ˆ b

a

ˆ d

c

f(x, y) dy dx.

例 1.30.1.9
ˆ 1

0

xb − xa

lnx dx =

ˆ 1

0

ˆ b

a

xy dy dx =

ˆ b

a

ˆ 1

0

xy dx dy =

ˆ b

a

1

1 + y
dy = ln 1 + b

1 + a
.

例 1.30.1.10 (连续性条件不能省略) 考虑函数 f(x, y) =
y2 − x2

(x2 + y2)2
在矩形 [0, 1] × [0, 1] 上

的情形：f(x, y) 在 (0, 0) 点间断，而

ˆ 1

0

ˆ 1

0

y2 − x2

(x2 + y2)2
dx dy =

ˆ 1

0

1

1 + y2
dy =

π

4
,

ˆ 1

0

ˆ 1

0

y2 − x2

(x2 + y2)2
dy dx =

ˆ 1

0

− 1

1 + x2
dx = −π

4
.

定理 1.30.1.11 设函数 f(x, y) 在矩形 [a, b]× [c, d] 上是连续的，曲线

x = α(y), x = β(y) (y ∈ [c, d])

是连续的，且它没有落在矩形之外，则 I(y) =

ˆ β(y)

α(y)

f(x, y) dx 在 [c, d] 上是 y 的连续函数.

更进一步地，若 f(x, y) 在矩形 [a, b]× [c, d] 上有连续偏导数 f ′
y(x, y)，且导数 α′(y) 与 β′(y)

都存在，则

I ′(y) =

ˆ β(y)

α(y)

f ′
y(x, y) dx+ β′(y) · f (β(y), y)− α′(y) · f (α(y), y) .

定理 1.30.1.12 若级数
∞∑
n=1

un(x) 的各项在 [a, b] 上是（常义）可积函数，且级数一致收敛，

而 g(x) 是 [a, b] 上的绝对可积函数40，则级数
∞∑
n=1

un(x)g(x) 可以逐项积分.

40可以是在广义积分的意义下.
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反例 1 在任何区间上都没有原函数的可积函数.

设 r1, r2, · · · , rn, · · · 为区间 [0, 1] 中的全体有理点，令

f(x) =
∑
rk<x

1

2k
, 0 ⩽ x ⩽ 1,

则函数 f 在 [0, 1] 上严格递增，且 f 在 [0, 1] 中的任一有理点间断而在任一无理点连续. 又 f

在点 rn 处的跳跃度恰好等于
1

2n
. 因为 f 在 [0, 1] 上单调，所以它在 [0, 1] 上可积. 但是，由

于 f 的跳跃间断点的集合在 [0, 1] 中稠密，因而 f 在 [0, 1] 的任何子区间上都不可能有原函

数.

反例 2 在闭区间上有原函数但不可积的函数.

设

f(x) =

x
2 sin 1

x2
, x 6= 0,

0, x = 0.

则 f 在闭区间 [−1, 1] 的每一点 x 处都有（有限）导数

g(x) = f ′(x) =

2x sin 1

x
− 2

x2
cos 1

x2
, x 6= 0,

0, x = 0.

因此，函数 g 有原函数 f . 但是，由于 g 在区间 [−1, 1] 上无界，因而它在 [−1, 1] 上并不可

积.

反例 3 闭区间上具有原函数的有界函数而不可积.

Volterra 有例如下：

239
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我们从 [0, 1] 中去掉其中间的长度为
1

4
的开区间. 然后从剩下来的两个闭区间中各去掉

其中间的长度为
1

42
的开区间. 在第 n 步，从第 n− 1 步剩下来的 2n−1 个闭区间中各去掉其

中间的长度为
1

4n
的开区间. 无限地继续这个过程，我们从 [0, 1] 内去掉了一系列总长度为

1

4
+ 2 · 1

42
+ · · ·+ 2n−1 · 1

4n
+ · · · = 1

2

的开区间，剩下来的点形成闭集 E，显然，E 不是零测集. 设 dn 表示第 n 步后剩下的各个

闭区间的长度. 从这个构造方法，显然，dn+1 <
dn
2
；因此 n→ ∞ 时 dn → 0. 这说明 [0, 1] 的

子区间，无论多么小，都不能整个地含于 E.

现在我们定义函数 f . 对 x ∈ E，令 f(x) = 0. 若 (α, β) 是去掉的开区间之一，则紧接着

α 的右边定义

f(x) = (x− α)2 sin 1

x− α
,

紧接着 β 的右边定义

f(x) = (x− β)2 sin 1

β − x
,

直至最靠近 (α, β) 中间的极大值点 α, β；在 (α, β) 内，规定 f(x) 等于这个极大值.

图 2.1: Volterra 函数在
[
3

8
,
5

8

]
上的图像

这样，我们在整个区间 [0, 1] 上定义了函数 f，它是连续函数.

显然，f 在去掉的各个区间 (α, β) 内可微，即使在 α, β 处也是如此，在这两个点的导数

是 0. 对充分接近 α 的 x (x > α)，

f ′(x) = 2(x− α) sin 1

x− α
− cos 1

x− α
;

若 x → α，右端的第一项趋于 0，而第二项在 +1 与 −1 之间振动. 在 β 的左邻域内情况类

似.

在点 α, β 处，甚至在每个点 x0 ∈ E 处，f ′(x0) 都存在，并且 f ′(x0) = 0. 这是因为：

先设 x > x0. 若 x ∈ E，则

f(x)− f(x0) = 0− 0 = 0;
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若 x 存在于某个被去掉的区间 (α, β) 内，则

|f(x)− f(x0)| = |f(x)| ⩽ (x− α)2 ⩽ (x− x0)
2;

因此，无论什么时候都有 ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ⩽ |x− x0| .

x < x0 时仍然如此. 令 x→ x0，便得 f ′(x0) = 0.

这样，f ′(x) 处处存在，但它在 E 上不连续. 事实上，若 x0 ∈ E，则在 x0 的每个邻域

内存在被去掉的区间的点，因而也存在被去掉的区间之一的端点；但我们知道，在这样的端

点处，f ′ 的振幅等于 2. 由于 E 不是零测集，因此 f ′ 不可积.

反例 4 一个可积函数，在某个可数集上改变它的值后，就影响了它的可积性.

设 f(x) ≡ 0, 0 ⩽ x ⩽ 1，A 是 [0, 1] 中的一切有理数所组成之集. 我们在 A 上改变 f 的

值处处为 1，就得到了 Dirichlet 函数，从而就不再可积了.

反例 5 一个可积函数，在某个可数集上任意改变它的值（但这些数值全体要组成有界集合），

而不影响它的可积性.

设 A 是由点 0 和点 xn =
1

nπ
(n = 1, 2, · · · ) 组成的 [0, 1] 的一个可数子集，在 [0, 1] 上定

义函数 f：

f(x) =


sin
(

1

sin
(
1
x

)), x /∈ A,

0, x ∈ A.

易见，f 在 [0, 1] 上可积. 如果在 A 上改变 f 以任何数值，但这些数值全体要组成有界集合，

那么得到的函数在 [0, 1] 上仍然有界且几乎处处连续，因而它在 [0, 1] 上仍可积.

反例 6 存在函数 f : [0, 1] → R 满足：

（1）f ∈ R[0, 1]；

（2）f /∈ C[0, 1]；

（3）f 在 [0, 1] 上有原函数.

设

F (x) =

x
2 sin 1

x
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.
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则 F (x) 的导函数

f(x) := F ′(x) =

2x sin 1

x
− cos 1

x
, x ∈ (0, 1]

0, x = 0.

因为 f(x) 在 [0, 1] 上有界且仅在 x = 0 处不连续，所以 f ∈ R[0, 1]，f /∈ C[0, 1]，同时 F (x)

是 f(x) 的一个原函数.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

图 2.2: f(x) 在 [0, 1] 上的图像
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问题 1 假设 an > 0,
∞∑
k=1

ak < +∞. 设 rn =
∞∑
k=n

ak，则
∞∑
k=1

ak√
rk
< +∞.

证明 由 rn 单调递减且 lim
n→∞

rn = 0，

∞∑
k=1

ak√
rk

=
∞∑
k=1

rk − rk+1√
rk

⩽
∞∑
k=1

ˆ rk

rk+1

1√
x

dx = 2
∞∑
k=1

(
√
rk −

√
rk+1) < +∞.

注 3.0.0.1 这说明任给一个收敛的正项级数，总能构造出收敛速度更慢的正项级数.

问题 2 假设 an > 0,
∞∑
k=1

ak = +∞. 设 s1 := 0, sn =
n−1∑
k=1

ak，则
∞∑
k=2

ak
sk

< +∞.

证明 由 sn 单调递增且 lim
n→∞

sn = +∞，

∞∑
k=2

ak
sk

=
∞∑
k=2

sk+1 − sk
sk

⩾
∞∑
k=2

ˆ sk+1

sk

1

x
dx =

∞∑
k=1

(ln sk+1 − ln sk) = +∞.

注 3.0.0.2 这说明任给一个发散的正项级数，总能构造出发散速度更慢的正项级数.

问题 3 假设 f ∈ R[a, b]，则(ˆ b

a

|f(x)| cosx dx
)2

+

(ˆ b

a

|f(x)| sinx dx
)2

⩽
(ˆ b

a

|f(x)| dx
)2

.

证明 由 Hölder 不等式，

LHS =

(ˆ b

a

»
|f(x)| ·

»
|f(x)| cosx dx

)2

+

(ˆ b

a

»
|f(x)| ·

»
|f(x)| sinx dx

)2

⩽
ˆ b

a

|f(x)| dx
ˆ b

a

|f(x)| cos2 x dx+
ˆ b

a

|f(x)| dx
ˆ b

a

|f(x)| sin2 x dx

= RHS.

243
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问题 4 若 f ∈ C[0, 1]，且对任意 x ∈ [0, 1]，都有

ˆ 1

x

f(t) dt ⩾ 1− x2

2
,

则 ˆ 1

0

f 2(t) dt ⩾ 1

3
.

证明 设

F (t) :=

ˆ 1

t

f(x) dx ⩾ 1− t2

2
.

由 Hölder 不等式，

1

3

ˆ 1

0

f 2(t) dt =
ˆ 1

0

t dt ⩾
(ˆ 1

0

tf(t) dt
)2

=

(
tF (t)

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

F (t) dt
)2

⩾
ˆ 1

0

1− t2

2
dt = 1

9
,

故 ˆ 1

0

f 2(t) dt ⩾ 1

3
.

问题 5 若 f ∈ C1[a, b], f(a) = 0，证明：

ˆ b

a

f 2(x) dx ⩽ 1

2
(b− a)2

ˆ b

a

|f ′(x)|2 dx.

证明 由 Cauchy-Schwarz 不等式，

f 2(x)
f(a)=0
======

(ˆ x

a

f ′(t) dt
)2

⩽
ˆ x

a

(f ′(t))
2 dt ·

ˆ x

a

12 dt ⩽ (x− a)

ˆ b

a

(f ′(t))
2 dt.

两端同时积分即得 ˆ b

a

f 2(x) dx ⩽ 1

2
(b− a)2

ˆ b

a

|f ′(x)|2 dx.

问题 6 (参考 Opial 不等式（定理1.12.2.1）) 若 g ∈ C1[0, a], g(0) = 0，证明：

ˆ a

0

|g(x)g′(x)| dx ⩽ a

2

ˆ a

0

|g′(x)|2 dx,

等号成立 ⇐⇒ g(x) = cx（c 为常数）.

证明 记 f(x) =

ˆ x

0

|g′(t)| dt (0 ⩽ x ⩽ a)，则 f ′(x) = |g′(x)|，由 g(0) = 0 知

|g(x)| = |g(x)− g(0)| =
∣∣∣∣ˆ x

0

g′(t) dt
∣∣∣∣ ⩽ ˆ x

0

|g′(t)| dt = f(x),
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因此， ˆ a

0

|g(x)g′(x)| dx ⩽
ˆ a

0

f(x)f ′(x) dx =

ˆ a

0

f(x) df(x)

=
1

2
f 2(x)

∣∣∣a
0
=

1

2

(ˆ a

0

|g′(t)| dt
)2

=
1

2

(ˆ a

0

1 · |g′(t)| dt
)2

⩽ 1

2

ˆ a

0

12 dx ·
ˆ a

0

|g′(t)|2 dt = a

2

ˆ a

0

|g′(t)|2 dt.

当 g(x) = cx 时，不等式显然成立. 只需证明必要性. 如上已证
ˆ a

0

|g(x)g′(x)| dx ⩽ 1

2

(ˆ a

0

|g′(t)| dt
)2

⩽ a

2

ˆ a

0

|g′(t)|2 dt.

若不等式等号成立，则 (ˆ a

0

|g′(t)| dt
)2

= a

ˆ a

0

|g′(t)|2 dt.

记 A =

ˆ a

0

|g′(t)|2 dt, B =

ˆ a

0

|g′(t)| dt，于是

ˆ a

0

(1 + λ |g′(x)|)2 dx = Aλ2 + 2Bλ+ a = 0

的判别式 ∆ = 0. 因而该二次方程有唯一根：

λ0 = −B
A

(A 6= 0).

但 g′(x) 在 [0, a] 上连续，由

ˆ a

0

(
1− B

A
|g′(x)|

)2

dx = 0 可得 B |g′(x)| = A.

当 A 6= 0 时，B 也不为零，故 g′(x) = ±A
B
, g(x) = ±A

B
x+ c1. 又由于 g(0) = 0, c1 = 0，

所以 g(x) = cx（c = ±A
B
为常数）.

最后，假若 A = 0，即

ˆ a

0

|g′(x)|2 dx = 0，由 g′(x) 连续知 g′(x) ≡ 0（在 [0, a] 上）. 从

而 g(x) = c2，但 g(0) = 0，所以 g(x) ≡ 0，属于 g(x) = cx 中 c = 0 的特殊情况. 总之，不论

A 是否为 0，当不等式等号成立时，g(x) = cx（c 为常数）. 必要性获证.

注 3.0.0.3 对任意区间 [a, b]，若 g ∈ C1[a, b], g(a) = 0，则

ˆ b

a

|g(x)g′(x)| dx ⩽ b− a

2

ˆ b

a

|g′(x)|2 dx,

等号成立 ⇐⇒ g(x) = c(x− a)（c 为常数）.
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问题 7 设正值函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，证明：

exp
(ˆ 1

0

ln f(x) dx
)

⩽
ˆ 1

0

f(x) dx.

证明 1 由条件知 f(x), ln f(x) 在 [0, 1] 上可积. 将 [0, 1]n 等分，作积分和，

ˆ 1

0

f(x) dx = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
,

ˆ 1

0

ln f(x) dx = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln f
(
i

n

)
= lim

n→∞
ln
[

n∏
i=1

f

(
i

n

)] 1
n

.

所以

exp
(ˆ 1

0

ln f(x) dx
)

= exp

 lim
n→∞

ln
(

n∏
i=1

f

(
i

n

)) 1
n

 = lim
n→∞

[
n∏
i=1

f

(
i

n

)] 1
n

.

由均值不等式， [
n∏
i=1

f

(
i

n

)] 1
n

⩽ 1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
,

故

exp
(ˆ 1

0

ln f(x) dx
)

⩽
ˆ 1

0

f(x) dx.

证明 2 取对数，原式等价于
ˆ 1

0

ln f(x) dx ⩽ ln
ˆ 1

0

f(x) dx，记 S =

ˆ 1

0

f(x) dx，即要证

ˆ 1

0

(ln f(x)− lnS) dx ⩽ 0.

事实上，

ˆ 1

0

(ln f(x)− lnS) dx =

ˆ 1

0

ln f(x)
S

dx =

ˆ 1

0

ln
[
1 +

(
f(x)

S
− 1

)]
dx

⩽
ˆ 1

0

(
f(x)

S
− 1

)
dx =

1

S

ˆ 1

0

f(x) dx− 1 = 0.

问题 8 设 a > 0，证明：

ˆ π

0

xasinx dx ·
ˆ π

2

0

a− cosx dx ⩾ π3

4
.
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证明 令 x = t+
π

2
，

ˆ π

0

xasinx dx =

ˆ π
2

−π
2

tacos t dt+ π

2

ˆ π
2

−π
2

acos t dt = π

ˆ π
2

0

acos t dt. 于是

ˆ π

0

xasinx dx ·
ˆ π

2

0

a− cosx dx = π

ˆ π
2

0

acosx dx ·
ˆ π

2

0

a− cosx dx

⩾ π

(ˆ π
2

0

a
cos x
2

− cos x
2 dx

)2

= π · π
2

4
=
π3

4
.

问题 9 设 f ∈ C[a, b]，且 min
x∈[a,b]

f(x) = 1. 证明：

lim
n→∞

[ˆ b

a

dx
(f(x))n

] 1
n

= 1.

证明 因连续性，存在 x0 ∈ [a, b]，使得 f(x0) = min
x∈[a,b]

f(x) = 1. 暂设 x0 为内点，则对任意

ε > 0，存在 δ > 0，当

x ∈ U = U(x0, δ) = (x0 − δ, x0 + δ)

时，有 1 ⩽ f(x) ⩽ 1 + ε，从而

(b− a)
1
n ⩾

[ˆ b

a

dx
(f(x))n

] 1
n

⩾
[ˆ

U

dx
(f(x))n

] 1
n

⩾ 1

1 + ε
· (2δ)

1
n .

令 n→ ∞，得

1 ⩾ lim
n→∞

[ˆ b

a

dx
(f(x))n

] 1
n

⩾ 1

1 + ε
.

由 ε > 0 的任意性，欲证的等式成立.（若 x0 = a 或 x0 = b，只需将双侧邻域改为单侧邻域，

(2δ)
1
n 改为 δ

1
n 即可.）

问题 10 设 f ∈ C1[a, b]，f(a) = f(b) = 0，

ˆ b

a

f 2(x) dx = 1. 证明：

ˆ b

a

x2 (f ′(x))
2 dx ⩾ 1

4
.

证明 由分部积分，

1 =

ˆ b

a

f 2(x) dx = xf 2(x)
∣∣∣b
a
− 2

ˆ b

a

f(x)f ′(x)x dx = −2

ˆ b

a

xf(x)f ′(x) dx.

再由 Cauchy-Schwarz 不等式,

1 = 4

(ˆ b

a

f(x)f ′(x)x dx
)2

⩽ 4

ˆ b

a

f 2(x) dx
ˆ b

a

x2 (f ′(x))
2 dx = 4

ˆ b

a

x2 (f ′(x))
2 dx.
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故 ˆ b

a

x2 (f ′(x))
2 dx ⩾ 1

4
.

问题 11 若 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，则

max
x∈[0,1]

|f ′(x)| ⩽ |f(1)− f(0)|+
ˆ 1

0

|f ′′(x)| dx.

证明 由微分中值定理，存在 ζ ∈ (0, 1)，使得 f(1) − f(0) = f ′(ζ). 再由介值定理，存在

η ∈ [0, 1]，使得 max
x∈[0,1]

|f ′(x)| = |f ′(η)|. 根据 Newton-Leibniz 公式，

f ′(η) = f ′(ζ) +

ˆ η

ζ

f ′′(x) dx.

故

|f ′(η)| =
∣∣∣∣f ′(ζ) +

ˆ η

ζ

f ′′(x) dx
∣∣∣∣ ⩽ |f ′(ζ)|+

∣∣∣∣ˆ η

ζ

f ′′(x) dx
∣∣∣∣ ⩽ |f ′(ζ)|+

ˆ 1

0

|f ′′(x)| dx.

问题 12 若 f ∈ C[a, b]，且对任意 g ∈ C[a, b], g(a) = g(b) = 0，都有

ˆ b

a

f(x)g(x) dx = 0,

则 f = 0.

证明 取 g(x) = f(x) sin
(
x− a

b− a
π

)
，则对任意 x ∈ [a, b]，f(x)g(x) ⩾ 0. 而

ˆ b

a

f(x)g(x) dx = 0,

所以 f
a.e.
=== 0，而 f ∈ C[a, b]，故 f = 0.

注 3.0.0.4 此题中取的 g 是一个在端点退化的非负光滑函数. 若不要求端点处退化，只要取

g = f(x) 即能推出结论.

问题 13 若 f ∈ C[a, b]，且对任意 g ∈ C1[a, b], g(a) = g(b) = 0，都有

ˆ b

a

f(x)g′(x) dx = 0,

则 f = C（C 为常数）.
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证明 取

c =
1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx.

欲证 f 为一常数，只需证 ˆ b

a

(f(x)− c)2 dx = 0.

而 ˆ b

a

(f(x)− c) dx = 0,

故只需证 ˆ b

a

f(x) (f(x)− c) dx = 0.

取

g(x) =

ˆ x

a

(f(t)− c) dt,

则满足 g(a) = g(b) = 0，且 g′(x) = f(x)− c. 再由
ˆ b

a

f(x)g′(x) dx = 0,

即得证.

问题 14 设正数列 {an} 满足 lim
n→∞

ˆ an

0

xn dx = 2，证明： lim
n→∞

an = 1.

证明 由题，2 = lim
n→∞

ˆ an

0

xn dx = lim
n→∞

an+1
n

n+ 1
，得 lim

n→∞

an+1
n

2(n+ 1)
= 1. 令 bn+1 =

an+1
n

2(n+ 1)
，于

是 lim
n→∞

bn+1 = 1，即 lim
n→∞

ln bn+1 = 0. 进一步得到 lim
n→∞

ln bn+1

n+ 1
= 0，即

lim
n→∞

ln b
1

n+1

n+1 = 0, lim
n→∞

b
1

n+1

n+1 = 1.

即

lim
n→∞

an

(2(n+ 1))
1

n+1

= 1.

因此

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(2(n+ 1))
1

n+1 = 1.

问题 15 设函数 f 在 [0, π] 上连续，n ∈ N. 证明：

lim
n→∞

ˆ π

0

f(x)| sinnx| dx =
2

π

ˆ π

0

f(x) dx.
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证明 对 k ∈ N，有
ˆ k

n
π

k−1
n
π

| sinnx| dx u=nx
=====

1

n

ˆ kπ

(k−1)π

| sinu| du =
1

n

ˆ π

0

sinu du =
2

n
.

因为 f 在 [0, π] 上连续，由积分第一中值定理得

ˆ π

0

f(x)| sinnx| dx =
n∑
k=1

ˆ k
n
π

k−1
n
π

f(x)| sinnx| dx

=
n∑
k=1

f(ξk)

ˆ k
n
π

k−1
n
π

| sinnx| dx

=
n∑
k=1

f(ξk) ·
2

n

=
2

π

n∑
k=1

f(ξk) ·
π

n
.

所以

lim
n→∞

ˆ π

0

f(x)| sinnx| dx =
2

π
lim
n→∞

n∑
k=1

f(ξk) ·
π

n
积分定义
======

2

π

ˆ π

0

f(x) dx.

注 3.0.0.5 本题函数 f 的条件可减弱为在 f ∈ R[0, π]. 证法如下：

证明 同上有

ˆ k
n
π

k−1
n
π

| sinnx| dx =
2

n
.n 等分 [0, π]，记 mk = inf

ß
f(x) | x ∈

[
k − 1

n
π,
k

n
π

]™
，

Mk = sup
ß
f(x) | x ∈

[
k − 1

n
π,
k

n
π

]™
，则

mk

ˆ k
n
π

k−1
n
π

| sinnx| dx ⩽
ˆ k

n
π

k−1
n
π

f(x)| sinnx| dx ⩽Mk

ˆ k
n
π

k−1
n
π

| sinnx| dx,

即
2

n
mk ⩽

ˆ k
n
π

k−1
n
π

| sinnx| dx ⩽ 2

n
Mk.

于是
2

π

n∑
k=1

mk
π

n
⩽

n∑
k=1

ˆ k
n
π

k−1
n
π

f(x)| sinnx| dx ⩽ 2

π

n∑
k=1

Mk
π

n
.

由 f 在 [0, π] 上可积，有

lim
n→∞

n∑
k=1

mk
π

n
=

ˆ π

0

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
k=1

Mk
π

n
,
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由夹逼定理，立即有

lim
n→∞

ˆ π

0

f(x)| sinnx| dx = lim
n→∞

n∑
k=1

ˆ k
n
π

k−1
n
π

f(x)| sinnx| dx =
2

π

ˆ π

0

f(x) dx.

问题 16 设 f 与 g 皆为 [a, b] 上的正值连续函数，证明：

lim
n→∞

ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
= max

a⩽x⩽b
{f(x)} .

证明 1 设 an =

ˆ b

a

g(x)fn(x) dx. 由 Cauchy-Schwarz 不等式有

a2n =

[ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
]2

=

[ˆ b

a

g
1
2 (x)f

n−1
2 (x) · g

1
2 (x)f

n+1
2 (x) dx

]2
⩽
ˆ b

a

[
g

1
2 (x)f

n−1
2 (x)

]2
dx ·
ˆ b

a

[
g

1
2 (x)f

n+1
2 (x)

]2
dx

=

ˆ b

a

g(x)fn−1(x) dx ·
ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx = an−1an+1.

因为 f 与 g 皆为 [a, b] 上的正值连续函数，所以 an > 0. 从而

an+1

an
⩾ an
an−1

.

数列 bn =
an
an−1

为单调增数列. 令 M = max
a⩽x⩽b

{f(x)} > 0，则

bn =
an
an−1

=

ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn−1(x) dx
⩽
M

ˆ b

a

g(x)fn−1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn−1(x) dx
=M.
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故 {bn} 收敛. 于是

lim
n→∞

ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
= lim

n→∞
bn+1 = lim

n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

n+1

…
an+1

an
· an
an−1

· · · a2
a1

· a1

= lim
n→∞

n+1
√
an+1

= lim
n→∞

n
√
an

= lim
n→∞

n

 ˆ b

a

g(x)fn(x) dx

=M = max
a⩽x⩽b

{f(x)} .

证明 2 设 M = max
a⩽x⩽b

{f(x)}，对于给定的 0 < ε < M，令

A = {x | f(x) > M − ε, x ∈ (a, b)} 6= ∅,

B =
{
x | f(x) > M − ε

2
, x ∈ (a, b)

}
6= ∅.

因为 f 连续，所以 A,B 皆为开集，且 B ⊂ A ⊂ [a, b]. 因此
ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx ⩾
ˆ
A

g(x)fn+1(x) dx ⩾ (M − ε)

ˆ
A

g(x)fn(x) dx,

ˆ
A

g(x)fn(x) dx ⩾
ˆ
B

g(x)fn(x) dx ⩾ (M − ε

2
)n
ˆ
B

g(x) dx.

于是

M =

M

ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
⩾

ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx

⩾

ˆ
A

g(x)fn+1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
⩾ (M − ε)

ˆ
A

g(x)fn(x) dx
ˆ
A

g(x)fn(x) dx+
ˆ
[a,b]−A

g(x)fn(x) dx

= (M − ε)
1

1 +

ˆ
[a,b]−A

g(x)fn(x) dx
ˆ
A

g(x)fn(x) dx

,
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又

0 <

ˆ
[a,b]−A

g(x)fn(x) dx
ˆ
A

g(x)fn(x) dx
⩽

ˆ
[a,b]−A

g(x)fn(x) dx
ˆ
B

g(x)fn(x) dx
⩽

(M − ε)n
ˆ b

a

g(x) dx(
M − ε

2

)n ˆ
B

g(x) dx
.

而 lim
n→∞

(M − ε)n(
M − ε

2

)n = lim
n→∞

(
M − ε

M − ε
2

)n
= 0，故

lim
n→∞

ˆ
[a,b]−A

g(x)fn(x) dx
ˆ
A

g(x)fn(x) dx
= 0.

因此，∃N ∈ N，当 n > N 时，有

(M − ε)
1

1 +

ˆ
[a,b]−A

g(x)fn(x) dx
ˆ
A

g(x)fn(x) dx

> M − 2ε.

所以

M ⩾

ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
> M − 2ε,

lim
n→∞

ˆ b

a

g(x)fn+1(x) dx
ˆ b

a

g(x)fn(x) dx
=M = max

a⩽x⩽b
{f(x)} .

问题 17 证明： lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn x dx = 0.

证明 1 记 an =

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2
, bn =

[
(2n)!!

(2n+ 1)!!

]2
. 因为

0 < an =

(
1 · 3
2 · 2

)(
3 · 5
4 · 4

)
· · ·
[
(2n− 3)(2n− 1)

(2n− 2)(2n− 2)

] [
2n− 1

(2n)2

]
<

2n− 1

(2n)2
,

0 < bn = 2 ·
(
2 · 4
3 · 3

)(
4 · 6
5 · 5

)
· · ·
[

(2n− 2)(2n)

(2n− 1)(2n− 1)

] [
2n

(2n+ 1)2

]
<

4n

(2n+ 1)2
,

所以 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0，进而 lim
n→∞

(2n− 1)!!

(2n)!!
= lim

n→∞

(2n)!!

(2n+ 1)!!
= 0. 结合

ˆ π
2

0

sinn x dx =


(n− 1)!!

n!!
· π
2
, n 为偶数,

(n− 1)!!

n!!
, n 为奇数
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可知 lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn x dx = 0.

证明 2 对于给定的 ε > 0，不妨设 ε < π，则

0 ⩽
ˆ π

2

0

sinn x dx =

ˆ π−ε
2

0

sinn x dx+
ˆ π

2

π−ε
2

sinn x dx ⩽ π

2
sinn π − ε

2
+
ε

2
.

由 0 < sin π − ε

2
< 1 知 lim

n→∞
sinn π − ε

2
= 0. 从而对上述 ε，存在 N，使得当 n > N 时，有

0 <
π

2
sinn π − ε

2
<
ε

2
.

因此当 n > N 时，就有 0 ⩽
ˆ π

2

0

sinn x dx < ε.

图 3.1: 证明 2 源于几何上的观察

注 3.0.0.6 由本题结论还能得到

lim
n→∞

ˆ 1

0

(1− x2)n dx x=cos t
====== lim

n→∞

ˆ π
2

0

sin2n+1 t dt = 0.

问题 18 设 f ∈ C[−1, 1]，证明： lim
h→0+

ˆ 1

−1

h

h2 + x2
f(x) dx = πf(0).

证明 1 由 f ∈ C[−1, 1] 可知存在 M > 0，使得 |f(x)| ⩽M (x ∈ [−1, 1]). 设 0 < a < 1，则

ˆ 1

0

h

h2 + x2
f(x) dx =

ˆ ha

0

h

h2 + x2
f(x) dx+

ˆ 1

ha

h

h2 + x2
f(x) dx = I1(h) + I2(h),

其中

I1(h) =

ˆ ha

0

h

h2 + x2
f(x) dx ∃ξ∈[0,ha]

======= f(ξ)

ˆ ha

0

h

h2 + x2
dx

= f(ξ) arctan x
h

∣∣∣ha
0

= f(ξ) arctan 1

h1−a
→ π

2
f(0) (h→ 0+),
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|I2(h)| =
∣∣∣∣ˆ 1

ha

h

h2 + x2
f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽M

ˆ 1

ha

h

h2 + x2
dx

=M

(
arctan 1

h
− arctan 1

h1−a

)
→ 0 (h→ 0+).

因此

lim
h→0+

ˆ 1

0

h

h2 + x2
f(x) dx =

π

2
f(0).

同理可得

lim
h→0+

ˆ 0

−1

h

h2 + x2
f(x) dx =

π

2
f(0).

故

lim
h→0+

ˆ 1

−1

h

h2 + x2
f(x) dx = πf(0).

证明 2 只需证

lim
h→0+

ˆ 1

0

h

h2 + x2
f(x) dx =

π

2
f(0).

因为
π

2
f(0) = lim

h→0+

ˆ 1

0

h

h2 + x2
f(0) dx,

所以问题归结为证明

lim
h→0+

ˆ 1

0

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx = 0.

而

ˆ 1

0

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx =

ˆ δ

0

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx+

ˆ 1

δ

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx.

因为 f(x)在 x = 0处连续，所以对任意 ε > 0，当 δ > 0充分小时，在 [0, δ]上，|f(x)− f(0)| < ε

π
.

从而 ∣∣∣∣∣
ˆ δ

0

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx

∣∣∣∣∣ ⩽
ˆ δ

0

h

h2 + x2
|f(x)− f(0)| dx

⩽ ε

π

ˆ δ

0

h

h2 + x2
dx

=
ε

π
arctan δ

h

⩽ ε

π
· π
2

=
ε

2
.
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再将 δ 固定，这时第二个积分∣∣∣∣ˆ 1

δ

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx

∣∣∣∣ ⩽ h

ˆ 1

δ

1

x2
[f(x)− f(0)] dx ≜ h ·M0.

故当 0 < h <
ε

2M0

时，

∣∣∣∣ˆ 1

0

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)] dx

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

注 3.0.0.7 证明 2 中含有 δ 和 h 对应的两个极限过程，故可以分先后控制.

问题 19 设 f : R → R 是有界连续函数，求 lim
h→0+

ˆ
R

h

h2 + x2
f(x) dx.

证明 设 M ∈ R 是 |f(x)| 的一个上界，则∣∣∣∣ˆ +∞

1

h

h2 + x2
f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽M

ˆ +∞

1

h

h2 + x2
dx =M

(
π

2
− arctan 1

h

)
→ 0

(
h→ 0+

)
.

再由问题18结论，

lim
h→0+

ˆ 1

0

h

h2 + x2
f(x) dx =

π

2
f(0).

对负半轴有类似结果. 于是

lim
h→0+

ˆ
R

h

h2 + x2
f(x) dx = πf(0).

问题 20 设 f ∈ C[0, 1]，证明： lim
n→∞

ˆ 1

0

nxnf(x) dx = f(1).

证明 注意到 lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xn dx = 1，于是只需证 lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xn [f(x)− f(1)] dx = 0. 因为 f ∈

C[0, 1]，所以对任意 ε > 0，存在 δ ∈ (0, 1)，使得当 x ∈ (1− δ, 1)时，|f(x)− f(1)| < ε

2
.从而∣∣∣∣n ˆ 1

1−δ
xn [f(x)− f(1)] dx

∣∣∣∣ ⩽ n

ˆ 1

1−δ
xn|f(x)− f(1)| dx < ε

2
· n
ˆ 1

1−δ
xn dx

<
ε

2
· n
ˆ 1

0

xn dx =
ε · n

2(n+ 1)
<
ε

2
.

再将 δ 固定，设 |f(x)| ⩽M (x ∈ [0, 1]). 这时∣∣∣∣∣n
ˆ 1−δ

0

xn [f(x)− f(1)] dx
∣∣∣∣∣ ⩽ n

ˆ 1−δ

0

xn|f(x)− f(1)| dx < 2Mn

ˆ 1−δ

0

xn dx,
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故当 n >

ú
ln
(

ε
4M

)
ln(1− δ)

ü
时，

∣∣∣∣∣n
ˆ 1−δ

0

xn [f(x)− f(1)] dx
∣∣∣∣∣ < ε

2
,

因此

lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xn [f(x)− f(1)] dx = 0.

问题 21 设 n ∈ N+，In =

ˆ π
2

0

sin2 nt

sin t dt，计算： lim
n→∞

In
lnn .

解 由 Stolz 定理得

lim
n→∞

In
lnn = lim

n→∞

In+1 − In
ln(n+ 1)− lnn

ln(1+ 1
n
)∼ 1

n======== lim
n→∞

n

ˆ π
2

0

sin2(n+ 1)t− sin2 nt

sin t dt

= lim
n→∞

n

ˆ π
2

0

[sin(n+ 1)t− sinnt] [sin(n+ 1)t+ sinnt]
sin t dt

= lim
n→∞

n

ˆ π
2

0

[
2 sin t

2
cos(nt+ t

2
)
] [

2 sin(nt+ t
2
) cos t

2

]
sin t dt

= lim
n→∞

n

ˆ π
2

0

sin(2n+ 1)t dt

= lim
n→∞

n

2n+ 1

=
1

2
.

问题 22 设 f ∈ C[a, b]，且满足条件

ˆ b

a

xkf(x) dx = 0 (k = 0, 1, · · · , n),

证明：函数 f 在 (a, b) 内至少有 n+ 1 个不同的零点.

证明 1 用反证法. 设有一个 f 满足所有题设条件，但其零点个数不超过 n. 则 f 在 [a, b] 内

的任何闭子区间上不恒等于 0，因此从条件

ˆ b

a

f(x) dx = 0 可见 f 在 [a, b] 上一定变号. 利

用 f 在 (a, b) 内的所有变号零点，可以作出区间 [a, b] 的一个分划

π = {x0, x1, · · · , xk} ,
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其中 x0 = a, xk = b，中间的 k− 1 个分点都是 f 的零点，f 在每个子区间上不变号，而在相

邻的子区间上 f 的符号相反.由反证法前提可见 k− 1 ⩽ n.对于分划 π 可以构造辅助多项式

g(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xk−1).

g 也在每个子区间上不变号，而在相邻的子区间上符号相反.因此 f · g 在 [a, b]上不变号，从

而 ˆ b

a

f(x)g(x) dx 6= 0.

另一方面，由于 g 是次数不超过 n 的多项式，从题设条件可见上述积分应等于 0，矛盾.

证明 2 用数学归纳法. 对于 k = 0，从

ˆ b

a

f(x) dx = 0 和 f ∈ C[a, b] 可见 f 在 (a, b) 上要么

变号，要么恒等于 0，即至少有一个零点. 设结论对于 n 成立，下面考虑 n+ 1 的情况. 引入

辅助函数

F (x) =

ˆ x

a

f(t) dt,

则 F (a) = 0. 从 f 满足的条件

ˆ b

a

f(x) dx = 0 得到 F (b) = 0. 对 k ⩾ 1 有

ˆ b

a

xkf(x) dx = xkF (x)
∣∣∣b
a
− k

ˆ b

a

xk−1F (x) dx = −k
ˆ b

a

xk−1F (x) dx,

因此 ˆ b

a

xkf(x) dx = 0 =⇒
ˆ b

a

xk−1F (x) dx = 0, k = 1, · · · , n+ 1.

可见 F 满足归纳假设，从而 F 在 (a, b) 内至少有 n+1 个零点. 将它们记为 x1 < x2 < · · · <

xn+1，并记 a = x0，b = xn+2. 对 [xi, xi+1], i = 0, 1, · · · , n+ 1，用 n+ 2 次 Rolle 定理，就得

到所要求的 n+ 2 个零点.

问题 23 设函数 f ∈ C[0, π]，且有

ˆ π

0

f(t) cos t dt =
ˆ π

0

f(t) sin t dt = 0，证明：f 在 (0, π)

内至少有两个零点.

证明 若 f 在 (0, π) 内无变号零点，由 f ∈ C[0, π] 知 f 与 sinx 在 (0, π) 内保持同号. 不妨

设 f(x) > 0，则 ˆ π

0

f(x) sinx dx > 0,

与题设矛盾. 故 f 在 (0, π) 内必有变号零点 x0. 若 f 在 (0, π) 内只有 x0 一个零点，则 f 在

(0, x0) 与 (x0, π) 内符号相异，则 f(x) sin(x− x0) 在 (0, π) 内恒正或恒负，从而

ˆ π

0

f(x) sin(x− x0) dx 6= 0.
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但 ˆ π

0

f(x) sin(x− x0) dx = cosx0
ˆ π

0

f(x) sinx dx− sinx0
ˆ π

0

f(x) cosx dx = 0,

矛盾. 故 f 在 (0, π) 内至少有两个零点.

问题 24 设 f ∈ C(R)，g(x) = f(x)

ˆ x

0

f(t) dt 且单调减少，证明：f ≡ 0.

证明 注意到

g(x) = f(x)

ˆ x

0

f(t) dt =
[
1

2

(ˆ x

0

f(t) dt
)2
]′

单调递减，且 g(0) = 0，故函数 F (x) :=
1

2

(ˆ x

0

f(t) dt
)2

的导函数 F ′(x) 满足


F ′(x) ⩾ 0, x < 0,

F ′(x) = 0, x = 0,

F ′(x) ⩽ 0, x > 0.

故 F (x) 在 x = 0 处取得最大值，即

0 ⩽ F (x) ⩽ F (0) = 0, ∀x ∈ R.

也即

ˆ x

0

f(t) dt ≡ 0. 又 f ∈ C(R)，所以 f(x) =

(ˆ x

0

f(t) dt
)′

= 0, ∀x ∈ R.

问题 25 证明：若 f 是导函数，则当 |f | ∈ R[a, b] 时，就一定有 f ∈ R[a, b].

提示 f 的间断点一定是 |f | 的间断点.

问题 26 (参考注1.29.2.6) 计算以下渐近等式
ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx =

a

n
+

b

n2
+ o

(
1

n2

)
(n→ ∞)

中的待定常数 a, b.

解 因为

n

ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx =

ˆ 1

0

1

1 + x
dxn =

1

2
+

ˆ 1

0

xn

(1 + x)2
dx,

所以 ∣∣∣∣n ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx− 1

2

∣∣∣∣ = ˆ 1

0

xn

(1 + x)2
dx <

ˆ 1

0

xn dx =
1

n+ 1
→ 0 (n→ ∞).
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故

a = lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx =

1

2
.

类似地，

n

(
n

ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx− 1

2

)
= n

ˆ 1

0

xn

(1 + x)2
dx =

n

n+ 1

[
1

4
+ 2

ˆ 1

0

xn+1

(1 + x)3
dx
]
,

所以 ∣∣∣∣n(n ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx− 1

2

)
− n

4(n+ 1)

∣∣∣∣ = 2n

n+ 1

ˆ 1

0

xn+1

(1 + x)3
dx

< 2

ˆ 1

0

xn+1 dx =
2

n+ 2
→ 0 (n→ ∞).

故

b = lim
n→∞

n

(
n

ˆ 1

0

xn−1

1 + x
dx− 1

2

)
= lim

n→∞

n

4(n+ 1)
=

1

4
.

问题 27 设 f ∈ C[0,+∞)，a > 0，且存在有限极限 lim
x→+∞

(
f(x) + a

ˆ x

0

f(t) dt
)
，证明：

f(+∞) = 0.

证明 设 F (x) =

ˆ x

0

f(t) dt. 记题设中极限为 C. 由条件，

lim
x→+∞

(eaxF (x))′

eax
= C.

反向运用 L’Hospital 法则，得到

lim
x→+∞

aeaxF (x)

eax
= C,

此即

lim
x→+∞

a

ˆ x

0

f(t) dt = C.

结合已知条件，有

lim
x→+∞

f(x) = 0.

问题 28 求出同时满足以下三个条件：
ˆ 1

0

f(x) dx = 1,

ˆ 1

0

xf(x) dx = a,

ˆ 1

0

x2f(x) dx = a2

的非负连续函数，其中 a 为给定实数.
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解 1 从
ˆ 1

0

f(x) dx = 1知 f(x) 6≡ 0, x ∈ [a, b].因为 F (x) ⩾ 0，故对 ∀a ∈ R，(x−a)2f(x) ⩾ 0，

但不恒为 0, x ∈ [0, 1]，因此

0 <

ˆ 1

0

(x− a)2f(x) dx

=

ˆ 1

0

x2f(x) dx− 2a

ˆ 1

0

xf(x) dx+ a2
ˆ 1

0

f(x) dx

= a2 − 2aa+ a2 = 0.

矛盾. 故不存在同时满足题中三个条件的函数.

解 2 由 Cauchy-Schwarz 不等式得

a2 =

[ˆ 1

0

xf(x) dx
]2

⩽
ˆ 1

0

[
x
»
f(x)

]2
dx
ˆ 1

0

(»
f(x)

)2
dx

=

ˆ 1

0

x2f(x) dx
ˆ 1

0

f(x) dx = a2.

所以， [ˆ 1

0

xf(x) dx
]2

=

ˆ 1

0

x2f(x) dx
ˆ 1

0

f(x) dx.

∃λ ∈ R，s.t.x
»
f(x) = λ

»
f(x). 于是当 x ∈ [0, 1]\ {λ} 时，f(x) = 0. 由 f 的连续性知

f(x) = 0, x ∈ [0, 1]. 这与
ˆ 1

0

f(x) dx = 1 矛盾. 故不存在同时满足题中三个条件的函数.

问题 29 设 f 在 [0, 1] 上非负连续，且 f 2(t) ⩽ 1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds，证明：f(t) ⩽ 1 + t.

证明 在
f(t) 

1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds
⩽ 1

两边积分，得到 ˆ x

0

f(t) 
1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds
dt ⩽ x.

而 ˆ x

0

f(t) 
1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds
dt =

ˆ x

0

1 
1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds
d
(ˆ t

0

f(s) ds
)

u =

ˆ t

0

f(s) ds
=============

ˆ ˆ x

0

f(s) ds

0

1√
1 + 2u

du

=

 
1 + 2

ˆ x

0

f(s) ds− 1.
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故  
1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds− 1 ⩽ t,

从而

f(t) ⩽
 
1 + 2

ˆ t

0

f(s) ds ⩽ 1 + t.

问题 30 设 f 是一个 n 次多项式，且满足

ˆ 1

0

xkf(x) dx = 0, k = 1, 2, · · · , n. 证明：

ˆ 1

0

f 2(x) dx = (n+ 1)2
(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

.

证明 1 设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, an 6= 0. 由此得

ˆ 1

0

xkf(x) dx =

ˆ 1

0

(
a0x

k + a1x
k+1 + · · ·+ anx

k+n
)

dx

=
a0

k + 1
+

a1
k + 2

+ · · ·+ an
k + n+ 1

=
p(k)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)
,

其中 p(k) 是 k 的 n 次多项式. 因为
ˆ 1

0

xkf(x) dx = 0, k = 1, 2, · · · , n，所以有表达式

p(k) = c(k − 1)(k − 2) · · · (k − n).

而 ˆ 1

0

f(x) dx = a0 +
a1
2

+ · · ·+ an
n+ 1

=
p(0)

(n+ 1)!
=
c(−1)nn!

(n+ 1)!
=

(−1)nc

n+ 1
.

从而

c = (−1)n(n+ 1)

ˆ 1

0

f(x) dx.

另一方面，在等式

a0
k + 1

+
a1

k + 2
+ · · ·+ an

k + n+ 1
=

p(k)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)

=
c(k − 1)(k − 2) · · · (k − n)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)

两边同乘 k + 1 后令 k = −1 就有

a0 =
c(−1)n(n+ 1)!

n!
= c(−1)n(n+ 1) = (n+ 1)2

ˆ 1

0

f(x) dx.
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于是 ˆ 1

0

f 2(x) dx =

ˆ 1

0

(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) f(x) dx

= a0

ˆ 1

0

f(x) dx = (n+ 1)2
(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

.

证明 2 设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, an 6= 0. 我们有

ˆ 1

0

f 2(x) dx =
n∑
k=0

ak

ˆ 1

0

xkf(x) dx = a0

ˆ 1

0

f(x) dx,

故只需要证明 ˆ 1

0

f(x) dx =
a0

(n+ 1)2
.

由已知，
a0

k + 1
+

a1
k + 2

+ · · ·+ an
k + n+ 1

= 0, k = 1, 2, · · · , n.

我们只需要证明由这些条件线性组合后可得到

ˆ 1

0

f(x) dx =
a0

(n+ 1)2
，即行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− 1

(n+ 1)2
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1
1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+ 2
1

3

1

4

1

5
· · · 1

n+ 3... ... ... . . . ...
1

n+ 1

1

n+ 2

1

n+ 3
· · · 1

2n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

根据 Cauchy 行列式的结果，我们知道∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1
1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+ 2
1

3

1

4

1

5
· · · 1

n+ 3... ... ... . . . ...
1

n+ 1

1

n+ 2

1

n+ 3
· · · 1

2n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽i<j⩽n+1

(j − i)2

n+1∏
i=1

n+1∏
j=1

(i+ j − 1)

.
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同时，∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

(n+ 1)2
0 0 · · · 0

1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+ 2
1

3

1

4

1

5
· · · 1

n+ 3... ... ... . . . ...
1

n+ 1

1

n+ 2

1

n+ 3
· · · 1

2n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

(n+ 1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

3

1

4
· · · 1

n+ 2
1

4

1

5
· · · 1

n+ 3... ... . . . ...
1

n+ 2

1

n+ 3
· · · 1

2n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∏
1⩽i<j⩽n+1

(j − i)2

(n+ 1)2
n∏
i=1

n∏
j=1

(i+ j − 1)

.

需要证明上面这两个行列式相等. 事实上，我们有

∏
1⩽i<j⩽n+1

(j − i)2

n+1∏
i=1

n+1∏
j=1

(i+ j − 1)

=

(
n∏
k=1

(n+ 1− k)

)2 ∏
1⩽i<j⩽n

(j − i)2

(
n+1∏
k=1

k

)2 n+1∏
i=2

n+1∏
j=2

(i+ j − 1)

=

(n!)2
∏

1⩽i<j⩽n
(j − i)2

[(n+ 1)!]2
n∏
i=1

n∏
j=1

(i+ j − 1)

=

∏
1⩽i<j⩽n+1

(j − i)2

(n+ 1)2
n∏
i=1

n∏
j=1

(i+ j − 1)

.

问题 31 设 y = cos (β arcsinx)，其中 β 为非零常数，求 y(n)(0) (n ∈ N).

解 因为

y′ = − sin (β arcsinx) · β√
1− x2

,

y′′ = − cos (β arcsinx) · β2

1− x2
− sin (β arcsinx) · βx

(1− x2)
3
2

,

所以

(1− x2)y′′ + β2y = xy′.
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对这个等式两端各取 n 阶导数，由 Leibniz 公式可得

(1− x2)y(n+2) − 2nxy(n+1) − n(n− 1)y(n) + β2y(n) = xy(n+1) + ny(n).

因此

y(n+2)(0) = (n2 − β2)y(n)(0),

又 y(0) = 1, y′(0) = 0，所以

y(n)(0) =


n
2
−1∏

k=0

(k2 − β2), 2 | n,

0, 2 ∤ n.

问题 32 设 f ∈ C1[0, 1]，则

lim
n→∞

n

[ˆ 1

0

f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)]
=
f(0)− f(1)

2
.

证明 1

LHS = lim
n→∞

n
n∑
k=1

ˆ k
n

k−1
n

f(x)− f
(
k
n

)
x− k

n

(
x− k

n

)
dx

积分第一中值定理
===========

ξn∈[ k−1
n
, k
n
]

lim
n→∞

n
n∑
k=1

f(ξn)− f
(
k
n

)
ξn − k

n

ˆ k
n

k−1
n

(
x− k

n

)
dx

微分中值定理
========= −1

2
lim
n→∞

n∑
k=1

f ′(ηn)
1

n

= −1

2

ˆ 1

0

f ′(x) dx = RHS.

证明 2 设 g(x) := f
(x
n

)
，则 g′(x) =

1

n
f ′
(x
n

)
，g(0) = f(0)，g(n) = f(1).由 Euler-Maclaurin

求和公式（定理1.29.3.2），
n∑
k=1

f

(
k

n

)
= −g(0) +

n∑
k=0

g(k) = −g(0) +
ˆ n

0

g(x) dx+ 1

2
[g(0) + g(n)] +

ˆ n

0

‹B1(x)g
′(x) dx

= n

ˆ 1

0

f(x) dx+ f(1)− f(0)

2
+

ˆ n

0

‹B1(x)g
′(x) dx.

可见只需证

lim
n→∞

ˆ n

0

‹B1(x)g
′(x) dx

t= x
n==== lim

n→∞

ˆ 1

0

‹B1(nt)f
′(t) dt = 0.
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而 f ′ ∈ R[0, 1]，‹B1 以 1 为周期且在 [0, 1] 上可积，且

ˆ 1

0

‹B1(x) dx = 0. 由 Riemann 定理

（定理1.13.3.2）知上式成立.

问题 33 设 A 为常数，若 B = lim
n→∞

(
n∑
k=1

arctan k
n
− An

)
存在，求 A,B.

解 设 f(x) = arctan x
n

. 由 Euler-Maclaurin 求和公式（定理1.29.3.2），

n∑
k=1

arctan k
n
=

n∑
k=0

f(k) =

ˆ n

0

f(x) dx+ 1

2
[f(0) + f(n)] +

ˆ n

0

‹B1(x)f
′(x) dx

=

(
π

4
− 1

2
ln 2

)
n+

π

8
+

ˆ n

0

‹B1(x)
n

n2 + x2
dx.

而

lim
n→∞

ˆ n

0

‹B1(x)
n

n2 + x2
dx

t= x
n==== lim

n→∞

ˆ 1

0

‹B1(nt)
1

1 + t2
dt Riemann 定理

========= 0,

因此 A =
π

4
− 1

2
ln 2, B =

π

8
.

问题 34 设 An =
n

n2 + 1
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2
，求 lim

n→∞
n
(π
4
− An

)
.

证明 设 f(x) =
n

n2 + x2
. 由 Euler-Maclaurin 求和公式（定理1.29.3.2），

An =
n∑
k=1

n

n2 + k2
= − 1

n
+

n∑
k=0

f(k)

= − 1

n
+

ˆ n

0

f(x) dx+ 1

2
[f(0) + f(n)] +

ˆ n

0

‹B1(x)f
′(x) dx

=
π

4
− 1

4n
+

ˆ n

0

‹B1(x)f
′(x) dx.

而 f ′(x) = − 2nx

(n2 + x2)2
，从而

lim
n→∞

n
(π
4
− An

)
=

1

4
− lim

n→∞
n

ˆ n

0

‹B1(x)f
′(x) dx

=
1

4
+ lim

n→∞
2n2

ˆ n

0

‹B1(x)
x

(n2 + x2)2
dx

t= x
n====

1

4
+ lim

n→∞
2

ˆ 1

0

‹B1(nt)
t

(1 + t2)2
dt

Riemann 定理
=========

1

4
.
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问题 35 设 α > 1. 求证：不存在 [0,+∞) 上的正可导函数 f(x) 满足

f ′(x) ⩾ fα(x), x ∈ [0,+∞).

证明 假设存在这样的函数 f(x)，则 f ′(x) > 0. 因此 f(x) 是严格递增函数，由条件可得(
1

α− 1
f 1−α(x) + x

)′

⩽ 0.

这说明
1

α− 1
f 1−α(x) + x 是单调递减函数，从而

1

α− 1
f 1−α(x+ 1) + (x+ 1) ⩽ 1

α− 1
f 1−α(x) + x,

即

α− 1 ⩽ f 1−α(x)− f 1−α(x+ 1) < f 1−α(x).

因此 fα−1(x) <
1

α− 1
，f(x) 是有界函数. 结合 f(x) 的严格递增性可知 lim

x→+∞
f(x) 收敛. 由

微分中值定理，存在 ξ ∈ (x, x+ 1)，使得

f(x+ 1)− f(x) = f ′(ξ) ⩾ fα(ξ) > fα(x) ⩾ fα(0),

令 x→ +∞，上式左端趋于 0，但这与 fα(0) > 0 矛盾.

问题 36 设 f(x), g(x) 是 [0, 1] 上的单调递增函数，满足

0 ⩽ f(x), g(x) ⩽ 1,

ˆ 1

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

g(x) dx.

求证：

ˆ 1

0

|f(x)− g(x)| dx ⩽ 1

2
.

证明 由于 f, g 可用单调阶梯函数1逼近，故可不妨设它们都是单调递增的阶梯函数. 设

h(x) := f(x) − g(x)，则对任意 x, y ∈ [0, 1]，有 |h(x) − h(y)| ⩽ 1. 这是因为，对 x ⩾ y，

我们有

−1 ⩽ − [g(x)− g(y)] ⩽ f(x)− f(y)− [g(x)− g(y)] ⩽ f(x)− f(y) ⩽ 1;

对 x < y，我们有

−1 ⩽ f(x)− f(y) ⩽ f(x)− f(y)− [g(x)− g(y)] ⩽ − [g(x)− g(y)] ⩽ 1.

1阶梯函数是有限分（区间）段函数，在每一小段区间上为常数.
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现记

C1 = {x ∈ [0, 1] | f(x) ⩾ g(x)} , C2 = {x ∈ [0, 1] | f(x) < g(x)} ,

则 C1 与 C2 分别为有限个互不相交区间的并，且

ˆ
C1

h(x) dx = −
ˆ
C2

h(x) dx.

用 |Ci| (i = 1, 2) 表示 Ci 所含的那些区间的长度之和，则 |C1|+ |C2| = 1. 于是

2

ˆ 1

0

|f(x)− g(x)| dx = 2

(ˆ
C1

h(x) dx−
ˆ
C2

h(x) dx
)

⩽
(
|C2|
|C1|

ˆ
C1

h(x) dx+ |C1|
|C2|

ˆ
C2

(−h(x)) dx
)
+

ˆ
C1

h(x) dx−
ˆ
C2

h(x) dx

=
1

|C1|

ˆ
C1

h(x) dx+ 1

|C2|

ˆ
C2

(−h(x)) dx

⩽ sup
C1

h(x) + sup
C2

(−h(x))

⩽ 1.

注意，上式最后一个不等式来自 |h(x)− h(y)| ⩽ 1. 另外，若有某个 |Ci| 等于 0，则结论显然

成立.

问题 37 设 f(x) 是 R 上有下界或者有上界的连续函数且存在正数 a 使得

f(x) + a

ˆ x

x−1

f(t) dt

为常数. 求证：f(x) 必为常数.

证明 不妨设 f(x) 有下界. 设 m = inf
x∈R

f(x)，g(x) = f(x)−m，则 g(x) 为非负连续函数，且

A = g(x) + a

ˆ x

x−1

g(t) dt

为非负常数. 因此 g(x) 是可微函数，且

g′(x) + a [g(x)− g(x− 1)] = 0.

于是

[eaxg(x)]′ = eax [ag(x) + g′(x)] = aeaxg(x− 1) ⩾ 0.
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这说明 eaxg(x) 是递增函数，从而

A = g(x) + a

ˆ x

x−1

eatg(t)e−at dt

⩽ g(x) + aeaxg(x)

ˆ x

x−1

e−at dt

= g(x) + eaxg(x)
[
e−a(x−1) − e−ax

]
= eag(x).

所以

g(x) ⩾ Ae−a.

又因为 g(x) 的下确界为 0，Ae−a ⩾ 0，所以 A = 0. 再根据

g(x) + a

ˆ x

x−1

g(t) dt = 0

可知 g(x) ≡ 0，即 f(x) 为常数.

问题 38 设 f ∈ C1[0, 1]，且 f(0) = f(1) = 0. 求证：(ˆ 1

0

xf(x) dx
)2

⩽ 1

45

ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) = A(x− x3)，其中 A 是常数.

证明 分部积分可得

ˆ 1

0

xf(x) dx =
1

2
x2f(x)

∣∣∣∣∣
1

0

−
ˆ 1

0

1

2
x2f ′(x) dx = −1

2

ˆ 1

0

x2f ′(x) dx.

因此，

6

ˆ 1

0

xf(x) dx =

ˆ 1

0

f ′(x) dx−
ˆ 1

0

3x2f ′(x) dx =

ˆ 1

0

(
1− 3x2

)
f ′(x) dx.

再由 Cauchy-Schwarz 不等式，

36

(ˆ 1

0

xf(x) dx
)2

⩽
ˆ 1

0

(
1− 3x2

)2 dx
ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx =

4

5

ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx.

由此即得 (ˆ 1

0

xf(x) dx
)2

⩽ 1

45

ˆ 1

0

(f ′(x))
2 dx.

等号成立当且仅当 f ′(x) = A(1− 3x2). 结合 f(0) = f(1) = 0 即得 f(x) = A(x− x3).
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问题 39 设 f : R → (0,+∞) 是可微函数，且对所有 x, y ∈ R，有

|f ′(x)− f ′(y)| ⩽ |x− y|α, 其中 α ∈ (0, 1] 是常数.

求证：对所有 x ∈ R，有 |f ′(x)|
α+1
α <

α + 1

α
f(x).

证明 1 对固定的 x ∈ R：

¬若 f ′(x) = 0，则结论成立.

­若 f ′(x) < 0，则

h := (−f ′(x))
1
α > 0.

于是

0 < f(x+ h) = f(x) +

ˆ x+h

x

f ′(t) dt

= f(x) +

ˆ x+h

x

[f ′(t)− f ′(x)] dt+ f ′(x)h

⩽ f(x) +

ˆ x+h

x

(t− x)α dt+ f ′(x)h

= f(x) +
1

α + 1
hα+1 + f ′(x)h.

代入 h = (−f ′(x))
1
α 即

|f ′(x)|
α+1
α = (−f ′(x))

α+1
α <

α + 1

α
f(x).

®若 f ′(x) > 0，则

h := (f ′(x))
1
α > 0.

于是

0 < f(x− h) = −
ˆ x

x−h
f ′(t) dt+ f(x)

=

ˆ x

x−h
[f ′(x)− f ′(t)] dt− f ′(x)h+ f(x)

⩾
ˆ x

x−h
(x− t)α dt− f ′(x)h+ f(x)

=
1

α + 1
hα+1 − f ′(x)h+ f(x).

代入 h = (f ′(x))
1
α 即

|f ′(x)|
α+1
α = (f ′(x))

α+1
α <

α + 1

α
f(x).

综上，总有

|f ′(x)|
α+1
α <

α + 1

α
f(x).



第三章 分析学中的经典问题 271

证明 2 注意到对 α ∈ (0, 1]，α-Hölder 连续 =⇒ Lipschitz 连续，因此 f ′(x) 是 R 上的连续

函数. 于是，对任意 x, y ∈ R，我们有

f(y)− f(x) =

ˆ y

x

f ′(u) du
t=u−x

y−x
======

ˆ 1

0

(y − x)f ′(ty + (1− t)x) dt

= f ′(x)(y − x) +

ˆ 1

0

[f ′(ty + (1− t)x)− f ′(x)] (y − x) dt.

由条件可得∣∣∣∣ˆ 1

0

[f ′(ty + (1− t)x)− f ′(x)] (y − x) dt
∣∣∣∣ ⩽ |x− y|

ˆ 1

0

|f ′(ty + (1− t)x)− f ′(x)| dt

⩽ |x− y|
ˆ 1

0

|t(x− y)|α dt

=
1

α + 1
|x− y|1+α.

因此

f(y) ⩽ f(x) + f ′(x)(y − x) +
1

α + 1
|x− y|1+α, ∀x, y ∈ R.

令 y = x− |f ′(x)|
1
α
−1
f ′(x)，就得到

0 < f(y) ⩽ f(x)− |f ′(x)|
1
α
+1

+
1

α + 1
|f ′(x)|

1+α
α = f(x)− α

1 + α
|f ′(x)|

1+α
α .

故

|f ′(x)|
α+1
α <

α + 1

α
f(x).

问题 40 设 f ∈ C[0, 1]，且 I =

ˆ 1

0

f(x) dx 6= 0. 求证：存在不同的两点 x1, x2 ∈ (0, 1)，使得

1

f(x1)
+

1

f(x2)
=

2

I
.

证明 设 F (x) :=
1

I

ˆ x

0

f(t) dt，则 F (0) = 0, F (1) = 1. 由介值定理，存在 ξ ∈ (0, 1)，使得

F (ξ) =
1

2
. 由 Lagrange 中值定理，

F ′(X1) =
f(x1)

I
=
F (ξ)− F (0)

ξ − 0
=

1

2ξ
, x1 ∈ (0, ξ),

F ′(x2) =
f(x2)

I
=
F (1)− F (ξ)

1− ξ
=

1

2(1− ξ)
, x2 ∈ (ξ, 1),

I

f(x1)
+

I

f(x2)
=

1

F ′(x1)
+

1

F ′(x2)
= 2ξ + 2(1− ξ) = 2.
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问题 41 设 f ∈ C1[0, 1]，且 f(0) = f(1) = f

(
1

2

)
= 0，满足

(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

=
1

12

ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx.

求证：f(x) ≡ 0.

证明 由例1.12.6.1结论可知 (ˆ 1

0

f(x) dx
)2

⩽ 1

12

ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx,

其中等号成立当且仅当

f(x) =
Cx(1− x)

2
, (C ⩾ 0).

再代入限制条件 f

(
1

2

)
= 0 即得 C = 0. 于是 f(x) ≡ 0.

问题 42 设函数 f 在 [−1, 1]上可导，M := sup
x∈[−1,1]

|f ′(x)|.如果存在 a ∈ (0, 1)，使得

ˆ a

−a
f(x) dx = 0，

求证： ∣∣∣∣ˆ 1

−1

f(x) dx
∣∣∣∣ ⩽M(1− a2).

证明 构造 [0, 1]上的函数 F (x) := f(x)+f(−x)，则 F ′(x) = f ′(x)−f ′(−x)，从而 |F ′(x)| ⩽ 2M .

再由 ˆ a

0

F (x) dx =

ˆ a

0

f(x) dx+
ˆ a

0

f(−x) dx =

ˆ a

−a
f(x) dx = 0,

根据积分第一中值定理，存在 ξ ∈ [0, a]，使得

aF (ξ) =

ˆ a

0

F (x) dx = 0.

而 a 6= 0，故 F (ξ) = 0. 于是∣∣∣∣ˆ 1

−1

f(x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ −a

−1

f(x) dx+
ˆ a

−a
f(x) dx+

ˆ 1

a

f(x) dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ˆ 1

a

F (x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ 1

a

[F (x)− F (ξ)] dx
∣∣∣∣

Lagrange 中值定理
============

∣∣∣∣ˆ 1

a

F ′(η)(x− ξ) dx
∣∣∣∣ ⩽ ˆ 1

a

|F ′(η)| (x− ξ) dx

⩽ 2M

ˆ 1

a

(x− ξ) dx =M(x− ξ)2
∣∣∣1
a

=M(1− a2) + 2Mξ(a− 1) ⩽M(1− a2).
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问题 43 设 f ∈ R[0, 1]，且有正数 m 与 M，使得 m ⩽ f(x) ⩽M，∀x ∈ [0, 1]. 求证：

1 ⩽
ˆ 1

0

f(x) dx
ˆ 1

0

dx
f(x)

⩽ (m+M)2

4mM
.

证明 左边的不等式由 Cauchy-Schwarz 不等式可得.

对于右边的不等式，由于

0 ⩽
ˆ 1

0

[f(x)−m]

[
1

f(x)
− 1

M

]
dx = 1 +

m

M
−m

ˆ 1

0

dx
f(x)

− 1

M

ˆ 1

0

f(x) dx,

所以

1 +
m

M
⩾ m

ˆ 1

0

dx
f(x)

+
1

M

ˆ 1

0

f(x) dx ⩾ 2

 
m

M

ˆ 1

0

f(x) dx
ˆ 1

0

dx
f(x)

,

由此即得 ˆ 1

0

f(x) dx
ˆ 1

0

dx
f(x)

⩽
(
1 + m

M

)2
4 · m

M

=
(m+M)2

4mM
.

问题 44 设 x(t) 在 [0, a] 上连续，且满足

|x(t)| ⩽M + k

ˆ t

0

|x(τ)| dτ,

这里 M 与 k 为正常数. 求证：

|x(t)| ⩽Mekt, t ∈ [0, a].

证明 令 y(t) :=M + k

ˆ t

0

|x(τ)| dτ，则

y′(t) = k |x(t)| ⩽ ky(t), y(t) ⩾ |x(t)| .

而 (
y(t)

ekt

)′

=
y′(t)− ky(t)

ekt
⩽ 0,

这说明函数 e−kty(t) 在 [0, a] 上单调递减，因而

M = y(0) = e−k·0y(0) ⩾ e−kty(t), t ∈ [0, a],

即

Mekt ⩾ y(t) ⩾ |x(t)| , t ∈ [0, a].
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问题 45 求证：多项式
n∑
k=1

(2x− x2)
k − 2xk

k
能被 xn+1 整除.

证明 由带 Peano 余项的 Taylor 公式可得

− ln(1− x)2 = −2 ln(1− x) =
n∑
k=1

2xk

k
+ o (xn) ,

− ln(1− x)2 = − ln
(
1− 2x+ x2

)
=

n∑
k=1

(2x− x2)
k

k
+ o (xn) .

两式相减得

0 =
n∑
k=1

(2x− x2)
k − 2xk

k
+ o (xn) ,

这意味着
n∑
k=1

(2x− x2)
k − 2xk

k
= o (xn) (x→ 0).

因此右边是 x 的多项式，又不含 1, x, · · · , xn 各项，从而能被 xn+1 整除.

问题 46 设函数 f(x) 在点 x0 处有 n + 1 阶导数，且 f (n+1)(x0) 6= 0. 将 f(x) 在 x0 处按

Taylor 公式展开：

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
hn−1 +

hn

n!
f (n)(x0 + θ(h)h), θ(h) ∈ (0, 1).

求证：lim
h→0

θ(h) =
1

n+ 1
.

证明 写出 f(x) 在 x0 处带 Peano 余项的 Taylor 公式：

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ hn

n!
f (n)(x0) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0) + o

(
hn+1

)
,

再将题设展开中的 f (n)(x0 + θ(h)h) 进一步展开，得到

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
hn−1 +

hn

n!

[
f (n)(x0) + f (n+1)(x0)θ(h)h+ o(h)

]
,

两式相减得

θ(h) =
1

n+ 1
+ o(1) (h→ 0).

问题 47 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，f(0) = f(1) = 0，并且在 [0, 1] 上 f(x) 的最小值

为 −1. 求证：存在 ξ1, ξ2 ∈ (0, 1)，使得 f ′′(ξ1) ⩾ 8, f ′′(ξ2) ⩽ 8.
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证明 设 f 在 x0 处取到最小值 −1 < 0 = f(0) = f(1)，所以 x0 ∈ (0, 1)，x0 也是 f 的极小

值点. 由 Fermat 定理，f ′(x0) = 0. 写出 f(x) 在 x0 处带 Lagrange 余项的 Taylor 公式：

f(0) = f(x0) + f ′(x0)(0− x0) +
1

2!
f ′′(ξ1)(0− x0)

2, ξ1 ∈ (0, x0),

f(1) = f(x0) + f ′(x0)(1− x0) +
1

2!
f ′′(ξ2)(1− x0)

2, ξ2 ∈ (x0, 1).

代入 f(0) = f(1) = 0, f(x0) = −1, f ′(x0) = 0 得
x20
2
f ′′(ξ1) = 1,

(1− x0)
2

2
f ′′(ξ2) = 1.

¬若 x0 ∈
(
0,

1

2

]
，则

f ′′(ξ1) =
2

x20
⩾ 2(

1
2

)2 = 8,

f ′′(ξ2) =
2

(1− x0)2
⩽ 2(

1
2

)2 = 8.

­若 x0 ∈
(
1

2
, 1

)
，则

f ′′(ξ1) =
2

x20
<

2(
1
2

)2 = 8,

f ′′(ξ2) =
2

(1− x0)2
>

2(
1
2

)2 = 8.

问题 48 (Landau不等式) 设函数 f 在 R上二阶可导.记 Mk := sup
x∈R

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ (k = 0, 1, 2).若

M0,M2 < +∞，求证：

M2
1 ⩽ 2M0M2.

证明 对任意 x ∈ R 与 y > 0，由带 Lagrange 余项的 Taylor 公式，有

f(x+ y) = f(x) + f ′(x)y +
f ′′(x+ αy)

2
y2, α ∈ (0, 1),

f(x− y) = f(x)− f ′(x)y +
f ′′(x− βy)

2
y2, β ∈ (0, 1),

两式相减得

2yf ′(x) = f(x+ y)− f(x− y) +
f ′′(x− βy)− f ′′(x+ αy)

2
y2.
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从而

|f ′(x)| ⩽ M0

y
+
M2y

2
, ∀y > 0.

上式两边关于 y > 0 取最小值即得

|f ′(x)| ⩽ 2

…
M0M2

2
, ∀x ∈ R.

注 3.0.0.8 若条件改为 f 在 (a,+∞)上二阶可导，其中 a ∈ R，则结论修改为M2
1 ⩽ 4M0M2.

（这时只能用上面两个 Taylor 展开式其一.）

问题 49 设 f 在 [0,+∞)上二阶可导，f ′′(x)有界.若 lim
x→+∞

f(x)存在且有限，求证：lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

证明 不妨设 lim
x→+∞

f(x) = 0. 记

Mk(t) := sup
x∈(t,+∞)

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ .

由问题48及注3.0.0.8可得

M2
1 (t) ⩽ 4M0(t)M2(t),

令 t→ +∞ 即得证.

问题 50 设函数 f 在 (−1, 1) 上二阶可导，且满足以下初值条件： |f ′′(x)| ⩽ |f(x)|+ |f ′(x)| ,

f(0) = f ′(0) = 0.

求证：f ≡ 0.

证明 先写出 f(x) 和 f ′(x) 在 x = 0 处带 Lagrange 余项的 Taylor 公式：

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(ξ)

2
x2 =

f ′′(ξ)

2
x2,

f ′(x) = f ′(0) + f ′′(η)x = f ′′(η)x,

其中 ξ, η 位于 0 和 x 之间. 记

M := max
x∈[− 1

2
, 1
2 ]
|f ′′(x)| ,

则由条件得

M ⩽M

(
δ2

2
+ δ

)
, 其中δ =

1

2
.
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由此得 M = 0. 故 f
∣∣
[− 1

2
, 1
2 ]
= 0.

再利用新的初值条件： 
|f ′′(x)| ⩽ |f(x)|+ |f ′(x)| ,

f

(
±1

2

)
= f ′

(
±1

2

)
= 0,

将 f(x) 在 x = ±1

2
处分别展开，同理可得 f ≡ 0.

问题 51 设 E ⊆ Rn. 求证：∂E ⊆ E.

证明 任取 x ∈ ∂E，则对任意 r > 0，B(x, r) ∩ E 6= ∅，B(x, r) ∩
(
E
)c 6= ∅. 而

(
E
)c ⊆ Ec，

因此 B(x, r) ∩ Ec 6= ∅，只需再证 B(x, r) ∩ E 6= ∅.

任取 y ∈ B(x, r)∩E，若 y ∈ E，则已得到所要证的.若 y ∈
(
B(x, r) ∩ E

)
\E，则 y ∈ E ′.

而由 y ∈ B(x, r) 可知存在 r′ > 0，使得 B (y, r′) ⊆ B(x, r)，同时 B (y, r′) ∩ E 6= ∅，故

B(x, r) ∩ E 6= ∅.

问题 52 R 中的任一开集 O 一定可以表示为至多可数个开区间的无交并.

证明 对任意 x ∈ O，用 Ix 表示包含 x 且被 O 包含的最大开区间. 更确切来说，由于 O 是

开集，x 一定位于某个含于 O 的开区间中，若设

ax := inf {a < x | (a, x) ⊆ O} , bx := sup {b > x | (x, b) ⊆ O} ,

则 ax < x < bx（ax 和 bx 可以为 ±∞）. 记 Ix = (ax, bx)，于是

O =
⋃
x∈O

Ix.

假设有两个区间 Ix 和 Iy 相交，则它们的并也是开区间且含于 O 并包含 x. 但 Ix 是包含 x

且被 O 包含的最大开区间，因此 (Ix ∪ Iy) ⊆ Ix，同理有 (Ix ∪ Iy) ⊆ Iy. 于是 Ix = Iy. 故

I = {Ix}x∈O 中任意两个不同的区间不相交. 因为在每个开区间 Ix 都能找到一个有理数作为

代表元，所以 I 是至多可数的.

问题 53 设 S1, S2 都是 Rn 中的有界闭集，S1 ∩ S2 = ∅. 求证：存在两个开集 O1 和 O2，使

得 Si ⊆ Oi, i = 1, 2，且 O1 ∩O2 = ∅.

证明 1 ¬先证 d := d(S1, S2) > 0. 用反证法. 若 d(S1, S2) = 0，则由 d(S1, S2) 定义，存在

x1 ∈ S1, x2 ∈ S2，使得 lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0. 由 S1, S2 有界及 Bolzano-Weierstrass 定理知，
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{xn} , {yn} 都有收敛子列，不妨设 xn → x，yn → y. 由 S1, S2 闭知 x ∈ S1, y ∈ S2，而 x = y

与 S1 ∩ S2 = ∅ 矛盾.

­定义

Oi =

ß
x ∈ Rn | d (x, Si) <

d

3

™
, i = 1, 2,

则 Oi 为开集，Si ⊆ Oi, i = 1, 2，且 O1 ∩O2 = ∅.

事实上，若去掉对 S1, S2 有界性的要求，命题仍然正确：

证明 2 定义

O1 :=
⋃

x∈S1

B
(

x, d (x, S2)

3

)
, O2 :=

⋃
y∈S2

B
(

y, d (y, S1)

3

)
.

下证 O1 和 O2 都是开集.

任取 x ∈ O1，若 x ∈ S1，则由 O1 的构造知 x 是 O1 的内点；若 x ∈ O1\S1，设

x ∈ B
(

y, d (y, S2)

3

)
，y ∈ S1，记 d := d(x, y)，则 B

(
x, d(y, S2)

3
− d

)
⊆ B

(
y, d(y, S2)

3

)
⊆ O1，

x 也是 O1 的内点. 故 O1 为开集. 同理 O2 也是开集. 由三角不等式易知 O1 ∩O2 = ∅.

下面的证明 3 可用于证明度量空间是正规空间：

证明 3 定义函数

ρ : Rn → [0, 1], x 7→ d(x, S1)

d(x, S1) + d(x, S2)
.

则 ρ(S1) = {0}，ρ(S2) = {1}，ρ(Rn) = [0, 1]. 由定理1.20.1.2及 S1 ∩ S2 = ∅ 可知 ρ(x) 是 Rn

上的连续函数. 取

O1 = f−1

([
0,

1

2

))
, O2 = f−1

((
1

2
, 1

])
,

则 O1 ∩O2 = ∅，且 S1 ⊆ O1，S2 ⊆ O2. 由 ρ 的连续性可知 O1, O2 都是开集.

问题 54 求证：区域中任意两点之间存在着光滑道路.

证明 由引理1.20.3.16，对 Rn 中区域 D 中任意两点 p 和 q，存在连续映射（即这两点之间

的道路）

γ : [0, 1] → D, γ(0) = p且 γ(1) = q.

对于任意固定的 r > 0，
⋃

x∈γ([0,1])

B (x, r) 是 D 中闭集 γ([0, 1]) 的一个开覆盖，由 Heine-Borel

定理可知存在 x1, · · · , xn ∈ γ([0, 1])，使得 γ([0, 1]) ⊆
n⋃
i=1

B (xi, r). 此处可以假定这 n 个开集
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对于覆盖 γ([0, 1]) 是缺一不可的，也即

γ([0, 1]) ⊊

(
n⋃
i=1

B (xi, r)
)∖

B (xk, r) , k = 1, · · · , n.

下面用 O1, · · · ,On 表示这 n 个开集，并不妨设 p ∈ O1，q ∈ On（若有多个任取其一即可）.

我们以 p 为起点，在 O1 与某个 Ok1 的交集中任取一点 y1，连接 p 与 y1，接着在 Ok1 与某

个 Ok2 的交集中任取一点 y2，连接 y1 与 y2，继续重复此操作直至折线段最终 Okm−1 ∩Okm

中的点 ym 与 On 中的点 q 相连.

【这一过程在到达 q 之前不会间断. 否则，存在 D 中的非空不交开集 U 和 V，使得

γ([0, 1]) = (γ([0, 1]) ∩ U) ∪ (γ([0, 1]) ∩ V ) ,

由引理1.20.3.11（1）知这等价于 γ([0, 1]) 不连通，与已知矛盾.】

上面构造出的折线段包含于区域D，因为线段 Ip,y1 ⊆ O1，Iyi,yi+1
⊆ Oki (i = 1, · · · ,m−1)，

Iym,q ⊆ Okm（这是由于 Rn 中的开球是凸集（见注1.20.3.18））. 由于线段自然是光滑道路，

下面只需对这条折线段上有限个顶点做磨光处理使得在这些点处也光滑.

不失一般性地，设一条折线段由 I1, I2 两条线段（自然是光滑的）连接而成，且线段 Ii

由映射 γi : [0, 1] → D 给出（i = 1, 2），γ1(1) = γ2(0). 我们将基于这两条线段重新进行参数

化.

定义函数

ρ : [0, 1] → [0, 1], t 7→


0, t = 0,

(t− 1)2

(t− 1)2 − 1
, t ∈ (0, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

图 3.2: 函数 ρ(t) 在 t ∈ [0, 1] 上的图像
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易知 ρ ∈ C1[0, 1]，且 ρ(0) = 0, ρ(1) = 1, ρ′(0) = ρ′(1) = 0. 现设 γ̃i := γi ◦ ρ (i = 1, 2)，并

定义映射

γ̃ : [0, 1] → D, t 7→


γ̃1(2t), t ∈

[
0,

1

2

]
,

γ̃2(2t− 1), t ∈
[
1

2
, 1

]
.

根据复合函数求导链式法则及 ρ′(t) 在 t = 0 和 t = 1 处“消失”的特性可知 γ̃ ∈ C1[0, 1]. 这

就完成了对折线段一个顶点的磨光处理.于是在经过有限次磨光之后，我们就得到区域 D 中

连接 p 与 q 的一条光滑道路.

问题 55 设函数 f : R2 → R 连续可微，水平集
{

x ∈ R2 | f(x) = c
}
呈“8”字形，其中 c 为

常数. 求 min ♯
{

x ∈ R2 | ∇f(x) = 0
}

.

解 由于“8”字形水平集的两个“圈”围成的图形均是 R2 中的有界闭集，所以 f 在其上均

能取到最值. 因为 f 在“8”字上取值为 c，所以 f 在两个“圈”内各存在一个极值点，在这

两个点处 f 的梯度为 0. 记这两个“圈”的交点为 p，我们断言 ∇f(p) = 0.

用反证法. 假设 ∇f(p) 6= 0，则由隐函数定理，对点 p 的某个邻域内的点 x =
(
x1, x2

)
，

要么 x2 可表成 x1 的函数，要么 x1 可表成 x2 的函数. 这就在点 p 的邻域内建立了该“8”

字形曲线以 x1 或 x2 为单参数的映照，但这与曲线在点 p 处分为两支矛盾. 故 ∇f(p) = 0.

容易说明存在只有 3 个梯度为 0 的点的情形. 取

f(x, y) =
[
(x+ 1)2 + y2 − 1

] [
(x− 1)2 + y2 − 1

]
+ c,

则

∇f(x, y) =
(
4x3 + 4xy2 − 8x, 4x2y + 4y3

)
.

计算可得 R2 上仅有 (0, 0),
(√

2, 0
)
,
(
−
√
2, 0
)
三点处 f 的梯度为 0. 故

min ♯
{

x ∈ R2 | ∇f(x) = 0
}
= 3.
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图 3.3: “8”字形水平集

问题 56 (Hadamard 不等式) 设 A = (aij) ∈ Rn×n. 求证：|det(A)|2 ⩽
n∏
i=1

n∑
j=1

a2ij.

解 设 Hi =
n∑
j=1

a2ij (i = 1, · · · , n). 我们考虑在约束条件

n∑
j=1

a2ij −Hi = 0 (i = 1, · · · , n)

下 det(A) 的最值. 不妨设 Hi > 0 (i = 1, · · · , n)，否则 det(A) = 0，不等式显然成立. 设

L(a11, · · · , a1n, · · · , an1, · · · ann) = det(A) +
n∑
i=1

λi

(
n∑
j=1

a2ij −Hi

)
.

则要求
∂L

∂aij
=
∂det(A)
∂aij

+ 2λiaij = Aij + 2λiaij = 0.

这说明 A的每一个行向量与其对应代数余子式组成的向量共线.由当 p 6= q 时，
n∑
j=1

apjAqj =

0可得
n∑
j=1

apj (−λqaqj) = 0.若存在某个 λi = 0，则 Aij = 0 (j = 1, · · · , n)，从而 det(A) = 0，

此时不等式也显然成立. 故不妨设 λi 6= 0 (i = 1, · · · , n). 于是对任意 p 6= q，

n∑
j=1

apjaqj = 0，

即 A 的行向量组是正交向量组. 因此

|det(A)|2 = det
(
AAT

)
.
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而

AAT = diag (H1, · · · , Hn) .

故

|det(A)|2 =
n∏
i=1

Hi =
n∏
i=1

n∑
j=1

a2ij.

因为 det(A) 关于 aij 是有界闭集上的连续函数，所以必达到最大值和最小值. 故

|det(A)|2 ⩽
n∏
i=1

n∑
j=1

a2ij.

问题 57 设 u(x, y) 在 R2 上连续，求证：

u(x, y) =
1

πr2

¨

(ξ−x)2+(η−y)2⩽r2

u(ξ, η) dξ dη, ∀r > 0

⇐⇒ u(x, y) =
1

2πr

˛

(ξ−x)2+(η−y)2=r2

u(ξ, η) ds, ∀r > 0.

证明 ⇒：利用极坐标换元

ξ = x+ ρ cos θ,

η = y + ρ sin θ
得到

πr2u(x, y) =

¨

(ξ−x)2+(η−y)2⩽r2

u(ξ, η) dξ dη =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ r

0

ρu(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ) dρ,

两边对 r 求导得到

2πru(x, y) =

ˆ 2π

0

ru(x+ r cos θ, y + r sin θ) dθ.

而 ˛

(ξ−x)2+(η−y)2=r2

u(ξ, η) ds =
ˆ 2π

0

ru(x+ r cos θ, y + r sin θ) dθ,

故

u(x, y) =
1

2πr

˛

(ξ−x)2+(η−y)2=r2

u(ξ, η) ds.

⇐：将第一型曲线积分化为定积分得到

u(x, y) =
1

2πρ

ˆ 2π

0

ρu(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ) dθ,
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也即

2πρu(x, y) =

ˆ 2π

0

ρu(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ) dθ.

对 ρ 从 0 到 r 积分得

πr2u(x, y) =

ˆ r

0

dρ
ˆ 2π

0

ρu(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ) dθ =
¨

(ξ−x)2+(η−y)2⩽r2

u(ξ, η) dξ dη.

问题 58 设 f(x, y)在 G上一阶连续可微，在 ∂G 上 f(x, y) = 0，G =
{
x2 + y2 ⩽ a2

}
.求证：∣∣∣∣∣∣

¨

G

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣∣ ⩽ π

3
a2 max

G

¶»
f 2
x + f 2

y

©
.

证明 在二重积分的分部积分公式（定理1.24.5.6）两式中分别令 g(x, y) = x 和 g(x, y) = y

并利用 f
∣∣
∂G

= 0 可得

¨

G

f(x, y) dx dy = −
¨

G

xfx dx dy,

¨

G

f(x, y) dx dy = −
¨

G

yfy dx dy.

于是由 Cauchy-Schwarz 不等式得∣∣∣∣∣∣
¨

G

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣∣∣
¨

G

(xfx + yfy) dx dy

∣∣∣∣∣∣
⩽ 1

2

¨

G

»
f 2
x + f 2

y

√
x2 + y2 dx dy

⩽
max
G

¶»
f 2
x + f 2

y

©
2

¨

x2+y2⩽a2

√
x2 + y2 dx dy

=
π

3
a2 max

G

¶»
f 2
x + f 2

y

©
.
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