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1 欧式空间

向量空间, 向量分析, Lagrange 恒等式, 散度, 梯度, Nabla 算子, 向量场,
坐标, 坐标变换, 合同变换, 欧式变换, 刚体运动, 反向刚体运动.

1.1 定理回顾

命题 1.1 设 v1,v2,v3,v4 是 R2 的四个向量.
(1)v1 ∧ (v2 ∧ v3) = ⟨v1,v3⟩v2 − ⟨v1,v2⟩v3.
(2)⟨v1 ∧ v2,v3 ∧ v4⟩ = ⟨v1,v3⟩ ⟨v2,v4⟩ − ⟨v1,v4⟩ ⟨v2,v3⟩.
(3)[v1,v2,v3] = [v2,v3,v1] = [v3,v1,v2].

1.2 定理补充

命题 1.2 (Jacobi) 设 v1,v2,v3 是 R2 的三个向量. 则

v1 ∧ (v2 ∧ v3) + v3 ∧ (v1 ∧ v2) + v2 ∧ (v3 ∧ v1) = 0

1.3 习题提示

1. 通过复合平移, 可以假设将原点映成原点. 先证明, T 将三角形映成全等
三角形, 从而保持角度, 从而保持线段的比例. 且将平行四边形映成平行
四边形, 从而保持和, 从而是线性的. 又因为保持距离, 所以是正交变换.

2. 求导.

3. 即 e = a(t)
|a(t)| 是常向量, 而已经有 e ⊥ e′, 故 e′ = 0 ⇐⇒ e ∧ e′ = 0, 带

入计算即可.

4. 略.

5. 计算置换矩阵的行列式.

6. T v ∧ T w = (det T )T (v ∧w).
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2 曲线的局部理论

平面曲线, 空间曲线, 弧长参数, 切向量, 曲率, 曲率向量, 挠率, 法向量,
法平面, 主法向量, 从切平面, Frenet 标架, Frenet 公式, 圆柱螺旋线, 曲线论
基本定理.

2.1 定理回顾

定理 2.1 每条正则曲线都可以写成单位速率曲线. 单位速率曲线 ⇐⇒ 弧长

参数曲线, 且

s(t) =

∫ t

c

∣∣∣∣drdt (τ)
∣∣∣∣dτ s′(t) =

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣

定义 2.2 (Fernet 标架) 考虑单位速率曲线 r(s), 我们定义

(1) t(s) = dr
ds (s). (切向量)

(2) κ(s) =
∣∣ dt

ds (s)
∣∣. (曲率)

在曲率 κ > 0 时, 再定义

(3) n(s) = 1
κ(s)

dt
ds (s). (主法向量)

(4) b(s) = t(s) ∧ n(s). (次法向量)

(5) τ(s) = −
⟨db

ds ,n
⟩
. (挠率)

n

b

t

r

t

κ
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定理 2.3 (Fernet 公式) 考虑单位速率曲线 r(s), 假设

{t(s),n(s), b(s), κ(s), τ(s)}

为其 Fernet 标架. 则
ṫ(s) = κ(s)n(s)

ṅ(s) = −κ(s)t(s) +τ(s)b(s)

ḃ(s) = −τ(s)n(s)

写成矩阵形式

d
ds


t

n

b

 =


κ

−κ τ

−τ




t

n

b


定理 2.4 正则曲线 r 的曲率 κ > 0, 则 r 落在某个平面上的充要条件是

τ = 0.

定理 2.5 (曲线论基本定理) 若 R3 中的两条曲线 r1, r2 定义在同一个参数区

间 (a, b) 上, 满足

κ1(s) = κ2(s) > 0, τ1(s) = τ2(s)

则存在 R3 的一个刚体运动把 r2 变为 r1.

2.2 定理补充

补充 2.6 (非单位速率曲线) 已知一般正则曲线 r(t), 假设

{T̂ , N̂ , Ŝ, κ̂, τ̂}

是其化为单位速率曲线后的 Fernet 标架, 则
dr
dt (t)

d2r
dt2 (t)
d3r
dt3 (t)

 =


∣∣dr

dt
∣∣

∗ κ̂
∣∣dr

dt
∣∣2

∗ ∗ κ̂τ̂
∣∣dr

dt
∣∣3



T̂

N̂

B̂
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作为推论

T̂ =
dr
dt∣∣dr
dt
∣∣ N̂ = B̂ ∧ T̂ B̂ =

dr
dt ∧ d2r

dt2∣∣∣dr
dt ∧ d2r

dt2

∣∣∣
κ̂ =

dr
dt ∧ d2r

dt2∣∣dr
dt
∣∣3 τ̂ =

[
dr
dt ,

d2r
dt2 ,

d3r
dt3

]
∣∣∣dr

dt ∧ d2r
dt2

∣∣∣2
证明 设 {T ,N ,B, κ, τ} 为 p(s) = r(t(s)) 的一副 Fernet 标架. 注意到
s′(t) =

∣∣dr
dt (t)

∣∣. 通过计算
dr
dt (t) =

dp
ds (s(t))s

′(t) = T (s(t))s′(t) =

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣ T̂ (t)

d2r

dt2 (t) =
dT
ds (s(t))(s′(t))2 + T (s(t))s′′(t) = s′′(t)T̂ (t) +

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣2 κ̂N̂(t)

d3r

dt3 (t) = . . . = (s′′′ − κ̂2s′
3
)T̂ (t) + (κ̂s′s′′ + (κ̂s′

2
)′)N̂ + κ̂τ̂

∣∣∣∣drdt (t)
∣∣∣∣3 B̂

得证. �

2.3 习题提示

1. 计算, 并运用 2.

2. 参见 (2.6).

3. 带入 2.

4. 计算, 并运用 5.

5. 参见 (2.6).

6. 计算, 运用 (2.6).

7. 在 0 处, Fernet 标架发生了突变.

8. 不妨假设 P0 在原点, 从而 ⟨r, r⟩ 取极值, 其导数为 2 ⟨r′, r⟩.
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9. 不妨假设定点在原点. 则 r(s) = λ(s)t. 若 κ > 0, 则求导数知 t =

λ′(s)t+ λ(s)κn, 从而 λ′(s) = 1, κ = 0. 矛盾.

不妨假设定点在原点. 则 r(s) = λ(s)n. 求导 t(s) = λ′(s)n − λ(s)κt +

λ(s)τb, 则 λ = −1/κ, λ′ = 0, τ = 0. 从而是圆.

10. 略.

11. 略.

12. 略.

13. 使用角参数 θ, 设 t = (cos θ, sin θ). 则利用
∣∣ dt

ds
∣∣ = ∣∣dθ

ds
∣∣ = κ, 可以直接解

出 θ =
∫ s

0
a

a2+σ2 dσ. 然后带入得到 t, 再计算 r =
∫ s

0
t(σ)dσ.

14. 参见 (2.6).

15. κ 为常数是平凡的. 不妨假设球心在原点, 从而 ⟨r, r⟩ 为常数, 则
⟨T , r⟩ = 0,于是 κ ⟨N , r⟩+1 = 0,即 ⟨N , r⟩ = − 1

κ ,再求导 ⟨−κT + τB, r⟩+
⟨B,T ⟩ = d

ds
(
1
κ

)
, 得 ⟨B, r⟩ = − 1

τ
d
ds
(
1
κ

)
, 从而 r = − 1

κN − 1
τ

d
ds
(
1
κ

)
B.

结合 ⟨r, r⟩ 为常数,
(
1
κ

)2
+
(
1
τ

d
ds
(
1
κ

))2
为常数.

反之, 受之启发, 构造曲线

p = − 1

κ
N −

(
1

τ

d
ds

(
1

κ

))
B

在 κ 不是常数时 p 是正则的, 经过直接的计算,

⟨p′,T ⟩ = 1 ⟨p′,N⟩ = 0

根据 ⟨p,p⟩ 为常数, 故 ⟨p,p′⟩ = 0, 而
(
1
τ

d
ds
(
1
κ

))
̸= 0, 从而 p′ = T , 从

而 p 是单位速率正则曲线, 且与 r 之间只相差平移得证.

16. 运用 L’hôptal 法则.

17. 这样的曲线被称为螺线, 是那些切向量和给定向量夹角为常数的曲线.
螺线可以利用旋转轴 u 描述, 此时 ⟨T ,u⟩ 为常数.
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无妨假设 u 是单位向量, 螺线 r, 设 ⟨T ,u⟩ = cos θ 为常数, 求导得
κ ⟨N ,u⟩ = 0, 从而 ⟨N ,u⟩ = 0. 从而 u = cos θT + sin θB, 两边同时求
导有 0 = cos θκN − sin θτN , 从而 τ = cot θκ.

反之, 受之启发, 记 θ 使得 cot θ = τ/κ, 作 u = cos θT + sin θB. 直接求
导得 u 是常向量, 以及 ⟨T ,u⟩ = cos θ, 命题得证.

18. 由于平面曲线定义的法向量与空间曲线不同, 故曲率在符号上略微不同.
在平面上的结果为 −κ(−s), 空间中的结果为 κ(−s), τ(−s).

19. 设 v(s) = xt+ yn+ zb, 带入求解.

20. 化为单位速率曲线后计算曲率挠率.

21. 略.

3 曲面的局部理论

空间曲面, 正则曲面, 切平面, 法向量, 第一基本形式, 第二基本形式, 法曲
率, Weingarten变换, 抛物点, 椭圆点, 双曲点, 渐进方向, 抛物点, 平点, Gauss
映射, 平均曲率, Gauss 曲率, 脐点, 主方向, 主曲率, Euler 公式, 球极投影坐
标, 旋转曲面, 螺旋面, 悬链面, 柱面, 直纹面, 可展曲面, 全脐点曲面.

3.1 定理回顾

∂r
∂u

∂r
∂v

n

M : r(u, , v)

r

R2
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定义 3.1 对于正则曲面 r(u, v), 在每一点的切空间 TP 上定义

• 第一基本形式

I = ⟨dr, dr⟩ = ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

其中

E = ⟨ru, ru⟩ = ||ru||2 F = ⟨ru, rv⟩ G = ⟨rv, rv⟩ = ||rv||2

• 第二基本形式

II = −⟨dr, dn⟩ = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

其中

L = ⟨ruu,n⟩ F = ⟨ruv,n⟩ G = ⟨rvv,n⟩

• Weingarten 变换

W : TP → TP

xru + yru 7→ −xnu − ynu

定义 Gauss 曲率 K 和平均曲率 H

K = detW H =
1

2
trW

定义主曲率 k1, k2 为 W 的两个特征值, 对应的主方向为对应的单位特
征向量 e1,e2.

定义 3.2 对于正则曲面 M 上的弧长参数曲线 r(s), 定义

• 曲率向量为 d2r
dt2 .

• kn =
⟨

d2r
dt2 ,n

⟩
. 即, 曲率向量的法向分量. (法曲率)

• kg =
⟨

d2r
dt2 ,n ∧ dr

dt

⟩
. 即, 曲率向量的切平面分量. (测地曲率)
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命题 3.3 沿着切向量 X 的法曲率, 为

kn(X) =
II(X,X)

I(X,X)

定理 3.4 Weingarten 变换 W 是自伴的, 且对于切向量 X,Y

⟨WX,Y ⟩ = ⟨X,WY ⟩ = II(X,Y )

命题 3.5 通过计算知 Gauss曲率 K 和平均曲率 H 满足 (实际上,根据 (3.9))

K =
LN −M2

EG− F 2
H =

1

2

LG− 2MF +NE

EG− F 2

定理 3.6 (Euler 公式) 设 k1, k2 是某一点的主曲率, e1, e2 为相应的的主方
向, 若切向量 X 与 e1 夹角为 θ, 则

kn(X) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ

故, 主曲率是主方向的法曲率, 且主曲率是法曲率的极大极小值.

命题 3.7 设直纹面 r(u, v) = a(u) + vℓ(u), 则 r 是可展曲面当且仅当

[a′, ℓ, ℓ′] = 0

当且仅当沿着直母线, 直纹面法向量不变, 即 n(u, v1) = n(u, v2). 并且有如
下分类结果

可展曲面在局部上是柱面, 锥面, 切线面的一种.

命题 3.8 一个曲面若所有点都是脐点, 则是球面或是平面的一部分.

3.2 定理补充

命题 3.9 Weingarten 变换在自然坐标下的矩阵可以被写出来. 对于切向量
X = aru + brv, 若 WX = xru + yrv, 有(

x

y

)
=

(
E F

F G

)−1(
L M

M N

)(
a

b

)
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证明 假设

nu = Aru +Brv nv = Cru +Drv

通过与 ru, rv 作内积得

−L = AE+BF −M = CE+DF −M = AF+BG −N = CF+DG

即

−

(
L M

M N

)
=

(
A B

C D

)(
E F

F G

)
故 (

A B

C D

)
= −

(
L M

M N

)(
E F

F G

)−1

从而

WX = −anu − bnv = −(aA+ bC)ru − (aB + bD)rv

从而 (
x

y

)
=

(
A C

B D

)(
a

b

)
=

(
E F

F G

)−1(
L M

M N

)(
a

b

)

证毕. �

命题 3.10 X = aru + brv 是主方向 (不必单位) 当且仅当∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 −ab b2

E F G

L M N

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

证明 根据上命题, 即有 k 满足

k

(
a

b

)
=

(
E F

F G

)−1(
L M

M N

)(
a

b

)

即

k

(
E F

F G

)(
a

b

)
=

(
L M

M N

)(
a

b

)

11



这是两个方程, 消去 k 得 ∣∣∣∣∣La+Mb Ea+ Fb

Ma+Nb Fa+Gb

∣∣∣∣∣ = 0

即 ∣∣∣∣∣L E

M F

∣∣∣∣∣ a2 +
∣∣∣∣∣L E

N G

∣∣∣∣∣ ab+
∣∣∣∣∣M F

N G

∣∣∣∣∣ b2 = 0

即 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 −ab b2

E F G

L M N

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

命题得证. �

定理 3.11 在某个曲面 r(s, t) 的某一点 P , 必然存在新的参数 (u, v) 使得

ru, rv 彼此正交.
若这个领域还没有脐点, 则还可以假定存在参数 (u, v) 使得 ru, rv 恰好

平行于这一点的主方向. 这被称为正交的曲率线网. 此时

ru =
√
Ee1 rv =

√
Ge2 I = Edu2 +Gdv2

nu = −k1
√
Ee1 nv = −k2

√
Ge2 II = k1Edu2 + k2Gdv2

证明 见陈维桓 P109 和 P171. �

例 3.12 对于半径为 a 的球面

r(u, v) = ( a cosu cos v , a cosu sin v , a sinu )

ru = ( −a sinu cos v , −a sinu sin v , a cosu )

rv = ( −a cosu sin v , a cosu cos v , 0 )

故

I = a2du2 + a2 cos2 udv2

且

n = ( cosu cos v , cosu sin v , sinu ) = 1
ar

故

II = adu2 + a cos2 udv2
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例 3.13 对于旋转面

r(u, v) = ( f(u) cos v , f(u) sin v , g(u) )

ru = ( f ′(u) cos v , f ′(u) sin v , g′(u) )

rv = ( −f(u) sin v , f(u) cos v , 0 )

故

I = (f ′(u)2 + g′(u)2)du2 + f(u)2dv2

且

n = 1√
f ′(u)2+g′(u)2

( −g′(u) cos v , −g′(u) sin v , f ′(u) )

ruu = ( f ′′(u) cos v , f ′′(u) sin v , g′′(u) )

ruv = ( −f ′(u) sin v , f ′′(u) cos v , 0 )

rvv = ( −f ′′(u) cos v , −f ′′(u) sin v , 0 )

故

II = (f ′g′′ − f ′′g′)du2 + fg′dv2√
f ′(u)2 + g′(u)2

例 3.14 由方程 f(x, y, z) = C 定义的曲面, 第一基本形式为

I = dx2 + dy2 + dz2

∇f = (f ′
x, f

′
y, f

′
z) 为一个法向量 (但不一定是单位的) 第二基本形式为

II = ± 1

|∇f |
(dx,dy, dz)


fxx fxy fxz

fyx fyy fyz

fzx fzy fzz




dx
dy
dz


证明 由逆映射定理, 假设 z = z(x, y), 则

r(x, y) = ( x , y , z(x, y) )

rx = ( 1 , 0 , zx(x, y) )

ry = ( 0 , 1 , zy(x, y) )

从而 rz ⊥ (f ′
x, f

′
y, f

′
z) ⊥ ry. 容易计算 (因为 I = ds2, 所以是必然的. )

I = (x′2
y + 1)dy2 + (x′

yx
′
z)dydz + (x′2

z + 1)dz2 = (xydy + xzdz)2 + dy2 + dz2

13



下面我们计算第二基本形式

n = 1
|∇f | ( fx , fy , fz )

rxx = ( 0 , 0 , zxx(x, y) )

rxy = ( 0 , 0 , zxy(x, y) )

ryy = ( 0 , 0 , zyy(x, y) )

故

L =
fzzxx
|∇f |

M =
fzzxy
|∇f |

N =
fzzyy
|∇f |

对 f(x, y, z(x, y)) = C 求两次导数, 根据 (4.19) 或直接计算得

fij + fizzi + fjzzj + fzzzizj + zijfz = 0 i, j ∈ {x, y}

从而

L = − 1
|∇f | (fxx + fxzzx + fxzzx + fzzzxzx)

M = − 1
|∇f | (fxy + fxzzx + fyzzy + fzzzxzy)

N = − 1
|∇f | (fyy + fyzzy + fyzzy + fzzzyzy)

从而

II = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

= − 1
|∇f |

∑
i,j∈{x,y,z} fijdidj

= − 1
|∇f | (dx,dy,dz)


fxx fxy fxz

fyx fyy fyz

fzx fzy fzz




dx
dy
dz


计算完成. �

例 3.15 曲面 z = f(x, y),

r = ( x , y , f )

rx = ( 1 , 0 , f ′
x )

ry = ( 0 , 1 , f ′
y )

从而

I = (1 + f ′2
x)dx2 + f ′

xfydxdy + (1 + f ′
y
2
)dy2

而

n =
1√

1 + f ′2
x + f ′

y
2
(−f ′

x,−f ′
y, 1)
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3.3 习题提示

1. 计算.

2. 消元.

3. r(t) + sa.

4. 利用 (3.14) 计算.

5. 不妨假设 P 为原点, 设 π 法向量为 n, 再不妨假设 ⟨n, r⟩ ≥ 0, 则左侧在
0 处取得极值, 从而 ⟨n, ru⟩ = ⟨n, rv⟩ = 0.

6. 设曲线 r(u(s), v(s)), 首先, 任何曲线的切向量落在切平面上为显然. 反
之, 只要在某个 u, v− 邻域内延展 u, v 即可.

7. 计算.

8. 计算.

9. 计算, 参见 (3.15).

10. 第一个问题时高中数学题, 画函数图像. 关于正交的论断, 参考 (3.14),
只要证明 ∑

cyc

x

a− λ

x

a− λ′ = 0

对左式施加以列项

LHS =
1

λ′ − λ

∑
cyc

(
x2

a− λ
− x2

a− λ′

)
=

1− 1

λ− λ′ = 0 = RHS

11. 一般不同.

12. 参见 (3.11). 例如, 直接施以 Schmidt 正交化.

13. 设切向量为 x1ru + y1rv, x2ru + y2rv, 注意到正交 ⇐⇒ Ex1x2 +

F (x1y2 + x2y1) +Gy1y2 = 0. 当 y1y2 ̸= 0 时, z1 = x1/y2, z2 = x2/y2 是

方程 Pz2 + 2Qz +R = 0 的两个零点, 尔后, 使用 Vieta 定理. y1y2 = 0

需单独讨论.
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14. 略.

15. 非常复杂.

16. 非常复杂.

17. 利用 Euler 公式 (3.6).

18. 通过换元
(

x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x

y

)
将曲面变为自己. 而在

(0, 0, 0) 处法向量为 (0, 0,−f ′(0)), 故切平面即 (x, y, 0).

19. 注意到
III = ⟨dn, dn⟩ = ⟨Wdr,Wdr⟩ =

⟨
W2dr, r

⟩
II = −⟨dr, dn⟩ = ⟨dr,Wdr⟩ = ⟨Wdr, r⟩
I = ⟨dr,dr⟩

而 W 的特征多项式为 X2 − 2HX +K = 0, 故根据 Cayley-Hamiton 定
理,

KI − 2HII + III =
⟨
W2 − 2HW +Kdr,dr

⟩
= 0

20. 注意到法向量的定义是 ⟨r′′(s),n⟩. 如下图

κ
k1

k2

θ

21. 计算.

22. 计算.

23. 回忆 P51, 这取决于第二基本形式的行列式的正负.
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24. 计算.

25. 计算.

26. 注意到, Weingarten 变换的特征多项式 X2 − 2HX +K 系数都光滑. 故
主曲率可以通过二次方程求解公式解出 (不是脐点, k1, k2 都非良定义
的), 当不是脐点时, 是光滑的, 还可以解出特征方程, 根据 Cramer 法则,
也是光滑的.

27. 首先, 注意到
r̃u = ru + λnu r̃v = rv + λnv

依旧落在切平面上. 其次, 根据 (3.11), 此时新曲面的 Weingarten 变换
为

W ′ : ru + λnu 7→ −nu rv + λnv 7→ −nv

故

W ′(1− λW) = W

计算行列式得第一个等式. 类似的 W(1 + λW ′) = W ′, 故 W 与 W ′ 可

交换, 从而可以同时对角化, 故

k′1 − λk1k
′
1 = k1 k′2 − λk2k

′
2 = k2

解得

k′1 + k′2 =
k1

1− λk1
+

k2
1− λk2

通分得第二个等式.

28. Wdr = −dn. 根据主方向定义, 所以平行.

29. 参见 (3.11). 反之, 可以将 Weingarten 变换按坐标写出来, 参见 (3.9),
此时容易证明.

30. 计算很复杂.

31. 根据法曲率的计算公式, 渐进方向是 II = 0 的解, 故带入 du = 1, dv = 0

和 du = 0, dv = 1 知 L = N = 0.
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32. 这个结论是正确的, 如果我们将平面也视为某种锥面. 我们将用第四章
的正交标架法解决这个问题, 参见第四章习题 17. 一个 “几何” 的方法
是在任何一点与定点的连线和法线的所在平面交这个曲面得到的曲线必

然是是一条直线 (因为所有切线都过定点, 从而立刻得到是直纹面).

33. 即法向量 n 与 v 无关. 计算得

ru = a′(u) + vℓ′(u)

rv = ℓ(u)

ru ∧ rv = (a′(u) + vℓ′(u)) ∧ ℓ(u)

为了避免计算 n 的麻烦, 任取 v1, v2, 只要

[(a′(u) + v1ℓ
′(u)) ∧ ℓ(u)] ∧ [(a′(u) + v2ℓ

′(u)) ∧ ℓ(u)] = 0

即可, 故化简得

(v1 − v2)[a
′(u), ℓ(u), ℓ′(u)]ℓ(u) = 0

34. 计算. 回忆 Gauss 映射为

σ : S → S2 r(u, v) 7→ n(u, v)

35. 计算, 回忆极小曲面指的是平均曲率 H = 0 的曲面.

36. 非常复杂的计算.

4 标架与曲面论基本定理

活动标架, 自然标架, Christoffel 符号, 第二类 Christoffel 符号, Riemann
记号, 结构方程, 曲面的存在唯一性定理, 正交标架, 联络形式, Codazzi 方程,
Gauss 方程.
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4.1 定理回顾

自然标架法

定义 4.1 (Christoffel 记号) 对于正则曲线 r(u, v), 重新记

• 自变量为上标 u = u1, v = u2, ru = r1, rv = r2,

算子 ∂
∂u1 = ∂1,

∂
∂u2 = ∂2.

• 第一基本形式系数 gαβ = gβα = ⟨rα, rβ⟩. 于是

E = g11 F = g12 G = g22

第一基本形式

I =
∑
α,β

gαβduαduβ

记 gβα 的逆矩阵为 gαβ. (即满足
∑

γ gαγg
γβ = δβα)

面积微元定义为
√
EG− F 2du ∧ dv.

• 第二基本形式系数 bαβ = bβα = ⟨rαβ ,n⟩ = −⟨rα,nβ⟩. 故

L = b11 M = b12 N = b22

第二基本形式

II =
∑
α,β

bαβduαduβ

• Christoffel 符号 Γγ
αβ = Γγ

βα =
∑

δ ⟨rαβ , rδ⟩ gδγ .

定理 4.2 对于正则曲线 r(u, v), 自然标架的活动方程
∂

∂uα r = rα

∂
∂uβ rα =

∑
γ Γ

γ
αβrγ + bαβn

∂
∂uαn = −

∑
β b

β
αrβ

其中, bβα =
∑

γ bαγg
γβ.
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命题 4.3 (Gauss) 考虑一块正则曲面 r, 则

Γγ
αβ =

1

2

∑
δ

gγδ
(
∂gβδ
∂uα

+
∂gαδ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uδ

)
即倘若记第二类 Christoffel 记号

Γγ,αβ =
1

2

(
∂gβγ
∂uα

+
∂gαγ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uγ

)
= ⟨rαβ , rγ⟩

则 Γγ
αβ =

∑
δ g

γδΓδ,αβ.

推论 4.4 承上, 换回原本的语言, 当是正交参数系时, 即 ru ⊥ rv 时, Gauss
公式化为

Γ1
11 = 1

2
∂ ln E
∂u = 1

2E
∂E
∂u

Γ1
12 = Γ1

21 = 1
2
∂ ln E
∂v = 1

2E
∂E
∂v

Γ1
22 = − 1

2E
∂G
∂u

Γ2
11 = − 1

2G
∂E
∂v

Γ2
12 = Γ2

21 = 1
2
∂ ln G
∂u = 1

2G
∂G
∂u

Γ2
22 = 1

2
∂ ln G
∂v = 1

2G
∂G
∂v

如下图 

Γ2
11

��
�

Γ2
12

��
�

Γ2
21 Γ2

22

Γ1
11 Γ1

12

��
�

Γ1
21 Γ1

22


=



− 1
2G

∂E
∂v

���

1
2G

∂G
∂u

���
1
2G

∂G
∂u

1
2G

∂G
∂v

1
2E

∂E
∂u

1
2E

∂E
∂v

���
1
2E

∂E
∂v − 1

2E
∂G
∂u


定义 4.5 (Riemann 记号) 定义 Riemann 记号

Rδαβγ =
∑
ξ

gδξ

(
∂Γξ

αβ

∂uγ
−

∂Γξ
αγ

∂uβ
+
∑
η

(Γη
αβΓ

ξ
ηγ − Γη

αγΓ
ξ
ηβ)

)

命题 4.6 有关于结构方程系数的等式
(1)Rδαβγ = Rβγδα = −Rαδβγ = −Rδαγβ.
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(2)Gauss 方程
Rδαβγ = −(bαγbβδ − bαβbγδ)

从而只有一个方程

R1212 = −(b11b22 − b212)

(3)Codazzi 方程

∂bαβ
∂uγ

− ∂bαγ
∂uβ

+
∑
ξ

(Γξ
αβbξγ − Γξ

αγbξβ) = 0

在 β = γ 时归于平凡, 故实际上只有两个方程
∂b11
∂u2 − ∂b12

∂u1 =
∑

ξ(Γ
ξ
12b1ξ − Γξ

11b2ξ)

∂b21
∂u2 − ∂b22

∂u1 =
∑

ξ(Γ
ξ
22b1ξ − Γξ

21b2ξ)

推论 4.7 承上, 换回原本的语言, 当是正交参数系时, 即 ru ⊥ rv 时, Gauss
方程化为

− 1√
EG

[(
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

]
=

LN −M2

EG

Codazzi 方程化为
(

L√
E

)
v

−
(

M√
E

)
u

−N
(
√
E)v
G

−M
(
√
G)u√
EG

= 0(
N√
G

)
u

−
(

M√
G

)
v

− L
(
√
G)u
E

−M
(
√
E)v√
EG

= 0

定理 4.8 (曲面论基本定理) 若 R3 中的两条曲线 r1, r2 定义在同一个参数区

间上, 若两曲面第一, 二基本形式相同, 则存在 R3 的一个刚体运动把 r2 变为

r1.

单位正交标架法

定义 4.9 通过施以 Schmidt正交化,可以在局部取单位正交标架 {r; e1, e2, e3}.
其中 e3 = n.
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命题 4.10 承上, 正交标架的结构方程为
dr = ω1e1 +ω2e2

de1 = ω12e2 +ω13e3

de2 = ω21e1 +ω23e3

de3 = ω31e1 +ω32e2

其中 ωij + ωji = 0. 其中 ωij 是一阶微分形式.

推论 4.11 从而
(1) 第一基本形式

I = ⟨dr, dr⟩ = ω1ω1 + ω2ω2

(2) 第二基本形式

II = −⟨dr, de3⟩ = ω1ω13 + ω2ω23

(3)Gauss 曲率 (Gauss 绝妙定理)

K = − dω12

ω1 ∧ ω2

(4) 面积元
dA = ω1 ∧ ω2

命题 4.12 有关于结构方程系数的等式
(1) 联络

ωij + ωji = 0

(2) 正交标架的结构方程式 Idω1 = ω12 ∧ ω2

dω2 = ω21 ∧ ω1

(3) 正交标架的结构方程式 II, Gauss 方程

dω12 = ω13 ∧ ω32
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(4) 正交标架的结构方程式 III, Codazzi 方程dω13 = ω12 ∧ ω23

dω23 = ω21 ∧ ω13

命题 4.13 承上, 换回原本的语言, 当是正交参数系时, 即 ru ⊥ rv 时, 若取

e1 =
ru√
E

e2 =
rv√
G

e3 = n

则 

ω1 =
√
Edu

ω2 =
√
Gdv

ω12 = −ω21 = − (
√
E)v√
G

du+ (
√
G)u√
E

dv

ω13 = −ω31 = L√
E

du+ M√
E

dv

ω23 = −ω32 = M√
G

du+ N√
G

dv

如下图 1

例 4.14 研究主曲率为常数的曲面的分类.
(1) 设曲面 S 的两个主曲率 k1, k2 为常数, 如果 k1 = k2, 则 S 是全脐点

曲面 (3.8), 它只能是平面或者球面.
(2) 如果 k1 ̸= k2, 这是 S 没有脐点, 此时是圆柱面.

例 4.15 如果曲面无脐点, 则曲面可展 ⇐⇒ Gauss 曲率 K = 0.
1 如图, 考虑 “平行四边形”, dr 分解为底边 rudu 和左边 rvdv 两条边, 长度分别为

√
Edu,

√
Gdv. 而在经过 dv, 而 u 不变动之后, 顶边相比底边的长度增加了 (

√
Edu)vdv. 同理,

经过 du, 而 v 不变动之后, 右边相比左边的长度增加了 (
√
Gdv)udu. 将底边和左边平移过去,

会发现在经过 dv, 而 u 不变动之后, ru, 也就是 e1 在切平面上转动的角度

θ ≈
(
√
Gdv)udu

√
Edu+ (

√
Edu)vdv

通过忽略二阶小量, 有

θ ≈
(
√
G)u√
E

dv

故 ⟨de1, e2⟩ 的 dv 分量正是 (
√

G)u√
E

. 类似, 通过分析 de2 的 du 分量, 以及 ω12 = −ω21, 即可
得到表达式.
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rudu

rvdv
(
√
Gdv)udu

√
Edu+ (

√
Edu)vdv

√
Edu

√
Gdv

√
Gdv

θ ≈ (
√
G)u√
E

dv

4.2 定理补充

命题 4.16 在曲面 M 的某个正交标架下, ω2

dt = 0, 的一个解 (u, v) 是曲面上

的曲线, 这个曲线的切向量平行于 e1. 同样, ω1

dt = 0 的一个解 (u, v) 是曲面

上的曲线, 这个曲线的切向量平行于 e2.

命题 4.17 对于一块无脐点的正则曲面 r(u, v), 若其恰是正交的曲率线网. 若
记

e1 =
ru√
E

e2 =
rv√
G

e3 = n

则

ω31 = −k1ω1, ω32 = −k2ω2

更具体地 (或许上面的表达式更加有用)
dr = (

√
Edu)e1 + (

√
Gdv)e2

de1 = ω12e2 +(k1
√
Edu)e3

de2 = ω21e1 +(k2
√
Gdv)e3

de3 = (−k1
√
Edu)e1 +(−k2

√
Gdv)e2

其中 ω12 = −ω21 = − (
√
E)v√
G

du+ (
√
G)u√
E

dv, k1, k2 是 ru, rv 对应的主曲率.

命题 4.18 正交参数下的 Gauss 曲率

K = − 1√
EG

[(
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

]
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命题 4.19 (二阶微分算子换元公式) 2考虑二阶微分算子 L,

L(y) =
∑
α,β

aαβ
∂2y

∂xα∂xβ
+
∑
γ

bγ
∂y

∂xγ

则通过换元 ui = ui(x1, . . . , xn), 设

L(y) =
∑
i,j

aij
∂2y

∂ui∂uj
+
∑
k

bk
∂y

∂uk

则关于 {aij} 与
{
bi
}
有如下不通过乘积的微分公式的简便的计算公式,

aij =
∑
α,β

aαβ
∂ui

∂xα

∂uj

∂xβ
b
k
= L(uk) =

∑
α,β

aαβ
∂2uk

∂xα∂xβ
+
∑
γ

bγ
∂uk

∂xγ

例如,

L =
∂2

∂xα∂xβ
=
∑
i,j

∂ui

∂xα

∂uj

∂xβ

∂2

∂ui∂uj
+
∑
k

∂2uk

∂xα∂xβ

∂

∂uk

4.3 习题提示

1. (1) 容易, 即是单位阵的迹. (2) 带入 Gauss 公式, 右边有两项可以消去.

2. 根据复合函数求导法则
dũα = aαi dui

带入得 (1). 下面算 (2), 方便起见, 记 ũ = x. 利用 (4.19), 或读者熟练的
分析功底, 可得

∂2r

∂xi∂xj
= rαβ

∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj
+

∂2uγ

∂xi∂xj
rγ

从而 (以下采用求和约定, 省略求和号)

Γ̃ℓ,ij =

⟨
∂2r

∂xi∂xj
,
∂r

∂xℓ

⟩
= Γδ,αβ

∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj

∂uδ

∂xℓ
+ gγδ

∂2uγ

∂xi∂xj

∂uδ

∂xℓ

2这个计算的技巧是作者发现的.
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而由 (1),

g̃ℓk = gξη
∂xℓ

∂uξ

∂xk

∂uη

两边乘后再求和

Γ̃k
ij = Γ̃ℓ,ij g̃

ℓk

= Γδ,αβ
∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj

∂uδ

∂xℓ

∂xℓ

∂uξ

∂xk

∂uη
gξη

+gγδ
∂2uγ

∂xi∂xj

∂uδ

∂xℓ

∂xℓ

∂uξ

∂xk

∂uη
gξη ∵链式法则

= Γδ,αβ
∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj

∂uδ

∂uξ

∂xk

∂uη
gξη

+gγδ
∂2uγ

∂xi∂xj

∂uδ

∂uξ

∂xk

∂uη
gξη δ = ξ 时才非 0

= Γδ,αβ
∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj

∂xk

∂uη
gξδ

+gγδ
∂2uγ

∂xi∂xj

∂xk

∂uη
gδη 计算

= Γξ
αβ

∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj

∂xk

∂uη
+

∂2uγ

∂xi∂xj

∂xk

∂uγ

3. 计算.

4. 利用公式 (4.4).

5. 很难的计算.

6. 回忆 (4.17) 以及 (3.11), 注意到

k1
√
E =

L√
E

k2
√
G =

N√
G

7. 因为无脐点, 根据 (3.11), 存在正交曲率线网, 先带入上题, 得

L = HE + f(u) N = HG+ g(v)

再验证平均曲率 k1+k2

2 = H,

k1 =
L

E
= H +

f(u)

E
k1 =

N

G
= H +

g(v)

G
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不妨设
E

f(u)
= − G

g(v)
= λ(u, v) > 0

则

I = Edu2 +Gdv2 = λ(u, v)
(
f(u)du2 − g(v)dv2

)
II = k1Edu2 + k2Gdv2 = (1 + λH)f(u)du2 + (1− λH)g(v)dv2

通过代换使得

dũ =
√
f(u)du d(̃v) =

√
g(v)dv

8. 注意到主曲率也是常数, 根据 (4.14), 是球面, 圆柱或平面. 而球面第一
二基本形式不为常数.

9. 带入 (4.7). 前者不满足 Gauss 方程, 后者不满足 Codazzi 方程.

10. 非常复杂的计算.

11. 略.

12. 带入 (4.7) 得 
− 1√

EG

[(
(
√
E)v√
G

)
v
+
(

(
√
G)u√
E

)
u

]
= λ2

(λ
√
E)v = λ(

√
E)v

(λ
√
G)u = λ(

√
G)u

Codazzi 方程导出 λ 是常数. 第二问直接带入去解.

13. 带入 (4.13).

14. dω12

ω1∧ω2
= −K.

15. 带入 (4.13).

16. 取相同的正交标架, 则

dr̃ = dr + λde3 = (ω1 + λω31)e1 + (ω2 + λω32)e2
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故

K̃ = − dω
(ω1 + λω31) ∧ (ω2 + λω32)

=
K

1 + λω1∧ω32+ω31∧ω2

ω1∧ω2
+ λ2 ω31∧ω32

ω1∧ω2

回顾 (4.17), 两倍的平均曲率恰是分母 λ 前系数的相反数, Gauss 曲率
恰是分母 λ2 前系数.

尔后, 再计算

H̃ = −1

2

(ω1 + λω31) ∧ ω32 + ω31 ∧ (ω2 + λω32)

(ω1 + λω31) ∧ (ω2 + λω32)

类似可证.

17. 不妨假设过的点为原点. 则有 r = λe1 + µe2, 于是

dr = dλe1 + λde1 + dµe2 + µde2 = (dλ+ µω21)e1 + (dµ+ λω12)e2

于是

dω1 = dµ ∧ ω21 + µdω21

ω12 ∧ ω2 = ω12 ∧ (dµ+ λω12) = ω12 ∧ dµ

故 µdω21 = 0, 同理, λdω21 = 0, 故 dω21 = 0, 这迫使 Gauss 曲率为 0.
在某个没有脐点的邻域内, 根据 (4.15), 是可展曲面, 根据 (3.7), 其分类
已经给出, 只有锥面满足条件.

18. I = du2 + dv2. 因为 Gauss 曲率只和第一基本形式有关, 而平面的第一
基本形式恰好如此, 故 K = 0. 或者直接计算

ω12 = ⟨de1, e2⟩ = ⟨ruu, rv⟩ du+ ⟨ruv, rv⟩dv

利用 ru, rv 单位正交, 容易得到 ω12 = 0.

19. 根据 (4.13) 以及 (4.7).

20. 带入 (4.17) 硬算, 或利用关系 ω31 = −k1ω1, ω32 = −k2ω2.
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5 曲面的内蕴几何学

Gauss 绝妙定理, 切映射, 等距变换, 保角变换, 等温参数, 协变微分, 平
移, 测地曲率, 测地挠率, Liouville 公式, 测地平行坐标系, 指数映射, 法坐标
系, 测地极坐标系, 测地曲率向量, 测地曲率, 测地线, 测地圆, Gauss-Bonnet
公式, Riemann 度量, Poincarè 度量.

5.1 定理回顾

命题 5.1 双射 σ : S → S̃ 是等距当且仅当可以选取恰当的正交标架 {e1,2,3}
和 {ẽ1,2,3} 使得在对应点

ω1 = ω̃1 ω2 = ω̃2

当且仅当对任何两个切向量 v,w,

⟨σ∗(v), σ∗(w)⟩ = ⟨v,w⟩

命题 5.2 双射 σ : S → S̃ 是保教的当且仅存在函数 λ > 0 使得再对应点

Ĩ = λ2I

命题 5.3 若通过换正交参数

ẽ1 = cos θe1 + sin θe2

ẽ2 = − sin θe1 + cos θe2
, 则

ω̃12 = ω12 + dθ

ω̃13 = cos θω13 + sin θω23

ω̃23 = − sin θω13 + cos θω23

证明 ω̃12 的运算在书上. 注意到

ω̃13 = −⟨ẽ1, de3⟩ = −⟨cos θe1 + sin θe2, de3⟩
= cos θω13 + sin θω23

ω23 是类似的. �

命题 5.4 具有常 Gauss 曲率的曲面局部可以建立等距变换.
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定义 5.5 (平移) 设曲面 r(u, v), 及其上曲线 p(t) = r(u(t), v(t)), 设 v(t) 是

曲线上的切向量场, 若 Dv
dt = 0, 则称 v(t) 平行.

命题 5.6 设 v(t),w(t) 是曲面 S 上沿曲线 γ 平行的向量场, 则 ⟨v,w⟩ 是常
数.

定义 5.7 (Liouville) 设 (u, v) 是曲面 S 的正交参数, 设

I = Edu2 +Gdv2

设 γ(s) = r(u(s), v(s)) 是曲面 S 上的弧长参数曲线, 则

kg =
dθ
ds − (

√
E)v√
EG

cos θ + (
√
G)u√
EG

sin θ

其中 θ 是 γ 与 u-线的夹角. 即, 还满足du
ds = 1√

E
cos θ

dv
ds = 1√

G
sin θ

命题 5.8 关于测地线有如下几条断言
(1) 曲面 S 的正交参数上的曲线 γ 是测地线当且仅当沿着 γ, 曲线的主

法向量和曲面的法向量平行.
(2) 若 σ : S → S̃ 是等距变换, γ 是 S 上的测地线, 则 σ ◦ γ 是 S̃ 的测地

线.
(3) 连接曲面上两点的最短曲线必为测地线. 反之, 任何一点 P 附近都有

一个领域 U 使得 U 内任何点 Q 与 P 在 U 内连接的测地线是所有连接 P,Q

的曲线中最短的.

命题 5.9 在曲面 S 上任意一点 P 附近存在测地平行坐标系 r(u, v), 不妨设
P 对应于 (0, 0), 此时

(1)ru ⊥ rv.
(2)u 线都是弧长参数测地线, u = 0 时的 v 线也是弧长参数测地线

即, 第一基本形式为

I = du2 +G(u, v)dv2 G(0, v) = 1
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命题 5.10 在曲面 S 上任意一点 P 附近 (取心) 存在测地极地坐标系 r(ρ, θ),
满足

(1)rρ ⊥ rθ.
(2) 每条 ρ 线是弧长参数测地线.
即, 第一基本形式为

I = dρ2 +Gdθ2

且

lim
ρ→0

r = P lim
ρ→0

√
G = 0 lim

ρ→0
(
√
G)ρ = 1

定理 5.11 (Gauss-Bonnet 公式) 设 D 是曲面 S 上的一块单连通区域, ∂D
是分段光滑的, 设 αi 是 ∂D 的顶角的外角, 则∫∫

D

KdA+

∮
∂D

kgds+
∑

αi = 2π

D
α1

α2

α3

5.2 定理补充

定义 5.12 下面, 我们给出统一的主曲率, 测地曲率, 测地挠率的定义, 对于曲
面 S 上的单位弧长曲线 r(s), 作

e1 =
dr
ds e2 = n ∧ e1 e3 = n

则
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• 曲率向量 d2r
ds2 = de1

ds .

• 法曲率 kn =
⟨de1

ds , e3
⟩
= ω13

ds .

• 测地曲率 kg =
⟨de2

ds , e2
⟩
= ω12

ds .

• 测地挠率 τg =
⟨de2

ds , e3
⟩
= ω23

ds .

则

d
ds


e1

e2

e3

 =


kg kn

−kg τg

−kn −τg




e1

e2

e3


命题 5.13 设曲面的切向量场 v =

∑
α fαrα, 则协变微分

Dv =
∑
α

dfα +
∑
β,γ

Γα
βγf

βduγ

 rα

证明 因为

dv =
∑

α dfαrα +
∑

β f
βdrβ

=
∑

α dfαrα +
∑

β f
β
(∑

β,γ Γ
α
βγduγrα +

∑
δ b

α
δ duαn

)
=
∑

α

(
dfα +

∑
β,γ Γ

α
βγf

βduγ
)
rα + . . .n

而协变微分即去掉 n 前的系数. �

命题 5.14 曲面 r(u, v) 上弧长参数曲线 γ = r(u(s), v(s)) 是测地线当且仅当

d2uγ

ds2 +
∑
α,β

Γγ
αβ

duα

ds
duβ

ds = 0 γ = 1, 2

证明 对 r(u(s), v(s)) 求二次导, 利用 (4.19)

d2r

ds2 =
∑
α,β

duα

ds
duβ

ds
∂2r

∂uα∂uβ
+
∑
γ

d2uγ

ds2
∂r

∂uγ

=
∑
α,β

duα

ds
duβ

ds

(∑
γ

Γγ
αβrγ + bαβn

)
+
∑
γ

d2uγ

ds2
∂r

∂uγ

=
∑

γ

(∑
α,β

duα

ds
duβ

ds + d2uγ

ds2

)
∂r
∂uγ + . . .n

根据定义, r1,2 前系数为 0. �
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命题 5.15 设 (u, v) 是曲面 S 的正交参数, γ(s) = r(u(s), v(s)) 是曲面 S 上

的弧长参数曲线, 则 γ 是测地线当且仅当
du
ds = 1√

E
cos θ

dv
ds = 1√

G
sin θ

dθ
ds = (

√
E)v√
EG

cos θ − (
√
G)u√
EG

sin θ

命题 5.16 当第一基本形式为

I = du2 +Gdv2

时, 则

K = − (
√
G)uu√
G

证明 取

ω1 = du ω2 =
√
Gdv

带入

dω1 = ω12 ∧ ω2 dω2 = ω21 ∧ ω1

解得

ω12 = (
√
G)udv

则

K = − dω12

ω1 ∧ ω2
= − (

√
G)uu√
G

得证. �

5.3 习题提示

1. 可以任意选取 ω1, ω2 使得

I = ω1ω1 + ω2ω2

然后, 通过下面的方程解出联络 ω12

dω1 = ω12 ∧ ω2 dω2 = ω21 ∧ ω1
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再计算 Gauss 曲率
K = − dω12

ω1 ∧ ω2

2. 仿照上题思路计算.

3. 参见陈维桓 P222. §5.5 节例题.

4. 略.

5. 参见 (5.13).

6. 。

7. 和第 1 题思路相同.

8. 因为赤道是测地线, 而测地线的切向量都是平行的. 而平行移动保持角
度, 所以任和切向量的平移即保持和测地线相同角度平移.

9. 即 Dv
dt = 0, 带入 (5.13).

10. 利用 Liouville 公式 (5.7), 注意到, G = s cosu.

11. 带入 Liouville 公式 (5.7) 计算.

12. 参见 (5.12).

13. 容易证明, 若取 w = e1,n ∧w = e2, 则
⟨
Dw
dt ,n ∧w

⟩
= ω12

dt . 然后根据
(5.3).

14. 利用 (5.15) 消去 ds, 解 θ 和 u 的关系.

15. 利用 (5.15) 消去 ds, 先解 θ 和 u 的关系, 得 u sin θ = C, 则

cos θ =

√
1 +

C2

u2
, tan θ =

C√
u2 − C2

再利用这一点解 v 与 u 的关系.
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16. 最后应该改为 o(u2). 这是 u 的渐近展开, 利用 (5.16). 注意到

∂2
√
G

∂u2
(0, 0) =

1

−4
√
G3

(
∂G

∂u

)2

+
1

2
√
G

∂2G

∂u2

∣∣∣∣∣
(0,0)

=
1

2

∂2G

∂u2
(0, 0)

17. 利用 (5.16) 解方程, 仿照彭家贵 P127 到 P128.

18. 注意到

L(r) =

∫ 2π

0

√
G(θ, r)dθ A(r) =

∫ 2π

0

∫ r

0

√
G(θ, r)dθdr

19. 根据 (5.16), 测地坐标系下, 常 Gauss 曲率面满足 (
√
G)ρρ√
G
是常数, 根

据上题可以解出
√
G. 根据 Liouville 公式 (5.7) 测地圆的测地曲率

kg =
(
√
G)ρ√
G

, 验证其是常数.

20. 选取正交参数使得 u-线是测地线, 则带入 Liouville 公式有

− 1√
G

Ev

E
= 0 ⇐⇒ Ev = 0

故 E(u, v) = E(u). 再对另一族曲线使用 Liouville 公式

− 1

2
√
G

Ev

E
cos θ0 +

1

2
√
E

Gu

G
sin θ0 =

1

2
√
E

Gu

G
sin θ0 = 0

故 Gu = 0, G(u, v) = G(v). 从而

I = E(u)du2 +G(v)dv2 = dũ2 + dṽ2

和平面保距同构.

21. 由于是两条不同的测地线, 故有两个外角 α1, α2 ∈ (0, π), 根据 Gauss-
Bonnet 公式知矛盾.

22. 内角 + 外角 = π.

23. 凑, u = 1
a ṽ, v = e−ũ/a.

24. 略.

25. 略.
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