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第十四章 数项级数

§14.1 无穷级数的基本性质

练习 (14.1.6(2)(4)) 证明下列级数发散：

(2)
∞∑

n=1

(−1)n
n2 + 1

3n2 − 2
；

(4)
∞∑

n=1

(
1− 1

n

)n

.

证明 (2) 由 lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n
n2 + 1

3n2 − 2

∣∣∣∣ = 1

3
̸= 0 可知

∞∑
n=1

(−1)n
n2 + 1

3n2 − 2
发散.

(4) 由 lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= exp
(

lim
n→∞

ln
(
1− 1

n

)
1
n

)
L’Hospital 法则
===========

x= 1
n

exp
(

lim
x→0+

1

x− 1

)
=

1

e ̸= 0 可知

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n

发散.

练习 (14.1.7) 设
∞∑

n=1

an 收敛. 证明：
∞∑

n=1

(an + an+1) 也收敛. 试举例说明其逆命题不成立. 但若 an > 0，则

逆命题也成立，试证之.

证明 由定理 14.1.5，
∞∑

n=1

an+1 收敛，再由定理 14.1.2 即得
∞∑

n=1

(an + an+1) 收敛.

逆命题不成立的例子：取 an = (−1)n，则 an + an+1 = 0，∀n，但
∞∑

n=1

(−1)n 发散.

若 an > 0，由定理 14.1.5，从
∞∑

n=1

(an + an+1) 收敛可得 a1 +
∞∑

n=1

(an + an+1) 收敛. 再由 an > 0 及定

理 14.1.4、定理 14.1.3 得
∞∑

n=1

2an 收敛. 由定理 14.1.2 得
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

1

2
· 2an 收敛.

练习 (14.1.8) 设数列 {nan} 与级数
∞∑

n=1

n(an − an+1) 都收敛. 证明：级数
∞∑

n=1

an 也收敛.

证明 由
∞∑

n=1

an = lim
N→∞

N∑
n=1

[n− (n− 1)] an = lim
N→∞

(
N∑

n=1

nan −
N∑

n=1

(n− 1)an

)

= lim
N→∞

(
N∑

n=1

nan −
N−1∑
n=1

nan+1

)
= lim

N→∞

(
N−1∑
n=1

n(an − an+1) +NaN

)

=
∞∑

n=1

n(an − an+1) + lim
N→∞

NaN

即知
∞∑

n=1

an 收敛.

§14.2 正项级数的比较判别法

练习 (14.2.2(1)(3)(5)(7)(9)) 用比较判别法讨论下列级数的敛散性：

(1)
∞∑

n=1

1

3n2 + 5
；
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(3)
∞∑

n=1

(
n2

3n2 + 1

)n

；

(5)
∞∑

n=1

n+ 1

n(n+ 2)
；

(7)
∞∑

n=3

1

(lnn)ln ln n
；

(9)
∞∑

n=1

(
n1/(n2+1) − 1

)
.

解 (1) 因为 1

3n2 + 5
<

1

3n2
，而

∞∑
n=1

1

3n2
收敛，所以

∞∑
n=1

1

3n2 + 5
也收敛.

(3) 因为
(

n2

3n2 + 1

)n

<
1

3n
，而

∞∑
n=1

1

3n
收敛，所以

∞∑
n=1

(
n2

3n2 + 1

)n

也收敛.

(5) 因为 n+ 1

n(n+ 2)
>

n+ 1

(n+ 1)2
=

1

n+ 1
，而

∞∑
n=1

1

n+ 1
发散，所以

∞∑
n=1

n+ 1

n(n+ 2)
也发散.

(7) 对于充分大的 n，
1

(lnn)ln ln n
=

1

e(ln ln n)2
>

1

eln n
=

1

n
，而

∞∑
n=3

1

n
发散，所以

∞∑
n=3

1

(lnn)ln ln n
也发

散.

(9) 由 n1/(n2+1) − 1 = e
ln n

n2+1 −1 ∼ lnn
n2 + 1

(n → ∞) 及
ln n
n2+1

n− 3
2

∼ lnn√
n

→ 0 (n → ∞) 与

∞∑
n=1

1

n
3
2

收敛得

∞∑
n=1

(
n1/(n2+1) − 1

)
收敛.

练习 (14.2.8) 问 p, q 取何值时，级数
∞∑

n=3

1

n(lnn)p(ln lnn)q

收敛？

解 由 Cauchy 积分判别法，此级数与积分∫ +∞

3

1

x(lnx)p(ln lnx)q dx =

∫ +∞

ln 3

1

tp(ln t)q dt

同敛散.

¬ 若 p = 1，则由 ∫ +∞

ln 3

1

t(ln t)q dt =
∫ +∞

ln ln 3

1

uq
du

知当 q > 1 时级数收敛，而当 q ⩽ 1 时级数发散.

 若 p > 1，设 p = α+ ε，其中 α > 1，ε > 0，则对充分大的 t 有 tε(ln t)q > 1，从而

1

tp(ln t)q =
1

tα(tε(ln t)q) <
1

tα
,

由

∫ +∞

ln ln 3

1

tα
dt 收敛得

∫ +∞

ln ln 3

1

tp(ln t)q dt 收敛，从而级数收敛.

® 若 p < 1，设 p = α− ε，其中 α < 1，ε > 0，则对充分大的 t 有
tε

(ln t)q > 1，从而

1

tp(ln t)q =
tε

tα(ln t)q >
1

tα
,

由

∫ +∞

ln ln 3

1

tp(ln t)q dt 发散得
∫ +∞

ln ln 3

1

tp(ln t)q dt 发散，从而级数发散.
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练习 (14.2.12) 设 an > 0，
∞∑

n=1

an < +∞，α > 0，β > 0 且 α+ β > 1. 证明：

∞∑
n=1

aαn
nβ

< +∞.

证明 ¬ 当 0 < α < 1 时，
β

1− α
> 1. 令 α =

1

p
，1− α =

1

q
，则对共轭指数 p, q 用 Young 不等式有

aαn
nβ

=
a

1
p
n(

n
β

1−α

) 1
q

⩽ an
p

+
1

q
n− β

1−α = αan +
1− α

n
β

1−α

.

由
∞∑

n=1

an 与
∞∑

n=1

1− α

n
β

1−α

均收敛可得
∞∑

n=1

aαn
nβ
收敛.

 当 α ⩾ 1 时，由于
∞∑

n=1

an < +∞， lim
n→∞

an = 0，即对充分大的 n 有 an ∈ (0, 1) 且 nβ > 1，此时

0 < aαn ⩽ an，从而 0 <
aαn
nβ

⩽ aαn ⩽ an，故由
∞∑

n=1

an 收敛知
∞∑

n=1

aαn
nβ
收敛.

§14.3 正项级数的其他判别法

练习 (14.3.1(1)(3)(5)(7)) 讨论下列级数的敛散性：

(1)
∞∑

n=1

n tan π

2n+1
；

(3)
∞∑

n=1

n5

3n

(√
3 + (−1)n

)n
；

(5)
∞∑

n=1

nn+(1/n)

(n+ 1/n)n
；

(7)
∞∑

n=1

(
n− 4

3n+ 1

)n

.

解 (1) 因为 n

…
n tan π

2n+1
∼ n

…
nπ

2n+1
=

1

2
n

…
nπ

2
→ 1

2
< 1 (n → ∞)，所以由 Cauchy 判别法知级数

∞∑
n=1

n tan π

2n+1
收敛.

(3) 因为 lim sup
n→∞

n

…
n5

3n

(√
3 + (−1)n

)n
= lim sup

n→∞

[
n

n
√
n5

√
3 + (−1)n

3

]
=

√
3 + 1

3
< 1，所以由 Cauchy

判别法知级数
∞∑

n=1

n5

3n

(√
3 + (−1)n

)n
收敛.

(5) 因为 nn+(1/n)

(n+ 1/n)n
=

n
√
n(

1 + 1
n2

)n =
n
√
n

n

√(
1 + 1

n2

)n2
→ 1 (n→ ∞)，所以级数

∞∑
n=1

nn+(1/n)

(n+ 1/n)n
发散.

(7) 因为 n

 (
n− 4

3n+ 1

)n

=
n− 4

3n+ 1
→ 1

3
(n → ∞)，所以由 Cauchy 判别法知级数

∞∑
n=1

(
n− 4

3n+ 1

)n

收

敛.

练习 (14.3.2(2)) 利用 Raabe 判别法，讨论下列级数的敛散性：
∞∑

n=1

n!n−p

q(q + 1) · · · (q + n)
(p > 0, q > 0).
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解 因为

n

(
an
an+1

− 1

)
= n

[
(n+ 1)p−1(q + n+ 1)

np
− 1

]
=

(
1 + 1

n

)p−1 − 1
1
n

+

(
1 +

1

n

)p−1

(q+1) → p+q, n→ ∞,

所以当 p+ q > 1 时级数收敛，当 p+ q < 1 时级数发散. 当 p+ q = 1 时，因为

n lnn
(

an
an+1

− 1− 1

n

)
= lnn

[(
1 +

1

n

)−q

(q + n+ 1)− n− 1

]

= lnn
[(

1− q

n
+
q(q + 1)

2n2
+ o

(
1

n2

))
(q + n+ 1)− n− 1

]
= lnn

[
q(q + 1)2

2n2
− q(q + 1)

2n
+ o

(
1

n

)]
= 0, n→ ∞,

所以
an
an+1

= 1 +
1

n
+ o

(
1

n lnn

)
, n→ ∞.

由 Gauss 判别法得此时级数发散.

综上，当 p+ q > 1 时级数收敛，当 p+ q ⩽ 1 时级数发散.

§14.4 任意项级数

练习 (14.4.1(3)(4)) 利用 Cauchy 收敛原理，讨论下列级数的敛散性：

(3)
∞∑

n=1

cosn!
n(n+ 1)

；

(4)
∞∑

n=1

a cosn+ b sinn
n(n+ sinn!) .

解 (3) 对任意 ε > 0，取 N =

õ
1

ε

û
，则当 k > N 时，对任意 p ∈ N∗，有

∣∣∣∣∣
k+p∑
n=k

cosn!
n(n+ 1)

∣∣∣∣∣ ⩽
k+p∑
n=k

1

n(n+ 1)
=

1

k
− 1

k + p+ 1
<

1

k
<

1

N
< ε.

由 Cauchy 收敛原理知级数收敛.

(4) 对任意 ε > 0，取 N =

õ |a|+ |b|
ε

û
+ 2，则当 k > N 时，对任意 p ∈ N∗，有

∣∣∣∣∣
k+p∑
n=k

a cosn+ b sinn
n(n+ sinn!)

∣∣∣∣∣ ⩽
k+p∑
n=k

|a|+ |b|
n(n− 1)

=
|a|+ |b|
k − 1

− |a|+ |b|
k + p

<
|a|+ |b|
k − 1

<
|a|+ |b|
N − 1

< ε.

练习 (14.4.5(2)(4)) 讨论下列级数的敛散性：

(2)
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n
√
n
；

(4)
∞∑

n=1

sinnx
n

.

证明 (2) 由 lim
n→∞

n
√
n = 1 知

∣∣∣∣(−1)n−1 1
n
√
n

∣∣∣∣→ 1 ̸= 0 (n→ ∞)，因此数列发散.
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(4) 当 x ̸= 2kπ (k ∈ N)时，因为数列
ß
1

n

™∞

n=1

单调趋于 0，且
N∑

n=1

sinnx =

∣∣∣∣∣cos x
2
− cos

(
N + 1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ ⩽
1∣∣sin x

2

∣∣ 有界，所以由 Dirichlet 判别法知级数收敛. 当 x = 2kπ (k ∈ N) 时，通项均为 0，级数仍收敛.

练习 (14.4.8) 设
∞∑

n=1

an 收敛. 证明：

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= 0.

证明 设 Sn =
n∑

k=1

ak. 则

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= lim
n→∞

nSn −
n−1∑
k=1

Sk

n
=

∞∑
n=1

an − lim
n→∞

n−1∑
k=1

Sk

n

Stolz 定理
=======

∞∑
n=1

an − lim
n→∞

Sn−1 = 0.

练习 (14.4.11(2)) 讨论下列级数的敛散性：
∞∑

n=1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
sinnx
n

.

解 设 bk =
1 + 1

2
+ · · ·+ 1

k

k
. 先说明 bk > bk+1. 只需证

1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n

n
· n+ 1

1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n
+ 1

n+1

> 1,

即只需证

1 +
1

n
=
n+ 1

n
>

1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n
+ 1

n+1

1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n

,

而这由
1

n
>

1
n+1

1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n

即可得. 再由 Stolz 定理， lim
k→∞

bk = lim
k→∞

1

k
= 0. 因此 {bk} 单调趋于 0.

¬ 当 x ≠ 2kπ (k ∈ N) 时，因为
N∑

n=1

sinnx =

∣∣∣∣∣cos x
2
− cos

(
N + 1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1∣∣sin x
2

∣∣，由 Dirichlet 判别法

即得数列收敛.

 当 x = 2kπ (k ∈ N) 时，数列通项均为 0，级数收敛.

练习 (14.4.12) 设 an > 0. 证明：如果

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= λ > 0,

那么交错级数
∞∑

n=1

(−1)n−1an 收敛.
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证明 由所给条件可知当 n 充分大时，{an} 为递减数列，故可不妨设 {an}∞n=1 就是递减数列. 因为

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= λ > 0,

所以存在 N1 ∈ N，使得当 n > N1 时，n

(
an
an+1

− 1

)
>
λ

2
，即

an
an+1

> 1 +
λ

2n
. 又

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)λ
4 − 1

1
n

=
λ

4
,

所以存在 N2 ∈ N，使得当 n > N2 时，

(
1 + 1

n

)λ
4 − 1

1
n

<
λ

2
，即

(
1 +

1

n

)λ
4

< 1 +
λ

2n
.

设 N = max{N1, N2}，则当 n > N 时，

an
an+1

>

(
n+ 1

n

)λ
4

.

于是
aN
an

>
( n
N

)λ
4

, ∀n > N,

即

0 < an <

(
N

n

)λ
4

aN → 0, n→ ∞.

因此 {an} 是趋于 0 的递减数列. 由 Leibniz 判别法知交错级数
∞∑

n=1

(−1)n−1an 收敛.

§14.5 绝对收敛和条件收敛

练习 (14.5.1(2)(4)(6)) 在下列级数中，哪些是绝对收敛的？哪些是条件收敛的？

(2)
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n
cosnx；

(4)
∞∑

n=1

(−1)n(n−1)/2n
10

an
(a > 1)；

(6)
∞∑

n=2

sin nπ
4

lnn .

解 (2) 因为
∣∣∣∣(−1)n−1

2n
cosnx

∣∣∣∣ ⩽ 1

2n
，而

∞∑
n=1

1

2n
收敛，所以级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n
cosnx 绝对收敛.

(4) 由 a > 1 知对充分大的 n 有 an > n12，此时

∣∣∣∣(−1)n(n−1)/2n
10

an

∣∣∣∣ = n10

an
<

1

n2
，而

∞∑
n=1

1

n2
收敛，故

级数
∞∑

n=1

(−1)n(n−1)/2n
10

an
绝对收敛.

(6) 因为数列
ß

1

lnn

™∞

n=2

单调趋于 0，部分和序列

{
n∑

k=2

sin kπ
4

}
(n = 2, 3, · · · ) 有界 1 +

√
2，所以

由 Dirichlet 判别法知级数
∞∑

n=2

sin nπ
4

lnn 收敛. 再由
∞∑

n=2

∣∣∣∣∣∣∣
sin nπ

4
lnn

∣∣∣∣∣∣∣ ⩾
∞∑

n=2

sin (8n− 6)π

4
ln(8n− 6)

=
∞∑

n=2

1

ln(8n− 6)
⩾

∞∑
n=2

1

8n− 7
= +∞ 知级数

∞∑
n=2

sin nπ
4

lnn 条件收敛.
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练习 (14.5.2(2)(3)(4)) 讨论下列级数的绝对收敛性和条件收敛性：

(2)
∞∑

n=1

(−1)n
cos 2n
np
；

(3)
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
e−
(
1 +

1

n

)n)
；

(4)
∞∑

n=1

(−1)n
(
n1/n − 1

)
.

解 (2) ¬ 若 p ⩽ 0，则通项 (−1)n
cos 2n
np

不趋于 0，级数发散.

 若 0 < p ⩽ 1，注意到
∞∑

n=1

(−1)n
cos 2n
np

=
∞∑

n=1

cos(2 + π)n

np
，由部分和序列

{
n∑

k=1

cos(2 + π)k

}
(n =

1, 2, · · · ) 有界及数列
ß

1

np

™∞

n=1

单调趋于 0，根据 Dirichlet 判别法知级数
∞∑

n=1

(−1)n
cos 2n
np

收敛. 下证它不

绝对收敛，即
∞∑

n=1

| cos 2n|
np

= +∞. 只需证 p = 1 时
∞∑

n=1

| cos 2n|
n

= +∞，这是因为

∞∑
n=1

| cos 2n|
n

⩾
∞∑

n=1

cos2 2n
n

=
∞∑

n=1

cos 4n+ 1

2n
,

而
∞∑

n=1

cos 4n
2n

收敛，
∞∑

n=1

1

2n
发散. 故级数

∞∑
n=1

(−1)n
cos 2n
np

条件收敛.

® 若 p > 1，则取 ε > 0 使得 p > 1 + ε，由
∞∑

n=1

| cos 2n|
np

⩽
∞∑

n=1

1

n1+ε
< +∞ 知级数

∞∑
n=1

(−1)n
cos 2n
np

绝对收敛.

(3) 数列
ß

e−
(
1 +

1

n

)n™∞

n=1

单调递减趋于 0，由 Leibniz判别法知级数
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
e−
(
1 +

1

n

)n)
收敛. 由于(

1 +
1

n

)n

= exp
(
n ln

(
1 +

1

n

))
= exp

(
n

(
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

)))
= exp

(
1− 1

2n
+ o

(
1

n

))
= e · exp

(
− 1

2n
+ o

(
1

n

))
= e

(
1− 1

2n
+ o

(
1

n

))
, n→ ∞,

此级数通项的绝对值 ∣∣∣∣e−(1 + 1

n

)n∣∣∣∣ = e
2n

+ o

(
1

n

)
, n→ ∞.

而级数
∞∑

n=1

1

n
发散，由比较判别法知级数

∞∑
n=1

(
e−
(
1 +

1

n

)n)
发散，即级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

(
e−
(
1 +

1

n

)n)
条件收敛.

(4) 当 n 充分大时，数列
¶
n1/n − 1

©
单调递减趋于 0，由 Leibniz 判别法知级数

∞∑
n=1

(−1)n
(
n1/n − 1

)
收敛. 而 ∣∣∣n1/n − 1

∣∣∣ = n
√
n− 1 = e ln n

n −1 =
lnn
n

+ o

(
lnn
n

)
, n→ ∞,

由
∞∑

n=1

lnn
n

⩾
∞∑

n=1

1

n
= +∞ 知级数

∞∑
n=1

∣∣∣n1/n − 1
∣∣∣ 发散，即级数 ∞∑

n=1

(−1)n
(
n1/n − 1

)
条件收敛.

练习 (14.5.5) 把级数

1− 1

2α
+

1

3α
− 1

4α
+

1

5α
− 1

6α
+ · · · (0 < α < 1)
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的项重新安排如下：先依次取 p 个正项，接着依次取 q 个负项，再接着依次取 p 个正项，如此继续下去.

证明：所得的新级数收敛的充分必要条件为 p = q；当 p > q 时，新级数发散到 +∞，当 p < q 时，新级

数发散到 −∞.

证明 设重排之后的新级数为
∞∑

n=1

an. 对任意给定的正整数 N，记 m =

õ
N

p+ q

û
，则当 N → ∞ 时，有

m→ ∞，且

m(p+ q) ⩽ N < (m+ 1)(p+ q).

把级数
∞∑

n=1

an 的部分和写成

N∑
n=1

an =

m(p+q)∑
n=1

an +

N∑
n=m(p+q)+1

an.

因为 N −m(p+ q) < p+ q，所以上式中第二个和式求和项不超过 p+ q 项，从而当 N → ∞ 时，有∣∣∣∣∣∣
N∑

n=m(p+q)+1

an

∣∣∣∣∣∣ ⩽
N∑

n=m(p+q)+1

|an| ⩽
p+ q

[m(p+ q)]α
→ 0.

于是
∞∑

n=1

an = lim
N→∞

N∑
n=1

an = lim
m→∞

m(p+q)∑
n=1

an = lim
m→∞

(
mp∑
n=1

1

(2n− 1)α
−

mq∑
n=1

1

(2n)α

)
.

设 f(x) =
1

(2x− 1)α
，g(x) =

1

(2x)α
. 则由 Euler-Maclaurin 求和公式得

mp∑
n=1

1

(2n− 1)α
=

mp∑
n=1

f(n) =

∫ mp

1

f(x) dx+
f(1) + f(mp)

2
+

∫ mp

1

‹B1(x)f
′(x) dx

=
(2mp− 1)1−α − 1

2(1− α)
+

1 + 1
(2mp−1)α

2
+

∫ mp

1

‹B1(x)f
′(x) dx,

mq∑
n=1

1

(2n)α
=

mq∑
n=1

g(n) =

∫ mq

1

g(x) dx+
g(1) + g(mq)

2
+

∫ mq

1

‹B1(x)g
′(x) dx

=
(2mq)1−α − 21−α

2(1− α)
+

1
2α

+ 1
(2mq)α

2
+

∫ mq

1

‹B1(x)g
′(x) dx,

其中 ‹B1(x) 是第一个 Bernoulli 多项式 B1(x) = x − 1

2
在 [0, 1) 上的限制函数在 R 上以 1 为周期的延拓.

由于 f ′(x) =
−2α

(2x− 1)α+1
在 [1,+∞) 上单调递增趋于 0，且对任意 x > 1，积分

∫ x

1

‹B1(s) ds 存在且有界，

根据广义积分的 Dirichlet 判别法即得广义积分
∫ +∞

1

‹B1(x)f
′(x) dx 收敛. 同理可知

∫ +∞

1

‹B1(x)g
′(x) dx

收敛. 又有 lim
m→∞

1

(2mp− 1)α
= 0 与 lim

m→∞

1

(2mq)α
= 0. 因此，为判断

∞∑
n=1

an 的敛散性，只需分析极限

lim
m→∞

[
(2mp− 1)1−α − (2mq)1−α

]
.

设 h(x) = x1−α，则 h′(x) =
1− α

xα
. 由有限增量公式，存在 2mp− 1 与 2mq 之间的数 ξ，使得

(2mp− 1)1−α − (2mq)1−α = h(2mp− 1)− h(2mq) = (2mp− 2mq − 1)h′(ξ).

• 若 p = q，则当 m→ ∞ 时，ξ → ∞，上式等于 −h′(ξ) = α− 1

ξα
→ 0. 故

∞∑
n=1

an 收敛.
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• 若 p > q，则当 m→ ∞ 时，上式可放缩为

(2mp− 2mq − 1)h′(ξ) ⩾ (2mp− 2mq − 1)h′(2mq) ⩾ 2mp− 2mq − 1

(2mq)α

⩾ 2(p− q)m1−α

(2q)α
→ +∞, m→ ∞.

故此时
∞∑

n=1

an = +∞.

• 若 p < q，则当 m→ ∞ 时，上式可放缩为

(2mp− 2mq − 1)h′(ξ) ⩽ (2mp− 2mq − 1)h′(2mp− 1) ⩽ 2m(p− q)(1− α)

(2mp)α

=
2(p− q)(1− α)m1−α

(2p)α
→ −∞, m→ ∞.

故此时
∞∑

n=1

an = −∞.

§14.6 级数的乘法

问题 (14.6.1) 证明：级数
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

nα
,

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nβ
(α > 0, β > 0)

的 Cauchy 乘积当 α+ β > 1 时收敛，当 α+ β ⩽ 1 时发散.

证明 由 Leibniz 判别法知级数
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

nα
与

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nβ
均收敛，设它们的和分别为 A 与 B. 记

an = (−1)n−1 1

nα
，bn = (−1)n−1 1

nβ
，cn =

n∑
k=1

akbn+1−k = (−1)n−1

n∑
k=1

1

kα(n+ 1− k)β
.

当 α+ β ⩽ 1 时，对充分大的 n，有

|cn| =
n∑

k=1

1

kα(n+ 1− k)β
⩾ n

nα(n+ 1− 1)β
= n1−(α+β) ⩾ 1,

故 Cauchy 乘积
cn∑
n=1

发散.

当 α+ β > 1 时，先证明 lim
n→∞

cn = 0.

|cn| =
n∑

k=1

1

kα(n+ 1− k)β
=

⌊n
2 ⌋∑

k=1

1

kα(n+ 1− k)β
+

n∑
k=⌊n

2 ⌋+1

1

kα(n+ 1− k)β
,

因为当 1 ⩽ k ⩽
⌊n
2

⌋
时，n+ 1− k ⩾

⌊n
2

⌋
，所以

|cn| ⩽
1⌊
n
2

⌋β n∑
k=1

1

kα
+

1⌊
n
2

⌋α n∑
k=1

1

kβ
.

当 β ̸= 1 时，
n∑

k=1

1

kβ
∼
∫ n

1

dx
xβ

=
1

1− β

(
1

nβ−1
− 1

)
,

当 β = 1 时，
n∑

k=1

1

k
∼ lnn, n→ ∞.
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因此存在常数 M > 0，使得

1⌊
n
2

⌋β n∑
k=1

1

kα
⩽


M

nα+β−1
, α ̸= 1,

M

nβ
lnn, α = 1,

1⌊
n
2

⌋α n∑
k=1

1

kβ
⩽


M

nα+β−1
, β ̸= 1,

M

nα
lnn, β = 1.

由 α > 0, β > 0, α+ β − 1 > 0 即知 lim
n→∞

|cn| = 0，故 lim
n→∞

cn = 0.

下证 Cauchy 乘积
∞∑

n=1

cn 收敛. 记 Sn =
n∑

k=1

ck. 由

c2n = −
2n∑
k=1

1

kα(2n+ 1− k)β

= −

(
n∑

k=1

1

kα(2n+ 1− k)β
+

2n∑
k=n+1

1

kα(2n+ 1− k)β

)

= −

(
n∑

k=1

1

kα(2n+ 1− k)β
+

n∑
k=1

1

kβ(2n+ 1− k)α

)
,

以及

c2n+1 =
2n+1∑
k=1

1

kα(2n+ 2− k)β

=
n∑

k=1

1

kα(2n+ 2− k)β
+

2n+1∑
k=n+1

1

kα(2n+ 2− k)β

=
n∑

k=1

1

kα(2n+ 2− k)β
+

n+1∑
k=1

1

kβ(2n+ 2− k)α
,

两式相加得

|c2n + c2n+1| =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

1

kα

(
1

(2n+ 1− k)β
− 1

(2n+ 2− k)β

)

+
n∑

k=1

1

kβ

(
1

(2n+ 1− k)α
− 1

(2n+ 2− k)α

)
− 1

(n+ 1)α+β

∣∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

[
1

kα

(
1

(2n+ 1− k)β
− 1

(2n+ 2− k)β

)
+

1

kβ

(
1

(2n+ 1− k)α
− 1

(2n+ 2− k)α

)]
+

1

(n+ 1)α+β
.

易知当 γ > 0 时，函数
1

xγ
− 1

(x+ 1)γ
在 (0,+∞) 上严格单调递减，于是

1

(2n+ 1− k)γ
− 1

(2n+ 2− k)γ
<

1

(n+ 1)γ
+

1

(n+ 2)γ
.

故

|c2n + c2n+1| ⩽
n∑

k=1

1

kα

(
1

(n+ 1)β
− 1

(n+ 2)β

)
+

n∑
k=1

1

kβ

(
1

(n+ 1)α
− 1

(n+ 2)α

)
+

1

(n+ 1)α+β
.

由有限增量公式，存在 ξ ∈ (n+ 1, n+ 2)，使得

1

(n+ 1)α
− 1

(n+ 2)α
=

α

ξα+1
∼ 1

nα+1
, n→ ∞.
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因此存在常数 M ′ > 0，使得

n∑
k=1

1

kα

(
1

(n+ 1)β
− 1

(n+ 2)β

)
⩽


M ′

nα+β
, α ̸= 1,

M ′ lnn
nβ+1

, α = 1,

n∑
k=1

1

kβ

(
1

(n+ 1)α
− 1

(n+ 2)α

)
⩽


M ′

nα+β
, β ̸= 1,

M ′ lnn
nα+1

, β = 1,

由此及 α+β > 1，α+1 > 1得 S2n+1 = c1+(c2+ c3)+ · · ·+(c2n+ c2n+1)收敛，又 S2n+2 = S2n+1+ c2n+2，

lim
n→∞

c2n+2 = 0，故 Sn 收敛.

§14.7 无穷乘积

补充题 1 设 Γ(x) :=
1

x

∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)x
1 + x

n

，x ̸= 0,−1,−2, · · · . 证明：

(1) Γ(x) 有意义；

(2) Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
；

(3) Γ(x+ 1) = xΓ(x)；

(4) Γ(1− x)Γ(x) =
π

sin(πx) .

证明 (1) 从 (
1 + 1

n

)x
1 + x

n

= 1 +
x(x− 1)

2n2
+ o

(
1

n2

)
可知此无穷乘积绝对收敛，因此 Γ(x) 的上述定义是有意义的.

(2) 写出上述无穷乘积的部分乘积

(n+ 1)x

x(1 + x)
(
1 + x

2

)
· · ·
(
1 + x

n

) =

(
n+ 1

n

)x

· n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
,

就得到

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

(3) 由 (2) 公式可得
Γ(x+ 1)

Γ(x)
= lim

n→∞

nx

x+ n+ 1
= x,

即

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

(4) 在定义中将 x 换成 −x 并利用 (3) 公式，得到

Γ(1− x) = −xΓ(−x) =
∞∏

n=1

(
1 + 1

n

)−x

1− x
n

,

再利用正弦函数的无穷乘积公式

sinx = x
∞∏

n=1

(
1− x2

n2π2

)
,

在其中将 x 换为 πx，就得到

Γ(x)Γ(1− x) =
1

x

∞∏
n=1

1

1− x2

n2

=
π

sinπx.
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第十五章 函数项级数

§15.1 问题的提出

练习 (15.1(3)(6)) 求下列函数项级数的收敛点集：

(3)
∞∑

n=1

(
x(x+ n)

n

)n

；

(6)
∞∑

n=1

xnyn

xn + yn
(x > 0, y > 0).

解 (3) 因为
(
x(x+ n)

n

)n

= xn
(
1 +

x

n

)n
，而

(
1 +

x

n

)n
→ ex，所以

∞∑
n=1

(
x(x+ n)

n

)n

收敛当且仅当

lim
n→∞

xn = 0，即 x ∈ (−1, 1).

(6) 因为

min{xn, yn}
2

=
xnyn

2max{xn, yn} ⩽ xnyn

xn + yn
⩽ xnyn

max{xn, yn} = min{xn, yn},

所以
∞∑

n=1

xnyn

xn + yn
(x > 0, y > 0)与min{xn, yn}同敛散，故收敛点集为 {(x, y) | x ∈ (0, 1)或 y ∈ (0, 1)}.

问题 (15.1.1) 设函数项级数
∞∑

n=1

un(x) 在有界闭区间 [a, b] 上收敛于 S(x). 如果 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 都是

[a, b] 上的非负连续函数，证明：S(x) 必在 [a, b] 上取到最小值.

证明 记 Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x)，则 0 ⩽ Sn(x) ⩽ Sn+1(x) ⩽ S(x)，因此集合 {S(x) | x ∈ [a, b]} 有下确界 α. 由

下确界的定义，对任意 n ∈ N，存在 xn ∈ [a, b]，使得 S(xn) ∈
[
α, α+

1

n

)
. 于是 lim

n→∞
S(xn) = α. 又因为

xn ∈ [a, b]，由 Bolzano-Weierstrass 引理，存在 {xn} 的子列 {xnk
} 收敛于 x0 ∈ [a, b]. 对任意 m ∈ N，有

Sm (xnk
) ⩽ S (xnk

) < α+
1

nk

,

令 k → ∞，由于 Sm(x) 在 x0 处连续，可得 Sm(x0) ⩽ α. 再令 m→ ∞ 可得 S(x0) ⩽ α. 结合 α 的定义即

得 S(x0) = α. 故 S(x) 在 [a, b] 上可取到最小值.

问题 (15.1.2) 第 1 题中的 S(x) 是否一定能取到最大值？

解 不一定，反例如下. 设

fn(x) =


x, 0 ⩽ x ⩽ 1− 1

n
,

(1− n)(x− 1), 1− 1

n
< x ⩽ 1,

n ⩾ 1,

并规定 f0(x) ≡ 0. 取 un(x) = fn(x)− fn−1(x)，则

S(x) =

x, 0 ⩽ x < 1,

0, x = 1.

故 S(x) 在 [0, 1] 上取不到最大值.

问题 (15.1.3) 把第 1 题中的有界闭区间换成开区间或无穷区间，结论是否还成立？
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解 不成立，反例如下.

¬ 设 un(x) = xn−1，则
∞∑

n=1

un(x) 在 (0, 1) 上收敛于 S(x) =
1

1− x
，S(x) 在 (0, 1) 上取不到最小值.

 设 fn(x) =


(
1 +

x

n

)n
, n ⩾ 1,

0, n = 0.

取 un(x) = fn(x) − fn−1(x)，则 S(x) = lim
n→∞

fn(x) = ex 在

(0,+∞) 上取不到最小值.【若要求在 (−∞,+∞) 上，可取 un(x) =

ex, n = 1,

0, n ⩾ 2.

】

§15.2 一致收敛

练习 (15.2.1) 研究下列函数列在指定区间上的一致收敛性：

(1) fn(x) =
1

1 + nx
：(a) 0 < x < +∞；(b) 0 < λ < x < +∞.

(2) fn(x) =
xn

1 + xn
：(a) 0 ⩽ x ⩽ 1− λ；(b) 1− λ ⩽ x ⩽ 1 + λ；(c) 1 + λ ⩽ x < +∞ (λ > 0).

(3) fn(x) = e−(x−n)2：(a) −l < x < l (l > 0)；(b) −∞ < x < +∞.

解 (1) 当 n→ ∞ 时，fn(x) → f(x) =

1, x = 0,

0, x ̸= 0.

(a) 因为对任意 n 都有 fn

(
1

n

)
=

1

2
，所以 sup

x∈(0,+∞)

|fn(x)− f(x)| ⩾ 1

2
，故 {fn(x)} 在 (0,+∞) 上不

一致收敛.

(b) 因为 sup
x∈(λ,+∞)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈(λ,+∞)

1

1 + nx
<

1

1 + nλ
，所以 lim

n→∞
sup

x∈(λ,+∞)

|fn(x)− f(x)| = 0，

故 {fn(x)} 在 (λ,+∞) 上一致收敛.

(2) 当 n→ ∞ 时，fn(x) → f(x) =


0, x ∈ [0, 1),

1

2
, x = 1,

1, x ∈ (1,+∞).

(a) 对任意的 n ∈ N，fn(x) = 1− 1

1 + xn
在 [0, 1)上单调递增，因此 |fn(x)− f(x)| = f(x) ⩽ f(1−λ) =

1− 1

1 + (1− λ)n
，于是 lim

n→∞
sup

x∈[0,1−λ]

|fn(x)− f(x)| = 0，故 {fn(x)} 在 [0, 1− λ] 上一致收敛.

(b) 对充分大的 n，2
1
n ∈ [1 − λ, 1 + λ]，而 f

(
2

1
n

)
=

2

3
，所以 sup

x∈[1−λ,1+λ]

|fn(x)− f(x)| ⩾ 1

6
，故

{fn(x)} 在 [1− λ, 1 + λ] 上不一致收敛.

(c) 对 x ∈ [1+λ,+∞)，|fn(x)− f(x)| = 1

1 + xn
⩽ 1

1 + (1 + λ)n
，因此 lim

n→∞
sup

x∈[1+λ,+∞)

|fn(x)− f(x)| =

0，故 {fn(x)} 在 [1 + λ,+∞) 上一致收敛.

(3) 当 n→ ∞ 时，fn(x) → f(x) ≡ 0.

(a) 对 x ∈ (−l, l)，当 n > l时，|fn(x)− f(x)| = e−(x−n)2 < e−(l−n)2，因此 lim
n→∞

sup
x∈(−l,l)

|fn(x)− f(x)| =

0，故 {fn(x)} 在 (−l, l) 上一致收敛.

(b) 因为对任意 n 都有 fn(n) = 1，所以 sup
x∈(−∞,+∞)

|fn(x)− f(x)| ⩾ 1，故 {fn(x)} 在 (−∞,+∞) 上

不一致收敛.
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练习 (15.2.2(4)(5)(6)(7)) 研究下列级数在指定区间上的一致收敛性：

(4)
∞∑

n=1

sin
(
n+ 1

2

)
x

3
√
n4 + x4

，(−∞,+∞)；

(5)
∞∑

n=2

ln
(
1 +

x

n ln2 n

)
，(−l, l) (l > 0)；

(6)
∞∑

n=2

(−1)n

n+ sinx，[0, 2π]；

(7)
∞∑

n=1

2n sin 1

3nx
，(0,+∞).

解 (4) 因为
∣∣∣∣∣sin

(
n+ 1

2

)
x

3
√
n4 + x4

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

n
4
3

，而级数
∞∑

n=1

1

n
4
3

收敛，所以由Weierstrass判别法得级数
∞∑

n=1

sin
(
n+ 1

2

)
x

3
√
n4 + x4

在区间 (−∞,+∞) 一致收敛.

(5) 因为
∣∣∣∣ln(1 + x

n ln2 n

)∣∣∣∣ ⩽ − ln
(
1− l

n ln2 n

)
∼ l

n ln2 n
(n→ ∞)，而由 Cauchy 积分判别法可知

级数
∞∑
k=2

1

n ln2 n
收敛，所以由 Weierstrass 判别法得级数

∞∑
n=2

ln
(
1 +

x

n ln2 n

)
在区间 (−l, l) (l > 0) 上一

致收敛.

(6) 对任意 x ∈ [0, 2π]，

∣∣∣∣ 1

n+ sinx

∣∣∣∣ ⩽ 1

n− 1
，故数列

ß
1

n+ sinx

™∞

n=2

一致单调递减趋于 0，又级数

∞∑
n=2

(−1)n 的部分和一致有界 1，所以由 Dirichlet 判别法知级数
∞∑

n=2

(−1)n

n+ sinx 在区间 [0, 2π] 上一致收敛.

(7) 记 un(x) = 2n sin 1

3nx
，则对任意正整数 n，un

(
2

3nπ

)
= 2n > 1，因此 un(x) ̸⇒ 0. 由 Cauchy 收

敛原理知级数
∞∑

n=1

2n sin 1

3nx
在区间 (0,+∞) 上不一致收敛.

练习 (15.2.7) 设 {un(x)} 是 [a, b] 上的连续函数列. 证明：如果
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, b) 内的每一点收敛，但

∞∑
n=1

un(b) 发散，那么
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, b) 上不一致收敛.

证明 若
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, b) 上一致收敛，由 Cauchy 收敛原理，对任意 ε > 0，存在 N ∈ N，使得对任意

n > N 与 p ∈ N，有

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε. 由 uk(x) 的连续性，令 x → b− 就有

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk(b)

∣∣∣∣∣ ⩽ ε. 这说明级数
∞∑

n=1

un(b) 收敛，与已知矛盾. 故
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, b) 上不一致收敛.

练习 (15.2.11) 证明：函数列

fn(x) = xn−x(lnn)α (n = 1, 2, · · · )

在 [0,+∞) 上一致收敛的充分必要条件是 α < 1.

证明 当 n → ∞ 时，fn(x) → f(x) ≡ 0. 因为 f ′
n(x) =

1− x lnn
nx

· (lnn)α，所以 fn(x) 在 [0,+∞) 上的最

大值为 f

(
1

lnn

)
=

(lnn)α−1

n
1

ln n

=
(lnn)α−1

e . 于是 fn(x) ⇒ f(x) ⇐⇒ (lnn)α−1

e → 0 ⇐⇒ α < 1.

问题 (15.2.1) 讨论级数
∞∑

n=1

nx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)

在区间 [0, δ] 和 [δ,+∞) 上的一致收敛性，其中 δ > 0.
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解 记 Sn(x) =
n∑

k=1

kx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + kx)
，则当 n ⩾ 2 时，

Sn(x) =
x

1 + x
+

n∑
k=2

[
1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + (k − 1)x)
− 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + kx)

]
= 1− 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
.

因此当 n→ ∞ 时，Sn(x) → S(x) =

0, x = 0,

1, x > 0.

当 x > 0 时，|Sn(x)− S(x)| = 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
. 令 x → 0+，则 |Sn(x)− S(x)| → 1 ̸= 0，

因此级数在 [0, δ] 上不一致收敛.

当 x ∈ [δ,+∞) 时，

|Sn(x)− S(x)| = 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
⩽ 1

(1 + δ)(1 + 2δ) · · · (1 + nδ)
<

1

1 + nδ
,

因此 lim
n→∞

sup
x∈[δ,+∞)

|Sn(x)− S(x)| = 0，故级数在 [δ,+∞) 上一致收敛.

补充题 2 设 f(x) ∈ C(R). 令

fn(x) =
n−1∑
k=0

1

n
f

(
x+

k

n

)
.

试证：{fn(x)} 在任何有限闭区间 [a, b] 上一致收敛.

证明 由 f(x) ∈ C(R) 知 f(x) ∈ R([a, b+ 1]). 由 Riemann 积分的定义知

lim
n→∞

fn(x) =

∫ x+1

x

f(t) dt =
∫ 1

0

f(x+ t) dt, ∀x ∈ [a, b].

因此 ∣∣∣∣∣fn(x)−
∫ 1

0

f(x+ t) dt
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f

(
x+

k

n

)
dt−

∫ 1

0

f(x+ t) dt
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

[
f

(
x+

k

n

)
− f(x+ t)

]
dt
∣∣∣∣∣

⩽
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

∣∣∣∣f (x+
k

n

)
− f(x+ t)

∣∣∣∣ dt

⩽
n−1∑
k=0

1

n
sup

t∈[ kn , k+1
n ]

∣∣∣∣f (x+
k

n

)
− f(x+ t)

∣∣∣∣
⩽

n−1∑
k=0

1

n
ωk(x),

其中 ωk(x) := sup
s,t∈[x+ k

n ,x+ k+1
n ]

|f(s)− f(t)| 是 f(x) 在区间

[
x+

k

n
, x+

k + 1

n

]
上的振幅. 记 πx 为将区间

[x, x + 1] 作 n 等分的分割，再将此分割延拓为区间 [a, b + 1] 的分割 π，使得 π 限制在 [x, x + 1] 上恰为

πx，且 ∥π∥ ⩽ 1

n
. 则当 n→ ∞ 时，∥π∥ → 0，根据定理 6.5.3，f 在分割 π 上的各段振幅与区间长度乘积

之和 → 0，从而
n−1∑
k=0

1

n
ωk(x) → 0. 也即是说，对任意 ε > 0，存在与 x 无关的 N ∈ N，使得当 n > N 时，

∣∣∣∣∣fn(x)−
∫ 1

0

f(x+ t) dt
∣∣∣∣∣ ⩽

n−1∑
k=0

1

n
ωk(x) < ε.
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故 {fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛.

补充题 3 设可微函数列 {fn(x)} 在 [a, b] 上收敛，且存在 M > 0，使得

|f ′
n(x)| ⩽M, ∀n = 1, 2, · · · , ∀x ∈ [a, b].

试证：{fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛.

证明 对任意取定的 x0 ∈ [a, b]，由 {fn(x)} 在 [a, b] 上收敛可知，对任意 ε > 0，存在 N(x0) ∈ N，使得对

任意 n > N(x0) 与正整数 p，有

|fn(x0)− fn+p(x0)| <
ε

3
.

现设 Ix0
=
(
x0 −

ε

3M
,x0 +

ε

3M

)
. 由 Lagrange 中值定理，对任意 m ∈ N 与 x ∈ Ix0

都有

|fm(x)− fm(x0)| ⩽M |x− x0| < M · ε

3M
=
ε

3
.

于是对 x ∈ Ix0
就有

|fn(x)− fn+p(x)| ⩽ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− fn+p(x0)|+ |fn+p(x0)− fn+p(x)| < 3 · ε
3
= ε.

因为
⋃

x0∈[a,b]

Ix0
构成 [a, b] 的一个开覆盖，由有限覆盖定理，存在 k ∈ N，使得 Ix1

, · · · , Ixk
是其对应

的有限子覆盖. 同上所述，每一个 xi 都给出一个 N(xi)，现设 N := max
i

{N(xi)}，则当 n > N 时，

|fn(x)− fn+p(x)| < ε

对任意正整数 p 与 x ∈
k⋃

i=1

Ixi
⊃ [a, b] 成立. 由 Cauchy 收敛原理知 {fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛.

§15.3 极限函数与和函数的性质

练习 (15.3.1) 确定下列函数的存在域，并研究它们的连续性：

(1) f(x) =
∞∑

n=1

(
x+

1

n

)n

；

(2) f(x) =
∞∑

n=1

x+ (−1)nn

x2 + n2
.

解 (1) 由 Cauchy判别法，从 lim sup
n→∞

n

 ∣∣∣∣x+
1

n

∣∣∣∣n = lim sup
n→∞

∣∣∣∣x+
1

n

∣∣∣∣ = |x|可知当 |x| < 1时 f(x)绝对收敛，

当 |x| > 1 时 f(x) 发散. 而当 x = 1 时， lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

→ e，当 x = −1 时，

(
−1 +

1

n

)n

̸→ 0 (n→ ∞)，

故 f(x) 的存在域为 (−1, 1). 对任意的 δ ∈ (0, 1)，当 x ∈ [−1 + δ, 1− δ] 时，取 N =

õ
2

δ

û
+1，则当 n > N

时， ∣∣∣∣x+
1

n

∣∣∣∣n ⩽
(
|x|+ 1

n

)n

⩽
(
|x|+ δ

2

)n

⩽
(
1− δ +

δ

2

)n

=

(
1− δ

2

)n

,

因为
∞∑

n=1

(
1− δ

2

)n

收敛，由 Weierstrass 判别法即得 f(x) 在 [−1 + δ, 1− δ] 上一致收敛，从而 f(x) 在

[−1 + δ, 1− δ] 上连续，再由 δ 的任意性知 f(x) 在 (−1, 1) 上连续.
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(2) 对任意 x ∈ R，只要 n2 + n ⩾ x2，就有
n

x2 + n2
单调递减，且由

∣∣∣∣ n

x2 + n2

∣∣∣∣ ⩽ 1

n
可知

n

x2 + n2
一

致趋于 0，又级数
∞∑

n=1

(−1)n 的部分和一致有界 1，由 Dirichlet 判别法知
∞∑

n=1

(−1)nn

x2 + n2
在 R 上一致收敛. 由

x

x2 + n2
∼ x

n2
(n→ ∞) 可知

∞∑
n=1

x

x2 + n2
在 R 上收敛，故 f(x) 的存在域为 R. 对任意 δ > 0，当 |x| ⩽ δ

时，

∣∣∣∣ x

x2 + n2

∣∣∣∣ ⩽ δ

n2
，故

∞∑
n=1

x

x2 + n2
在 [−δ, δ] 上一致收敛，从而 f(x) 在 [−δ, δ] 上连续. 再由 δ 的任意

性知 f(x) 在 R 上连续.

练习 (15.3.5) 已知
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
= ln 2. 证明：

lim
x→1

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
= ln 2.

证明 对任意 x ∈
[
1

2
,
3

2

]
，

1

nx
都是单调递减的，且由

∣∣∣∣ 1nx

∣∣∣∣ ⩽ 1√
n
知

1

nx
一致收敛于 0，又级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

一致有界 1，故由 Dirichlet 判别法知
∞∑

n=1

(−1)n−1

nx
在

[
1

2
,
3

2

]
上一致收敛，从而

lim
x→1

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
=

∞∑
n=1

lim
x→1

(−1)n−1

nx
= ln 2.

练习 (15.3.6) 设 E 是 (−∞,+∞) 中的一个点集，x0 是 E 的一个极限点 (x0 可以是 ±∞). 如果级数
∞∑

n=1

un(x) 在 E 上一致收敛，而且 lim
x→x0

un(x) = an (x ∈ E, n = 1, 2, · · · ). 证明：

(1)
∞∑

n=1

an 收敛；

(2) lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑

n=1

an (x ∈ E).

证明 (1) 对任意 x ∈ E 与任意 ε > 0，存在 N ∈ N，使得对任意 n > N 与 p ∈ N，有

|un(x) + · · ·+ un+p(x)| < ε.

由于 x0 是 E 的极限点，有

lim
x→x0

|un(x) + · · ·+ un+p(x)| = |an + · · ·+ an+p| ⩽ ε.

根据 Cauchy 收敛原理，这意味着级数
∞∑

n=1

an 收敛.

(2) 对任意 ε > 0，由
∞∑

n=1

un(x) 在 E 上一致收敛，存在 N1 ∈ N，使得

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

un(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3
对任意

x ∈ E 均成立；再由
∞∑

n=1

an 收敛，存在 N2 ∈ N，使得

∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=N2+1

an

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
. 令 N := max{N1, N2}，则

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

un(x)−
∞∑

n=1

an

∣∣∣∣∣ ⩽
N∑

n=1

|un(x)− an|+
∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

un(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

an

∣∣∣∣∣ <
N∑

n=1

|un(x)− an|+
2ε

3
, ∀x ∈ E.
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再令 E ∋ x→ x0，就得到 ∣∣∣∣∣ lim
E∋x→x0

∞∑
n=1

un(x)−
∞∑

n=1

an

∣∣∣∣∣ ⩽ 2ε

3
< ε.

这就完成了证明.

练习 (15.3.7) 设 f(x) =
∞∑

n=1

(
x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

. 计算： lim
x→1

f(x)， lim
x→+∞

f(x).

解 对任意 x ∈
[
1

2
,+∞

)
，

∣∣∣∣( x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

∣∣∣∣ ⩽ 1

2n
，而级数

∞∑
n=1

1

2n
收敛，故由 Weierstrass 判别法知

f(x) 在

[
1

2
,+∞

)
上一致收敛. 因此

lim
x→1

f(x) =
∞∑

n=1

lim
x→1

(
x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

=
∞∑

n=1

(−1)n

3n
= −1

4
,

lim
x→+∞

f(x) =
∞∑

n=1

lim
x→+∞

(
x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

=
∞∑

n=1

1

2n
= 1.

问题 (15.3.5) 设 f(x) =
∞∑

n=0

1

x+ 2n
(0 ⩽ x < +∞). 证明：

(1) f 在 [0,+∞) 上连续；

(2) lim
x→+∞

f(x) = 0；

(3) 对一切 x ∈ (0,+∞)，有

0 < f(x)− ln(1 + x)

x ln 2
<

1

1 + x
.

证明 (1) 由于
∣∣∣∣ 1

x+ 2n

∣∣∣∣ ⩽ 1

2n
，而级数

∞∑
n=0

1

2n
收敛，由 Weierstrass 判别法即得 f(x) 在 [0,+∞) 上一致

收敛，因此 f(x) 连续.

(2) 由练习 (15.3.6) 结论，

lim
x→+∞

f(x) =
∞∑

n=0

lim
x→+∞

1

x+ 2n
= 0.

(3) 等价于证明对任意 t ∈ (0,+∞)，

∞∑
n=0

1

t+ 2n
>

ln(1 + t)

t ln 2
>

∞∑
n=1

1

t+ 2n
.

注意到 ∫ +∞

0

1

t+ 2x
dx y=2x

=====
1

ln 2

∫ +∞

1

1

y(y + t)
dy =

ln(1 + t)

t ln 2
,

由面积原理即得证.

§15.4 由幂级数确定的函数

练习 (15.4.1) 求下列幂级数的收敛半径，并研究它们在收敛区间端点处的性质：

(1)
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)n2

xn；
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(2)
∞∑

n=1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
xn；

(3)
∞∑

n=1

(
an

n
+
bn

n2

)
xn；

(4)
∞∑

n=1

(n
e

)n
xn.

解 (1) 因为 lim sup
n→∞

n

 (
1 +

1

n

)n

= e，所以收敛半径 R =
1

e . 当 n → ∞ 时，

[(
1 + 1

n

)n
± e

]n
̸→ 0，因此当

x = ±1

e 时级数不收敛.

(2) 因为 1 = lim sup
n→∞

n

…
1

n
· n ⩽ lim sup n

Ã
n∑

k=1

1

k
⩽ lim sup

n→∞

n
√
1 · n = 1，所以收敛半径 R = 1. 当

n→ ∞ 时，
n∑

k=1

1

k
̸→ 0，因此当 x = ±1 时级数不收敛.

(3) 因为
n

 
(max{a, b})n

n2
⩽ n

…
an

n
+
bn

n2
⩽ n

 
(max{a, b})n

n
+

(max{a, b})n

n2
,

再利用 lim
n→∞

n
√
n2 = 1 及 lim

n→∞
n

…
1

n
+

1

n2
= lim

n→∞

n
√
n

( n
√
n)

2 = 1 可得 lim sup
n→∞

n

…
an

n
+
bn

b2
= max{a, b}，因此

收敛半径 R =
1

max{a, b} = min
ß
1

a
,
1

b

™
.

¬ 若 a ⩾ b，则 R =
1

a
. 因为

(
an

n
+
bn

n2

)(
1

a

)n

=
1

n
+

(
b
a

)n
n2

单调递减趋于 0，所以当 x = −1

a
时，

由 Leibniz 判别法知级数收敛；当 x =
1

a
时，由调和级数发散知级数不收敛.

 若 a < b，则 R =
1

b
. 因为

(
an

n
+
bn

n2

)(
1

b

)n

=

(
a
b

)n
n

+
1

n2
单调递减趋于 0，所以当 x = −1

b
时，

由 Leibniz 判别法知级数收敛；当 x =
1

b
时，由级数

∞∑
n=1

(a
b

)n
收敛及数列

ß
1

n

™∞

n=1

单调有界，根据 Abel

判别法知级数收敛.

(4) 因为 lim sup
n→∞

n

…(n
e

)n
= +∞，所以收敛半径 R = 0. 当 x = 0 时级数收敛.

练习 (15.4.4) 求下列级数在区间 (−1, 1) 上的和：

(1)
∞∑

n=0

1

2n+ 1
x2n+1；

(2)
∞∑

n=0

(−1)n−1 x
2n+1

2n+ 1
；

(3)
∞∑

n=1

xn

n(n+ 1)
.

解 所给 3 个幂级数的收敛半径均为 1.

(1)
∞∑

n=0

1

2n+ 1
x2n+1 =

∞∑
n=0

∫ x

0

t2n dt =
∫ x

0

∞∑
n=0

t2n dt =
∫ x

0

1

1− t2
dt = 1

2
ln 1 + x

1− x
.

(2)
∞∑

n=0

(−1)n−1 x
2n+1

2n+ 1
=

∞∑
n=0

∫ x

0

(−1)n−1t2n dt =
∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)n−1t2n dt =
∫ x

0

−1

1 + t2
dt = − arctanx.

(3)
∞∑

n=1

xn

n(n+ 1)
=

1

x

∞∑
n=1

∫ x

0

∫ s

0

tn−1 dt ds = 1

x

∫ x

0

∫ s

0

∞∑
n=1

tn−1 dt ds = 1 +
1− x

x
ln(1− x).
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问题 (15.4.5) 设幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的收敛半径为 R，且 an ⩾ 0.

(1) 证明： lim
x→R−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n；

(2) 由 (1)，证明：
∞∑

n=1

1

n
= +∞.

证明 (1) 若
∞∑

n=0

anR
n < +∞，则由 Abel 第二定理得等式成立. 下面假设

∞∑
n=0

anR
n = +∞，则对任意

M > 0，存在 N ∈ N，使得
N∑

n=0

anR
n > 2M . 于是对 x ∈

(
R
N
√
2
, R

)
就有

∞∑
n=0

anx
n ⩾

N∑
n=0

anx
n ⩾

N∑
n=0

an

(
R
n
√
2

)n

> M,

这说明 lim
x→R−

∞∑
n=0

anx
n = +∞. 故等式得证.

(2) 因为幂级数
∞∑

n=0

xn

n
的收敛半径为 1，由 (1)，

∞∑
n=1

1

n
= lim

x→1−

∞∑
n=1

xn

n
= lim

x→1−

∞∑
n=1

∫ x

0

tn−1 dt = lim
x→1−

∫ x

0

1

1− t
dt = − lim

x→1−
ln(1− x) = +∞.

§15.5 函数的幂级数展开式

练习 (15.5.1(2)(4)) 利用已知的初等函数展开式，写出下列函数的幂级数展开式：

(2) cos2 x；

(4) x

1 + x− 2x2
.

解 (2) 利用 cosx =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, x ∈ R 得在 2x ∈ R 时有

cos2 x =
1

2
(cos 2x+ 1) =

1

2
+

∞∑
n=0

(−1)n22n−1

(2n)!
x2n = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n22n−1

(2n)!
x2n, x ∈ R.

(4) 利用 1

1− x
=

∞∑
n=0

xn, x ∈ (−1, 1) 得在

x ∈ (−1, 1),

−2x ∈ (−1, 1)

时有

x

1 + x− 2x2
=

1

3
· 1

1− x
− 1

3
· 1

1− (−2x)
=

∞∑
n=0

1

3
xn −

∞∑
n=0

(−2)n

3
xn =

∞∑
n=0

1− (−2)n

3
xn, x ∈

(
−1

2
,
1

2

)
.

§15.6 用多项式一致逼近连续函数

定义 15.6.1 设 gn(x) ∈ C(R). 称 {gn(x)} 为 R 的一个近似，若
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(1)
∫ +∞

−∞
gn(x) dx = 1；

(2) gn(x) ⩾ 0；

(3) 对任意 δ ∈ (0, 1)，均有 lim
n→∞

∫
|x|⩾δ

gn(x) dx = 0.

补充题 4 设 {gn(x)} 为 R 的一个近似，f ∈ C(R)，且 f ≡ 0, x /∈ [a, b]. 令

(f ∗ gn) (x) :=
∫ +∞

−∞
f(x− t)gn(t) dt.

证明：{(f ∗ gn)(x)} 在 [a, b] 上一致收敛于 f(x).

证明 易知 f 在 R 上一致连续，因此对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |t| < δ 时，|f(x− t)− f(x)| < ε.

由定义15.6.1中性质 (1) 可得

|(f ∗ gn)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x− t)gn(t) dt− f(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ +∞

−∞
gn(t) [f(x− t)− f(x)] dt

∣∣∣∣
⩽
∫
|t|<δ

gn(t) |f(x− t)− f(x)| dt+
∫
|t|⩾δ

gn(t) |f(x− t)− f(x)| dt

⩽ ε

∫ +∞

−∞
gn(t) dt+ 2M

∫
|t|⩾δ

gn(t) dt,

其中 M > 0 是 f(x) 在 R 上的一个上界. 由 f ≡ 0, x /∈ [a, b] 可知 M < +∞. 在上式中令 n→ ∞ 即得

|(f ∗ gn)(x)− f(x)| ⩽ ε, n→ ∞.

由 ε 的任意性即知 lim
n→∞

(f ∗ gn) (x) = f(x). 再由前面过程可知此收敛是一致的，即

(f ∗ gn) (x) ⇒ f(x), x ∈ [a, b].

练习 (15.6.2) 设 f ∈ C([a, b]).

(1) 如果 ∫ b

a

f(x)xn dx = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ),

那么 f(x) ≡ 0；

(2) 如果存在正整数 N，使得 ∫ b

a

f(x)xn dx = 0 (n ⩾ N),

那么 f(x) ≡ 0.

证明 (1) 由题设可知，对任一多项式 Q(x)，有

∫ b

a

Q(x)f(x) dx = 0. 由 Weierstrass 逼近定理，对任意

ε > 0，存在多项式 P (x)，使得

|f(x)− P (x)| < ε, ∀x ∈ [a, b].

于是 ∫ b

a

f2(x) dx =

∫ b

a

f2(x) dx−
∫ b

a

f(x)P (x) dx =

∫ b

a

f(x) [f(x)− P (x)] dx

⩽
∫ b

a

|f(x)| · |f(x)− P (x)| dx ⩽ ε

∫ b

a

|f(x)| dx,

由 f ∈ C([a, b]) 知
∫ b

a

|f(x)| dx 是一有限数. 故由 ε 的任意性知 f(x) ≡ 0.
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(2) 由 (1) 知 xNf(x) ≡ 0，结合 f ∈ C([a, b]) 可得 f(x) ≡ 0.

练习 (15.6.3) 设 f ∈ C([0, 1]). 如果存在正整数 k，使得∫ 1

0

f(x)xkn dx = 0 (n = 1, 2, · · · ),

证明：f(x) ≡ 0.

证明 根据练习 (15.6.2(2)) 结论，由

0 =

∫ 1

0

f(x)xkn dx t=xk

=====
1

k

∫ 1

0

t
1
k−1f

(
t

1
k

)
tn dt, (n = 1, 2, · · · )

及 t
1
k−1f

(
t

1
k

)
在 [0, 1] 上连续可知 t

1
k−1f

(
t

1
k

)
(t ∈ [0, 1])，即 f(x) ≡ 0.

练习 (15.6.4) 设 f ∈ C([−1, 1]). 证明：

(1) 如果 ∫ 1

−1

x2n+1f(x) dx = 0 (n = 0, 1, · · · ),

那么 f 是偶函数；

(2) 如果 ∫ 1

−1

x2nf(x) dx = 0 (n = 0, 1, · · · ),

那么 f 是奇函数.

证明 (1) 由

0 =

∫ 1

−1

x2n+1f(x) dx t=−x
===== −

∫ 1

−1

t2n+1f(−t) dt

可得 ∫ 1

−1

x2n+1 [f(x)− f(−x)] dx = 0.

注意到 x2n+1 [f(x)− f(−x)] 是 [−1, 1] 上的偶函数，因此由上式可得

0 =

∫ 1

0

x2n+1 [f(x)− f(−x)] dx =

∫ 1

0

x [f(x)− f(−x)]x2n dx.

根据练习 (15.6.3) 结论，x [f(x)− f(−x)] ≡ 0，进而 f(x) ≡ f(−x) 即 f 是偶函数.

(2) 由

0 =

∫ 1

−1

x2nf(x) dx t=−x
=====

∫ 1

−1

t2nf(−t) dt

可得 ∫ 1

−1

x2n [f(x) + f(−x)] dx = 0.

注意到 x2n [f(x) + f(−x)] 是 [−1, 1] 上的偶函数，因此由上式可得∫ 1

0

x2n [f(x) + f(−x)] dx = 0.

根据练习 (15.6.3) 结论，f(x) + f(−x) ≡ 0，即 f 是奇函数.

练习 (15.6.6) 设 f ∈ C([1,+∞))，且 lim
x→+∞

f(x) = l 存在、有限.证明：对任意的 ε > 0，存在多项式 P (x)，

使得

∣∣∣∣f(x)− P

(
1

x

)∣∣∣∣ < ε (1 ⩽ x < +∞).
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证明 构造函数 g(x) =


f

(
1

x

)
, 0 < x ⩽ 1,

l, x = 0.

则 g(x) ∈ C([0, 1]). 由Weierstrass 逼近定理，对任意 ε > 0，

存在多项式 P (x)，使得

|g(x)− P (x)| < ε, ∀x ∈ [0, 1].

这即是 ∣∣∣∣f(x)− P

(
1

x

)∣∣∣∣ < ε ∀x ⩾ 1.

§15.7 幂级数在组合数学中的应用

练习 (15.7.1) 证明：
m∑

k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
=

(
m+ n

n

)
.

证明 由

(1− x)−n =
∞∑
k=0

(
−n
k

)
(−x)k =

∞∑
k=0

(−n) · · · (−n− k + 1)

k!
(−1)kxk =

∞∑
k=0

(n+ k − 1) · · ·n
k!

xk

=
∞∑
k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
xk

可知
∞∑

m=0

(
m+ n

n

)
xm = (1− x)−n−1 = (1− x)−n(1− x)−1 =

∞∑
m=0

m∑
k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
xm.

故
m∑

k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
=

(
m+ n

n

)
.

练习 (15.7.6(1)) 求满足下列递推关系和初始条件的数列 {an}：

an = 5an−1 − 6an−2, a0 = 1, a1 = −2.

解 设数列 {an} 的母函数为 f(x). 由

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n = 1− 2x+

∞∑
n=2

anx
n,

−5xf(x) = −5
∞∑

n=0

anx
n+1 = −5x− 5

∞∑
n=2

an−1x
n,

6x2f(x) = 6
∞∑

n=0

anx
n+2 = 6

∞∑
n=2

an−2x
n

可得 (
1− 5x+ 6x2

)
f(x) = 1− 7x.

于是

f(x) =
1− 7x

(3x− 1)(2x− 1)
=

4

3x− 1
− 5

2x− 1
=

∞∑
n=0

(5 · 2n − 4 · 3n)xn, x ∈
(
−1

3
,
1

3

)
.
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故

an = 5 · 2n − 4 · 3n.

第十六章 反常积分

§16.1 非负函数无穷积分的收敛判别法

练习 (16.1.1(2)(4)(6)) 判断下列无穷积分的敛散性：

(2)
∫ +∞

0

3x2 − 2

x5 − x3 + 1
dx；

(4)
∫ +∞

e

dx
x(lnx)p；

(6)
∫ +∞

1

(lnx)p
1 + x2

dx (p > 0).

解 (2) 容易验证 x5 − x3 + 1 > 0，∀x ⩾ 0，且当 x ⩾
…

2

3
时 3x2 − 2 ⩾ 0. 因此原积分的敛散性等价

于

∫ +∞

1

3x2 − 2

x5 − x3 + 1
dx 的敛散性. 因为当 x → +∞ 时， 3x2 − x

x5 − x3 + 1
∼ 3

x2
，而

∫ +∞

1

3

x2
dx 收敛，所以∫ +∞

1

3x2 − 2

x5 − x3 + 1
dx 收敛，进而原积分收敛.

(4) 因为
∫ +∞

e

dx
x(lnx)p =

∫ +∞

1

dt
tp
，所以当 p > 1 时积分收敛，当 p ⩽ 1 时积分发散.

(6) 因为 0 ⩽ (lnx)p
1 + x2

⩽ (lnx)p
x2

，对充分大的 x，
(lnx)p√

x
< 1，进而

(lnx)p
x2

=
1

x
3
2

(lnx)p√
x

⩽ 1

x
3
2

，而∫ +∞

1

1

x
3
2

dx 收敛，所以
∫ +∞

1

(lnx)p
1 + x2

dx 收敛.

补充题 5 设
∫ +∞

a

f(x) dx 收敛，且 f(x) 在 [a,+∞) 上一致连续，证明： lim
x→+∞

f(x) = 0.

证明 对任意 ε > 0，由 f(x) 在 [a,+∞) 上一致连续，存在 δ ∈ (0, ε)，只要 x1, x2 ∈ [a,+∞) 满足

|x1 − x2| ⩽ δ 就有 |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
. 又

∫ +∞

a

f(x) dx 收敛，因此存在 A > a，只要 x3, x4 > A，就有∣∣∣∣∫ x4

x3

f(x) dx
∣∣∣∣ < δ2

2
. 于是对任意 x > A，可取 x0 ∈ (A, x)，使得 x ∈ (x0, x0 + δ)，从而

|δf(x)| =
∣∣∣∣∣
∫ x0+δ

x0

f(x) dt
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x0+δ

x0

[f(x)− f(t)] dt+
∫ x0+δ

x0

f(t) dt
∣∣∣∣∣

⩽
∫ x0+δ

x0

|f(x)− f(t)| dt+
∣∣∣∣∣
∫ x0+δ

x0

f(t) dt
∣∣∣∣∣ < ε

2
· δ + δ2

2
.

故

|f(x)| < ε

2
+
δ

2
< ε,

这说明 lim
x→+∞

f(x) = 0.

§16.2 无穷积分的 Dirichlet 和 Abel 收敛判别法

练习 (16.2.1(1)(3)(5)) 研究下列积分的敛散性：
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(1)
∫ +∞

0

√
x cosx
1 + x

dx；

(3)
∫ +∞

1

cos2 x
x

dx；

(5)
∫ +∞

0

⌊t⌋ − t+ a

t+ x
dt
(
x > 0, a ̸= 1

2

)
.

解 (1) 因为
√
x cosx
1 + x

=
cosx√
x+ 1√

x

，F (A) =

∫ A

0

cosx dx 在 (0,+∞) 上有界，当 x ⩾ 1 时，
1√

x+ 1√
x

单

调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法知
∫ +∞

0

√
x cosx
1 + x

dx 收敛.

(3) 因为 ∫ +∞

1

cos2 x
x

dx =

∫ +∞

1

1

2x
dx+

∫ +∞

1

cos 2x
2x

dx,

积分

∫ +∞

1

1

2x
dx 发散，F (A) =

∫ A

1

cos 2x dx 在 (1,+∞) 上有界，
1

2x
单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判

别法知

∫ +∞

1

cos 2x
2x

dx 收敛，所以
∫ +∞

1

cos2 x
x

dx 收敛.

(5) 注意到 ∫ +∞

0

⌊t⌋ − t+ a

t+ x
dt =

∫ +∞

0

⌊t⌋ − t+ 1
2

t+ x
dt+

∫ +∞

0

a− 1
2

t+ x
dt.

因为 F (A) =

∫ A

0

(
⌊t⌋ − t+

1

2

)
dt 周期为 1，F (1) = F (0) = 0，所以它在 (0,+∞) 上有界，而

1

t+ x
单

调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法知
∫ +∞

0

⌊t⌋ − t+ 1
2

t+ x
dt 收敛. 又 a− 1

2
̸= 0，

∫ +∞

0

a− 1
2

t+ x
dt 发散，所以∫ +∞

0

⌊t⌋ − t+ a

t+ x
dt 发散.

练习 (16.2.2(2)(4)) 研究下列积分的绝对收敛性和条件收敛性：

(2)
∫ +∞

1

cos(1− 2x)√
x3 3

√
x2 + 1

dx；

(4)
∫ +∞

2

sinx
x lnx dx.

解 (2) 因为
∣∣∣∣ cos(1− 2x)√
x3 3

√
x2 + 1

∣∣∣∣ ⩽ 1√
x3 3

√
x2 + 1

，当 x → +∞ 时， 1√
x3 3

√
x2 + 1

∼ 1

x
13
6

，而

∫ +∞

1

1

x
13
6

dx 收

敛，所以

∫ +∞

1

cos(1− 2x)√
x3 3

√
x2 + 1

dx 绝对收敛.

(4) 因为 F (A) =

∫ A

2

sinx dx 在 (2,+∞) 上有界，而积分

∫ +∞

2

1

x lnx dx 发散，所以由 Dirichlet 判

别法知

∫ +∞

2

sinx
x lnx dx 收敛. 又

| sinx|
x lnx ⩾ sin2 x

x lnx =
1

2x lnx − cos 2x
2x lnx,

由 Dirichlet 判别法知
∫ +∞

2

cos 2x
2x lnx dx 收敛，

∫ +∞

2

1

2x lnx dx 发散，所以
∫ +∞

2

∣∣∣∣ sinx
x lnx

∣∣∣∣ dx 发散. 故所给

反常积分条件收敛.

练习 (16.2.3) 设 f 为非负的减函数，且

∫ +∞

a

f(x) dx 收敛. 证明：当 x→ +∞ 时，

f(x) = o

(
1

x

)
.
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证明 因为

∫ +∞

a

f(x) dx 收敛，所以对任意 ε > 0，存在 A0 > 0，对任意 A > A0，

∣∣∣∣∣
∫ 2A

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ < ε，又

f 为非负的减函数，因此

ε >

∣∣∣∣∣
∫ 2A

A

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩾ Af(A).

这说明 lim
x→+∞

xf(x) = 0.

§16.3 瑕积分的收敛判别法

练习 (16.3.1(2)(4)(6)) 判断下列反常积分的敛散性：

(2)
∫ +∞

0

ln(1 + x)

xα
dx；

(4)
∫ 1

0

√
x

esin x −1
dx；

(6)
∫ +∞

0

dx
xp(lnx)q .

解 (2) 将反常积分写成∫ +∞

0

ln(1 + x)

xα
dx =

∫ 1

0

ln(1 + x)

xα
dx+

∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx.

当 x → 0 时，
ln(1 + x)

xα
∼ 1

xα−1
，因此

∫ 1

0

ln(1 + x)

xα
dx 收敛当且仅当 α − 1 < 1 即 α < 2. 当 α > 1

时，记 α = p + ε，其中 p > 1, ε > 0，由

∫ +∞

1

1

xp
dx 收敛， ln(1 + x)

xε
在 (1,+∞) 上有界且当 x 充分

大时单调递减，由 Abel 判别法，
∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx 收敛. 再由

∫ +∞

1

ln(1 + x)

x
dx 发散可知当 α ⩽ 1 时∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
发散，因此

∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx 收敛当且仅当 α > 1. 故

∫ +∞

0

ln(1 + x)

xα
dx 收敛当且仅当

α ∈ (1, 2).

(4) 当 x→ 0 时，

√
x

esin x −1
∼ 1√

x
，而

∫ 1

0

1√
x

dx 收敛，因此
∫ 1

0

√
x

esin x −1
dx 收敛.

(6) 任取 α ∈ (0, 1)，将原积分写成∫ +∞

0

dx
xp(lnx)q =

∫ α

0

dx
xp(lnx)q︸ ︷︷ ︸

¬

+

∫ 1

α

dx
xp(lnx)q︸ ︷︷ ︸



+

∫ 1
α

1

dx
xp(lnx)q︸ ︷︷ ︸

®

+

∫ +∞

1
α

dx
xp(lnx)q︸ ︷︷ ︸
¯

.

对积分¬

∫ α

0

dx
xp(lnx)q = (−1)q

∫ +∞

1
α

dt
t2−p(ln t)q .当 2−p > 1时，记 2−p = β+ε，其中 β > 1, ε > 0，

对充分大的 t 有 tε(ln t)q > 1，从而

1

tp(ln t)q =
1

tβ (tε(ln t)q) <
1

tβ
.

因此由

∫ +∞

1
α

dt
tβ
收敛可知

∫ +∞

1
α

dt
tp(ln t)q 收敛. 当 2− p = 1 时，由

∫ +∞

1
α

dt
t(ln t)q =

∫ +∞

ln 1
α

du
uq

知当 q > 1 时积分收敛，当 q ⩽ 1 时积分发散. 当 2− p < 1 时，记 2− p = β − ε，其中 α < 1, ε > 0，对

充分大的 t 有
tε

(ln t)q > 1，从而

1

tp(ln t)q =
1

tβ
· tε

(ln t)q >
1

tβ
.
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因此由

∫ +∞

1
α

dt
tβ
发散可知

∫ +∞

1
α

dt
tp(lnx)q 发散. 故¬收敛当且仅当 p < 1 或

p = 1,

q > 1.

对积分¯ 将¬中的 p 换成 2− p 即得¯收敛当且仅当 p > 1 或

p = 1,

q > 1.

由¬与¯的讨论知只需再考虑 p = 1, q > 1时反常积分与®的敛散性.注意到此时= (−1)q®，而=∫ 0

ln α

dt
tq
在 q > 1 时发散，因此原积分始终发散.

练习 (16.3.2(2)) 判断以下反常积分的绝对收敛性和条件收敛性：∫ +∞

0

xp sinx
1 + xq

dx (q ⩾ 0).

解 将原积分写成 ∫ +∞

0

xp sinx
1 + xq

dx =

∫ 1

0

xp sinx
1 + xq

dx︸ ︷︷ ︸
¬

+

∫ +∞

1

xp sinx
1 + xq

dx︸ ︷︷ ︸


.

对积分¬ 当 x → 0 时，
xp sinx
1 + xq

∼ xp+1，因此

∫ 1

0

xp sinx
1 + xq

dx 收敛当且仅当 p + 1 > −1 即 p > −2.

又当 x ∈ (0, 1] 时，

∣∣∣∣xp sinx
1 + xq

∣∣∣∣ = xp sinx
1 + xq

，因此这时收敛与绝对收敛等价.

对积分 当 p ⩾ q 时，对充分大的 x 有
xp

1 + xq
⩾ 1

2
，从而

∫ 2kπ+ 5π
6

2kπ+π
6

xp sinx
1 + xq

dx ⩾
∫ 2kπ+ 5π

6

2kπ+π
6

1

2
· xp

1 + xq
dx ⩾ 1

4
· 2π
3

=
π

6
, ∀k ∈ N,

由 Cauchy 收敛原理知此时积分¬发散. 当 p < q 时，当 x 充分大时
xp

1 + xq
单调递减趋于 0，而 F (A) =∫ A

1

sinx dx 在 (1,+∞) 上有界，由 Dirichlet 判别法知此时积分收敛. 下面讨论 p < q 时的绝对收敛性.

• 若还有 q − p > 1，由

∣∣∣∣xp sinx
1 + xq

∣∣∣∣ ⩽ xp

1 + xq
，且当 x→ +∞ 时 xp

1 + xq
∼ 1

xq−p
，

∫ +∞

1

1

xq−p
dx 收敛

可知积分绝对收敛.

• 若还有 q − p ⩽ 1，由∣∣∣∣xp sinx
1 + xq

∣∣∣∣ ⩾ xp sin2 x

1 + xq
=

1

2

(
xp

1 + xq
− xp cos 2x

1 + xq

)
,

且由 Dirichlet 判别法知
∫ +∞

1

xp cos 2x
1 + xq

dx 收敛，而当 x → +∞ 时， xp

1 + xq
∼ 1

xq−p
，

∫ +∞

1

1

xq−p
dx 发

散，因此

∫ +∞

1

∣∣∣∣xp sinx
1 + xq

∣∣∣∣ dx 发散，故积分条件收敛.

因此积分在 q − p > 1 时绝对收敛，在 q − 1 ⩽ p < q 时条件收敛，其余情形下发散.

综合¬与可知，当 −2 < p < q− 1 时原积分绝对收敛，当 q− 1 ⩽ p < q 时原积分条件收敛，其余情

形下原积分发散.

问题 (16.3.6) 设 a > 0, b > 0. 证明：

(1) 如果 f 在 [0,+∞) 上连续，且 lim
x→+∞

f(x) = f(+∞) 存在，那么∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = [f(0)− f(+∞)] ln b

a
;
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(2) 如果 f 在 [0,+∞) 上连续，且

∫ +∞

1

f(x)

x
dx 收敛，那么

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln b

a
;

(3) 如果 f 在 (0,+∞) 上连续，f(+∞) 存在，且

∫ 1

0

f(x)

x
dx 收敛，那么

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(+∞) ln a

b
.

证明 (1) 对 0 < r < R < +∞，由定积分的换元积分法，∫ R

r

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ R

r

f(ax)

x
dx−

∫ R

r

f(bx)

x
dx

=

∫ aR

ar

f(x)

x
dx−

∫ bR

br

f(x)

x
dx

=

∫ br

ar

f(x)

x
dx−

∫ bR

aR

f(x)

x
dx.

对上式右边的两个定积分分别使用积分第一中值定理，得到∫ br

ar

f(x)

x
dx = f(ξ)

∫ br

ar

dx
x

= f(ξ) ln b

a
(ar < ξ < br),∫ bR

aR

f(x)

x
dx = f(η)

∫ bR

aR

dx
x

= f(η) ln b

a
(aR < η < bR).

在上两式中分别令 r → 0+, R → +∞，注意到这时 ξ → +∞, η → +∞，由于 f(0+) = f(0), f(+∞) 存

在且有限，便得到 ∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = [f(0)− f(+∞)] ln b

a
.

(2) 只对 (1) 中第一个定积分使用积分第一中值定理并令 r → 0+，另由

∫ +∞

1

f(x)

x
dx 收敛可知

lim
R→+∞

∫ bR

aR

f(x)

x
dx = 0.

由此可得 ∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln b

a
.

(3) 只对 (1) 中第二个定积分使用积分第一中值定理并令 R→ +∞，另由
∫ 1

0

f(x)

x
dx 收敛可知

lim
r→0+

∫ br

ar

f(x)

x
dx = 0.

由此可得 ∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(+∞) ln a

b
.
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§16.4 反常重积分

第十七章 Fourier 分析

§17.1 周期函数的 Fourier 级数

练习 (17.1.2) 设 f 是周期为 2π 的可积且绝对可积函数. 证明：

(1) 如果 f 在 [−π, π] 上满足 f(x+ π) = f(x)，那么

a2n−1 = b2n−1 = 0;

(2) 如果 f 在 [−π, π] 上满足 f(x+ π) = −f(x)，那么

a2n = b2n = 0.

证明 (1) 由

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

f(x+ π) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

[an cosn(x+ π) + bn sinn(x+ π)] =
a0
2

+
∞∑

n=1

[(−1)nan cosnx+ (−1)nbn sinnx]

即知 a2n−1 = −a2n−1, b2n−1 = −b2n−1，即 a2n−1 = b2n−1 = 0.

(2) 仍由 (1) 中两式即知 a2n = −a2n, b2n = −b2n，即 a2n = b2n = 0.

练习 (17.1.4) 如果级数
|a0|
2

+
∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|) < +∞,

那么级数
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

必为某周期为 2π 的函数的 Fourier 级数.

证明 由 Weierstrass 判别法知题中函数项级数在 R 上一致收敛于函数 f(x)，且 2π 是 f 的周期. 由一致

收敛性，逐项积分得

1

π

∫ π

−π

f(x) dx =
1

π

∫ π

−π

[
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx
]

dx

= a0 +
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

(ak cos kx+ bk sin kx) dx

= a0,

以及当 n ⩾ 1 时，

1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx =
1

π

∫ π

−π

[
a0
2

cosnx+
∞∑
k=1

cosnx (ak cos kx+ bk sin kx)
]

dx

=
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

cosnx (ak cos kx+ bk sin kx) dx
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=
1

π

∫ π

−π

an cos2 nx dx

= an,

1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
1

π

∫ π

−π

[
a0
2

sinnx+
n∑

k=1

sinnx (ak cos kx+ bk sin kx)
]

dx

=
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

sinnx (ak cos kx+ bk sin kx) dx

=
1

π

∫ π

−π

bn sin2 nx dx

= bn.

这表明 f 的函数的 Fourier 级数恰为题中所给函数项级数.

练习 (17.1.6) 设 f 在 [−π, π] 上可导，f ′ 可积且绝对可积. 如果 f(−π) = f(π)，证明：

an = o

(
1

n

)
, bn = o

(
1

n

)
(n→ ∞).

证明 由分部积分，f 的 Fourier 系数

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx = − 1

nπ

∫ π

−π

f ′(x) sinnx dx,

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
1

nπ

∫ π

−π

f ′(x) cosnx dx.

因为 f ′ 可积且绝对可积，由 Riemann-Lebesgue 引理，

lim
n→∞

nan = − 1

π
lim
n→∞

∫ π

−π

f ′(x) sinnx dx = 0,

lim
n→∞

nbn =
1

π
lim
n→∞

∫ π

−π

f ′(x) cosnx dx = 0.

§17.2 Fourier 级数的收敛定理

练习 (17.2.2(1)) 在区间 (−π, π) 上把 |x| 展开为 Fourier 级数.

解 先将 |x| 延拓为 R 上以 2π 为周期的函数. 计算得 Fourier 系数

a0 =
1

π

∫ π

−π

|x| dx =
2

π

∫ π

0

x dx = π,

以及当 n ⩾ 1 时，

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cosnx dx

=
2

π

∫ π

0

x cosnx dx

=
2

π

(
− 1

n

∫ π

0

sinnx dx
)

=
2

n2π
[(−1)n − 1] ,
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bn =
1

π

∫ π

−π

|x| sinnx dx = 0.

由延拓得到的函数在 R 上连续且分段可微可知

|x| = π

2
+

∞∑
n=1

2

n2π
[(−1)n − 1] cosnx, x ∈ (−π, π).

练习 (17.2.4(1)) 在区间 (−l, l) 上把 x 展开为 Fourier 级数.

解 将此函数延拓为 R 上以 2l 为周期的函数，使得它在 x = l 处取值为 l. 计算得 Fourier 系数

an =
1

l

∫ l

−l

x cos nπ
l
x dx = 0,

bn =
1

l

∫ l

−l

x sin nπ
l
x dx

=
2

l

∫ l

0

x sin nπ
l
x dx

=
2l

n2π2

∫ nπ

0

x sinx dx

= (−1)n+1 2l

nπ
.

由延拓得到的函数在 R 上分段可微且在 (−l, l) 上连续可知

x =
∞∑

n=1

2l

nπ
(−1)n+1 sin nπ

l
x, x ∈ (−l, l).

问题 (17.2.3) 设 g 是区间 [0, h] (h > 0) 上的增函数. 证明：

lim
λ→+∞

∫ h

0

g(t)
sinλt
t

dt = π

2
g
(
0+
)
.

证明 由于

π

2
g
(
0+
)
= g

(
0+
) ∫ +∞

0

sinx
x

dx = g
(
0+
)

lim
λ→+∞

∫ λh

0

sinx
x

dx = g
(
0+
)

lim
λ→+∞

∫ h

0

sinλt
t

dt,

只需证

lim
λ→+∞

∫ h

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt = 0.

对任意 ε > 0，存在 δ ∈ (0, h)，使得

0 ⩽ g(δ)− g(0) < ε.

对这个 δ，因为 g(t) − g
(
0+
)
在 [0, δ] 上非负且单调递增，

sinλt
t
在 [0, δ] 上可积，由积分第二中值定理，

存在 η ∈ [0, δ]，使得 ∫ δ

0

[
g(t)− g

(
0+
) sinλt

t

]
dt =

[
g(δ)− g

(
0+
)] ∫ δ

η

sinλt
t

dt,

因此

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ δ

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt
∣∣∣∣∣ = [g(δ)− g

(
0+
)]

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ δ

η

sinλt
t

dt
∣∣∣∣∣ = 0.
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而分别利用

∫ +∞

0

sinx
x

dx 及反常积分的 Cauchy 收敛原理可知

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ δ

η

sinλt
t

dt
∣∣∣∣∣ = lim

λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ λδ

λη

sinu
u

du
∣∣∣∣∣ =

0, η > 0,

π

2
, η = 0.

因此

lim sup
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ δ

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt
∣∣∣∣∣ ⩽ πε

2
.

又由 Riemann-Lebesgue 引理知

lim
λ→+∞

∫ η

δ

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt = 0.

故有

lim sup
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ h

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt
∣∣∣∣∣ ⩽ lim sup

λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ δ

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt
∣∣∣∣∣

+ lim sup
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ h

δ

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt
∣∣∣∣∣

⩽πε
2
.

在上式中令 ε→ 0 即得

lim sup
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ h

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt
∣∣∣∣∣ = 0,

因此

lim
λ→+∞

∫ h

0

[
g(t)− g

(
0+
)] sinλt

t
dt = 0.

§17.3 Fourier 级数的 Cesàro 求和

练习 (17.3.2) 证明：[0, π] 上的连续函数可用余弦多项式一致逼近.

证明 设 f ∈ C([0, π]). 先将 f 偶性延拓为 [−π, π] 上的连续函数，再进一步延拓为 R 上以 2π 为周期的函

数 (仍记为 f). 由 Fejér 定理，f 在 R 上能用函数列 {σn(x)} 一致逼近，其中

σn(x) =
S0(x) + · · ·+ Sn−1(x)

n
,

Sk(x) 为 f 的 Fourier 级数 (余弦级数) 的第 k 个部分和，为余弦多项式. 因此 σn(x) 也是余弦多项式.

练习 (17.3.4) 试由 Weierstrass 的关于三角多项式的逼近定理，导出关于代数多项式的逼近定理.

解 通过伸缩变换可不妨设 f ∈ C([0, π])，再将 f 偶性延拓为 [−π, π]上的连续函数 (仍记为 f)，则 f(−π) =

f(π). 由 Weierstrass 第二逼近定理，对任意 ε > 0，存在三角多项式 σ(x)，使得 |f(x)− σ(x)| < ε

2
，

∀x ∈ [−π, π]. 由于 σ(x) 是三角多项式，其 Maclaurin 级数收敛到自身，故通过截断该级数前有限项，可

知存在代数多项式 p(x) 使 |p(x)− σ(x)| < ε

2
，∀x ∈ [−π, π]. 因此 |f(x)− p(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.
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§17.4 平方平均逼近

练习 (17.4.1) 利用 f(x) = |x| 在 [−π, π] 上的 Fourier 展开式和 Parseval 等式，求级数
∞∑

n=1

1

(2n− 1)4
的

和.

解 由练习 (17.2.2(1))，

|x| = π

2
+

∞∑
n=1

2

n2π
[(−1)n − 1] cosnx, x ∈ (−π, π).

由 Parseval 等式，

π2

2
+

∞∑
n=1

4

n4π2
[(−1)n − 1]

2
=
π2

2
+

∞∑
n=1

16

(2n− 1)4π2
=

1

π

∫ π

−π

x2 dx =
2π2

3
.

于是
∞∑

n=1

1

(2n− 1)4
=
π4

96
.

练习 (17.4.4) 设

f(x) =


π − 1

2
x, 0 ⩽ x ⩽ 1,

π − x

2
, 1 < x ⩽ π.

证明：

f(x) =
∞∑

n=1

sinn
n2

sinnx (|x| ⩽ π).

证明 将 f 奇性延拓为 [−π, π] 上的连续函数 (仍记为 f). 则其正弦级数的 Fourier 系数

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnx dx

=
π − 1

π

∫ 1

0

x sinnx dx+

∫ π

1

sinnx dx− 1

π

∫ π

1

x sinnx dx

=

∫ 1

0

x sinnx dx+

∫ π

1

sinnx dx− 1

π

∫ π

0

x sinnx dx

=
sinn
n2

− cosn
n

+
cosn
n

− (−1)n

n
− 1

π

[
−(−1)nπ

n

]
=

sinn
n2

.

由延拓后的 f 在 R 上分段可微且在 [−π, π] 上连续可知

f(x) =
∞∑

n=1

sinn
n2

sinnx (|x| ⩽ π).

§17.5 Fourier 积分和 Fourier 变换

练习 (17.5.1) 用 Fourier 积分表示下列函数：

(1) f(x) =

sgnx, |x| ⩽ 1,

0, |x| > 1;
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(2) f(x) =

sinx, |x| ⩽ π,

0, |x| > π;

(3) f(x) = e−a|x| (a > 0).

解 (1) 因为 f 是奇函数，所以 a(u) = 0，而

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sin(ut) dt = 2

π

∫ 1

0

sin(ut) dt = 2

πu
(1− cosu) .

故 f 的 Fourier 积分为

f(x) ∼ 2

π

∫ +∞

0

1− cosu
u

sin(ux) du =



sgnx, |x| < 1,

1

2
, x = 1,

−1

2
, x = −1,

0, |x| > 1.

.

(2) 因为 f 是奇函数，所以 a(u) = 0，而

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sin(ut) dt = 2

π

∫ π

0

sin t sin(ut) dt

=
1

π

∫ π

0

[cos(u− 1)t− cos(u+ 1)t] dt = 2 sin(πu)
π(1− u2)

.

故 f 的 Fourier 积分为

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

sin(πu)
1− u2

sin(ux) du.

(3) 因为 f 是偶函数，所以 b(u) = 0，而

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cos(ut) dt = 2

π

∫ +∞

0

e−at cos(ut) dt = 2a

π(u2 + a2)
.

故 f 的 Fourier 积分为

f(x) =
2a

π

∫ +∞

0

cos(ux)
u2 + a2

du.

练习 (17.5.2) 求下列积分方程的解：

(1)
∫ +∞

0

f(t) sinxt dt = e−x (x > 0)；

(2)
∫ +∞

0

f(t) cosxt dt = 1

1 + x2
.

解 (1) 由 Fourier 正弦变换的反变换公式，

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

e−u sin(ux) du =
2x

π(x2 + 1)
.

(2) 由 Fourier 余弦变换的反变换公式，

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

cos(ux)
1 + u2

du =
2

π
· π
2

e−|x| = e−|x| .



第十八章 含参变量积分 35

第十八章 含参变量积分

§18.1 含参变量的常义积分

练习 (18.1.1) 求极限：

(1) lim
a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2 dx；

(2) lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos tx dx.

解 (1) 因为 f(x, a) =
√
x2 + a2 在 [−1, 1]× [−1, 1] 上连续，所以 lim

a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2 dx =

∫ 1

−1

|x| dx = 1.

(2) 因为 f(x, t) = x2 cos tx 在 [0, 2]× [−1, 1] 上连续，所以 lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos tx dx =

∫ 2

0

x2 dx =
8

3
.

练习 (18.1.3(1)(3)) 计算下列函数的导数：

(1) f(x) =
∫ cos x

sin x

e(1+t)2 dt；

(3) f(x) =
∫ b+x

a+x

sinxt
t

dt.

解 (1) 因为 g(t, x) = e(1+t)2 和
∂g

∂x
= 0 都在 R2 上连续，sinx, cosx 都在 R 上可微，所以

f ′(x) = − sinx e(1+cos x)2 − cosx e(1+sin x)2 .

(3) 因为 g(t, x) =
sinxt
t
和

∂g

∂x
= cosxt 都在 [a+ x, b+ x]× R 上连续，a+ x, b+ x 都在 R 上可微，

所以

f ′(x) =

∫ b+x

a+x

cosxt dt+ sinx(b+ x)

b+ x
− sinx(a+ x)

a+ x

=
sinx(b+ x)− sinx(a+ x)

x
+

sinx(b+ x)

b+ x
− sinx(a+ x)

a+ x
.

问题 (18.1.2(1)) 利用对参数的微分法，计算以下积分：∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx.

解 把 a 视作参变量，则当 a2 ̸= b2 时，

∂

∂a

∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx =

∫ π
2

0

2a sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
dx

t=tan x
======

∫ +∞

0

2at2

(a2t2 + b2) (t2 + 1)
dt

=
2

a

∫ +∞

0

1

t2 + 1
dt− 2b2

a(a2 − b2)

∫ +∞

0

(
1

t2 + b2

a2

− 1

t2 + 1

)
dt

=
π

a
− sgn

(
b

a

)
πb

a2 − b2
+

πb2

a(a2 − b2)

=
π

a+ sgn
(
b
a

)
b
,
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当 a2 = b2 时，

∂

∂a

∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx =

∫ +∞

0

2t2

b(t2 + 1)2
dt = π

2b
.

由所求形式可不妨设 a, b ⩾ 0，则由

∂

∂a

∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx =

π

a+ b

可得 ∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx =

∫ π
2

0

ln
(
b2 cos2 x

)
dx+

∫ a

b

π

x+ b
dx

= π ln a+ b

2
.

故 ∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx = π ln |a|+ |b|

2
.

§18.2 含参变量反常积分的一致收敛

练习 (18.2.1) 研究下列反常积分在指定区间上的一致收敛性：

(1)
∫ +∞

0

e−ux sinx dx, 0 < u0 ⩽ u < +∞；

(2)
∫ +∞

−∞

x2 cosux
1 + x4

dx, −∞ < u < +∞；

(3)
∫ +∞

0

dx
1 + (x+ u)2

, 0 ⩽ u < +∞；

(4)
∫ +∞

1

e−αx cosx√
x

dx, 0 ⩽ α < +∞；

(5)
∫ +∞

0

√
u e−ux2 dx, 0 ⩽ u < +∞.

解 (1) 因为对 A ⩾ 0，0 ⩽ sup
u⩾u0

∣∣∣∣∫ +∞

A

e−ux sinx dx
∣∣∣∣ ⩽ sup

u⩾u0

∫ +∞

A

e−ux dx = sup
u⩾u0

1

u euA ⩽ 1

u0 eu0A
，而

lim
A→+∞

1

u0 eu0A
= 0，所以 lim

A→+∞
sup
u⩾u0

∣∣∣∣∫ +∞

A

e−ux sinx dx
∣∣∣∣ = 0，反常积分在 u ∈ [u0,+∞) 上一致收敛.

(2) 因为
∣∣∣∣x2 cosux
1 + x4

∣∣∣∣ ⩽ x2

1 + x4
，而

∫
x2

1 + x4
dx =

1

2

∫ (
1− 1

x2

)
+
(
1 + 1

x2

)
1
x2 + x2

dx =
1

2

∫ d
(
x+ 1

x

)(
x+ 1

x

)2 − (√2
)2 +

1

2

∫ d
(
x− 1

x

)(
x− 1

x

)2
+
(√

2
)2

=
1

4
√
2

ln
∣∣∣∣∣x+ 1

x
−
√
2

x+ 1
x
+
√
2

∣∣∣∣∣+ 1

2
√
2

arctan
x− 1

x√
2

+ C,

因此

∫ +∞

−∞

x2

1 + x4
dx = 2

∫ +∞

0

x2

1 + x4
dx =

π√
2
收敛，由 Weierstrass 判别法知所给反常积分在 u ∈

(−∞,+∞) 上一致收敛.

(3) 因为对 x, u ⩾ 0，

∣∣∣∣ 1

1 + (x+ u)2

∣∣∣∣ ⩽ 1

1 + x2
，而

∫ +∞

0

dx
1 + x2

=
π

2
收敛，由 Weierstrass 判别法知

所给反常积分在 u ∈ [0,+∞) 上一致收敛.
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(4) 因为 F (A) =

∫ A

1

cosx dx 有界 2，
1√
x
在 [1,+∞) 上单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法知∫ +∞

1

cosx√
x

dx 收敛. 又因为对每个固定的 α ∈ [0,+∞)，e−αx 关于 x ∈ [1,+∞) 单调递减且关于 α 一致有

界 1，由 Abel 判别法知所给反常积分在 α ∈ [0,+∞) 上一致收敛.

(5) 因为 sup
u⩾0

∣∣∣∣∫ +∞

A

√
u e−ux2 dx

∣∣∣∣ t=
√
ux

====== sup
u⩾0

∫ +∞

√
uA

e−t2 dt =
∫ +∞

0

e−t2 dt =
√
π

2
，所以反常积分在

u ∈ [0,+∞) 上不一致收敛.

练习 (18.2.2) 证明：积分
∫ +∞

0

sinux
x

dx 在任何不包含 u = 0 的闭区间 [a, b] 上一致收敛，在包含 u = 0

的闭区间上不一致收敛.

证明 ¬ 若 0 /∈ [a, b]，则对 A > 0，F (A) :=

∫ A

0

sinux dx 满足 |F (A)| =
∣∣∣∣1− cosuA

u

∣∣∣∣ ⩽ 2

min{|a|, |b|}，又
1

x
单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法知所给反常积分在 u ∈ [a, b] 上一致收敛.

 若 0 ∈ [a, b]，则 sup
u∈[a,b]

∣∣∣∣∫ +∞

A

sinux
x

dx
∣∣∣∣ t=ux
===== sup

u∈[a,b]

∣∣∣∣∫ +∞

uA

sin t
t

dt
∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣∫ +∞

0

sin t
t

dt
∣∣∣∣ = π

2
，因此所

给反常积分在 u ∈ [a, b] 上不一致收敛.

练习 (18.2.5) 证明：积分 ∫ +∞

0

x cosux
a2 + x2

dx (a > 0)

在 [δ,+∞) (δ > 0) 上一致收敛，但在 (0,+∞) 上不一致收敛.

证明 ¬ 对 u ∈ [δ,+∞)，F (A) :=

∫ A

0

cosux dx 满足 |F (A)| = | sinuA|
u

⩽ 1

δ
，又

x

a2 + x2
在 x 充分大时

单调递减趋于 0，所以由 Dirichlet 判别法知所给反常积分在 [δ,+∞) 上收敛.

 因为

∫ +∞

0

x

a2 + x2
dx =

1

2

∫ +∞

0

dt
a2 + t

= +∞，所以对任意的 A > 0，均存在 A′′ > A′ > A，使

得

∫ A′′

A′

x

a2 + x2
dx > 1. 因此对 u =

π

3A′′，有∫ A′′

A′

x cosux
a2 + x2

dx ⩾
∫ A′′

A′

x cos π
3

a2 + x2
>

1

2
,

由 Cauchy 收敛原理，所给反常积分在 (0,+∞) 上不一致收敛.

§18.3 含参变量反常积分的性质

练习 (18.3.1) 研究下列函数在指定区间上的连续性：

(1) f(x) =
∫ +∞

0

t

2 + tx
dt, x ∈ (2,+∞)；

(2) φ(α) =
∫ π

0

sinx
xα(π − x)α

dx, α ∈ (0, 2)；

(3) f(α) =
∫ +∞

1

sinx
xα

dx, α ∈ (0,+∞).

解 (1) 为证 f(x) 在 x ∈ (2,+∞) 上连续，只需证 f(x) 在任意 [a, b] ⊂ (2,+∞) 上连续. 又 t

2 + tx
在

(t, x) ∈ [0,+∞)× [a, b] 上连续，只需证 f(x) 在 [a, b] 上一致收敛. 这可由 t→ +∞ 时，

t

2 + tx
⩽ t

2 + ta
∼ 1

ta−1

及 a− 1 > 1 时

∫ +∞

0

1

ta−1
dt 收敛，根据 Weierstrass 判别法得到.
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(2) 先将 φ(α) 写成

φ(α) =

∫ π
3

0

sinx
xα(π − x)α

dx+

∫ 2π
3

π
3

sinx
xα(π − x)α

dx+

∫ π

2π
3

sinx
xα(π − x)α

dx.

由于

∫ 2π
3

π
3

sinx
xα(π − x)α

dx 是常义积分，它关于 α 连续. 由于其余两个积分在任意 [a, b] ⊂ (0, 2) 上连续，只

需证它们在 [a, b] 上一致收敛. 由于当
(
0,
π

3

)
∋ x→ 0 时，

sinx
xα(π − x)α

⩽ sinx
xb
(
π − π

3

)a ∼ 1

xb−1
(
2π
3

)a ,
而 b − 1 < 1 时

∫ π
3

0

1

xb−1
(
2π
3

)a dx 收敛，所以
∫ π

3

0

sinx
xα(π − x)α

dx 关于 α ∈ (0, 2) 一致收敛. 又因为当

(π − 1, π) ∋ x→ π 时，
sinx

xα(π − x)α
⩽ sin(π − x)

(π − x)b
∼ 1

(π − x)b−1
,

而 b − 1 < 1 时

∫ π

2π
3

1

(π − x)b−1
dx 收敛，所以

∫ π

2π
3

sinx
xα(π − x)α

dx 关于 α ∈ (0, 2) 一致收敛. 故 φ(α) 在

α ∈ (0, 2) 上连续.

(3) 为证 f(α) 在 α ∈ (0,+∞) 上连续，只需证 f(α) 在任意 [a, b] ⊂ (0,+∞) 上连续. 又 sinx
xα

在

(x, α) ∈ [1,+∞)× [a, b] 上连续，只需证 f(α) 在 [a, b] 上一致收敛. 因为对每个固定的 α ∈ [a, b]，
1

xα
是 x

的单调函数，且当 x→ +∞时关于 α 一致地趋于 0，当 A→ +∞时，
∫ A

1

sinx dx有界，所以由 Dirichlet

判别法知 f(α) 在 [a, b] 上一致收敛.

练习 (18.3.2) 利用公式
∫ 1

0

xα−1 dx =
1

α
(α > 0)，计算积分

∫ 1

0

xα−1(lnx)m dx,

其中 m 为正整数.

解 注意到 ∫ 1

0

xα−1(lnx)m dx =

∫ 1

0

(
∂m

∂αm
xα−1

)
dx.

对任意 α > 0，取 a ∈ (0, α)，并设 α ∈ [a, b]. 由于 ∂m

∂αm
xα−1 (m ∈ N) 在 (x, α) ∈ (0, 1]× [a, b] 上连续，而

对 x ∈ (0, 1] 有
∣∣xα−1(lnx)m

∣∣ ⩽ ∣∣xa−1(lnx)m
∣∣ = −xa−1(lnx)m，而∫ 1

0

xa−1(lnx)m t= 1
x==== (−1)m

∫ +∞

1

(ln t)m
ta+1

dt

在 a > 0 时收敛，因此由 Weierstrass 判别法知
∫ 1

0

(
∂m

∂αm
xα−1

)
dx 在 [a, b] 上关于 α 一致收敛. 故

∫ 1

0

(
∂m

∂αm
xα−1

)
dx =

dm

dαm

∫ 1

0

xα−1 dx =
dm

dαm

1

α
=

(−1)mm!

αm+1
.

练习 (18.3.3) 计算积分
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sin cx dx (a > 0, b > 0, c > 0).
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解 注意到 ∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sin cx dx =

∫ +∞

0

∫ b

a

e−ux sin cx du dx.

因为 e−ux sin cx 在 (x, u) ∈ [0,+∞) × [a, b] 上连续，且在 u ∈ [a, b] 上有
∣∣e−ux sin cx

∣∣ ⩽ e−ux ⩽ e−ax，而∫ +∞

0

e−ax dx =
1

a
收敛，由 Weierstrass 判别法知

∫ +∞

0

e−ux sin cx dx 在 [a, b] 上关于 u 一致收敛，因此

∫ +∞

0

∫ b

a

e−ux sin cx du dx =

∫ b

a

∫ +∞

0

e−ux sin cx dx du

=

∫ b

a

c

u2 + c2
du = arctan b

c
− arctan a

c
.

练习 (18.3.4) 计算积分
∫ +∞

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx (β ̸= 0).

解 不妨设 α ⩾ 0, β > 0.

¬ 若 α = 0，则原积分为∫ +∞

0

ln (x2)

β2 + x2
dx x=βt

=====

∫ +∞

0

ln (β2t2)

β (1 + t2)
dt = π lnβ

β
+

2

β

∫ +∞

0

ln t
1 + t2

dt.

而 ∫ +∞

0

ln t
1 + t2

dt =
∫ 1

0

ln t
1 + t2

dt+
∫ +∞

1

ln t
1 + t2

dt

t= 1
u====

∫ 1

0

ln t
1 + t2

dt−
∫ 1

0

lnu
1 + u2

du

= 0.

故此时原积分 =
π lnβ
β

.

 若 α > 0. 由于对 x > 0 有
∂

∂α

ln (α2 + x2)

β2 + x2
=

2α

(α2 + x2) (β2 + x2)
⩽ 2α

2αx (β2 + x2)
=

1

x (β2 + x2)
，

而

∫ +∞

1

1

x (β2 + x2)
dx 收敛，所以由 Weierstrass 判别法知

∫ +∞

1

∂

∂α

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx 在 [0,+∞) 关于 α

一致收敛. 又
∫ 1

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx 是常义积分，因此

∫ +∞

0

∂

∂α

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx 在 [0,+∞) 上关于 α 一致收

敛. 又因为 ln (α2 + x2)

β2 + x2
和

2α

(α2 + x2) (β2 + x2)
在 (x, α) ∈ (0,+∞)× [0,+∞) 上连续，因此当 α ̸= β 时，

d
dα

∫ +∞

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx =

∫ +∞

0

∂

∂α

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx =

∫ +∞

0

2α

(α2 + x2) (β2 + x2)
dx

=
2α

α2 − β2

∫ +∞

0

(
1

β2 + x2
− 1

α2 + x2

)
dx

=
πα

α2 − β2

(
1

β
− 1

α

)
=

π

β(α+ β)
.

又
d

dα

∫ +∞

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx 在 α ∈ (0,+∞) 上连续，所以上式结果对 α = β 也成立. 于是

∫ +∞

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx =

π

β
ln(α+ β) + C(β), α > 0.

当 α = β 时，上式左端为∫ +∞

0

ln (β2 + x2)

β2 + x2
dx x=β tan t

=======
1

β

∫ π
2

0

ln β2

cos2 t dt = π lnβ
β

− 2

β

∫ π
2

0

ln cos t dt
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=
π lnβ
β

− 2

β

(
−π
2

ln 2
)
=
π ln(2β)

β
.

由此可见 C(β) = 0. 故 ∫ +∞

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx =

π

β
ln(α+ β), α > 0.

综合¬与可得 ∫ +∞

0

ln (α2 + x2)

β2 + x2
dx =

π ln(|α|+ |β|)
|β|

.

§18.4 Γ 函数和 B 函数

练习 (18.4.1) 证明：

(1) Γ(s) = 2

∫ +∞

0

x2s−1 e−x2 dx (s > 0)；

(2) Γ(s) = as
∫ +∞

0

xs−1 e−ax dx (s > 0, a > 0).

证明 (1) Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1 e−t dt t=x2

=====

∫ +∞

0

x2s−2 e−x2

2x dx = 2

∫ +∞

0

x2s−1 e−x2 dx.

(2) Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1 e−t dt t=ax
=====

∫ +∞

0

as−1xs−1 e−ax a dx = as
∫ +∞

0

xs−1 e−ax dx.
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A 定理公式速览

§1.1 Fourier 分析

定义 A.1.1 ‹R([−π, π]) =
{
[−π, π]上可积且绝对可积的函数

}
.

定义 A.1.2 f ∈ ‹R([π, π]) 的 Fourier 系数

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, · · · ,

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, · · · .

f 的 Fourier 级数

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

定理 A.1.3 (Riemann-Lebesgue 引理) 设 f ∈ ‹R([a, b])(b 可以为 +∞)，则

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλx dx = 0, lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλx dx = 0.

定理 A.1.4 (Fourier 级数的局部化定理) 设 f ∈ ‹R([−π, π])，则 f 的 Fourier 级数在点 x0 处是否收敛，

以及收敛到什么数值，仅与 f 在 x0 点附近的行为有关.

定理 A.1.5 (Dini 判别法) 设 f ∈ ‹R([−π, π]). 对某个 s ∈ R，令

φ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s.

如果存在 δ > 0，使得函数
φ(t)

t
∈ ‹R([0, δ])，那么 f 的 Fourier 级数在 x0 处收敛于 s.

定义 A.1.6 (α 阶 Lipschitz 条件) 存在 δ > 0, L > 0, α ∈ (0, 1]，使得当 t ∈ (0, δ] 时，有

∣∣f(x0 + t)− f(x+0 )
∣∣ ⩽ Ltα,

∣∣f(x0 − t)− f(x−0 )
∣∣ ⩽ Ltα.

定理 A.1.7 设 f ∈ ‹R([−π, π]). 如果 f 在 x0 附近满足 α 阶 Lipschitz 条件，那么 f 的 Fourier 级数在 x0

处收敛于
f(x+0 ) + f(x−0 )

2
.

定理 A.1.8 设 f ∈ ‹R([−π, π]).

(1) 如果 f 在 x0 处存在导数或两个有限的单侧导数，那么 f 的 Fourier 级数在 x0 处收敛于 f(x0).

(2) 如果 f 在 x0 处仅有两个有限的广义单侧导数：

lim
t→0+

f(x0 + t)− f(x+0 )

t
, lim

t→0+

f(x0 − t)− f(x−0 )

−t
,

那么 f 的 Fourier 级数在 x0 处收敛于
f(x+0 ) + f(x−0 )

2
.

定义 A.1.9 (分段可微) f 和 f ′ 在 [a, b] 上的间断点有限且均为第一类间断点.

定理 A.1.10 (Dirichlet 条件) 如果周期为 2π 的函数 f 在 [−π, π] 上是分段可微的，那么 f 的 Fourier 级

数在每点 x0 处收敛于
f(x+0 ) + f(x−0 )

2
. 特别地，在 f 的连续点 x0 处，它收敛于 f(x0).
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定理 A.1.11 (Fejér) 设 f ∈ ‹R([−π, π]). 如果 f 在 x0 处有左、右极限 f(x−0 ) 和 f(x+0 )，那么它的 Fourier

级数在 x0 处的 Cesàro 和为 f(x+0 ) + f(x−0 )

2
. 特别地，当 f 在 x0 处连续时，它的 Fourier 级数的 Cesàro

和即为 f(x0).

定理 A.1.12 设 f ∈ ‹R([−π, π]). 如果 f 在 x0 处有左、右极限，且其 Fourier 级数在 x0 处收敛，那么必

收敛于
f(x+0 ) + f(x−0 )

2
.

定理 A.1.13 (Fejér 定理) 如果 f 是周期为 2π 的连续函数，那么它的 Fourier 级数在 Cesàro 意义下在

(−∞,+∞) 上一致收敛于 f .

定理 A.1.14 (Weierstrass 第二逼近定理) 如果 f 在 [−π, π] 上连续，且 f(−π) = f(π)，那么 f 必能用三

角多项式一致逼近.

定义 A.1.15 L2([a, b]) =
{
f : [a, b] → R | f可积且平方可积

}
⊊ ‹R([a, b]).

例 A.1.16
ß

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
, · · · , cosnx√

π
,
sinnx√

π
, · · ·
™
是 [−π, π] 上的规范正交系，其 Parseval 等式为

a20
2

+
∞∑

n=1

(
a2n + b2n

)
=

1

π

∫ π

−π

f2(x) dx.

定理 A.1.17 (两个函数的 Parseval等式) 设 f, g ∈ L2([−π, π])，an, bn 和 αn, βn 分别是 f 和 g 的 Fourier

系数，那么
1

π

∫ π

−π

f(x)g(x) dx =
a0α0

2
+

∞∑
n=1

(anαn + bnβn) .

定理 A.1.18 (Fourier 级数的逐项积分定理) f 的 Fourier 级数不论是否收敛，都永远可以逐项积分.

定义 A.1.19 设 f 在 (−∞,+∞) 上绝对可积，对任意 u ∈ R，定义

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cosut dt, b(u) =

1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sinut dt.

f 的 Fourier 积分为

f(x) ∼
∫ +∞

0

[a(u) cosux+ b(u) sinux] du.

定理 A.1.20 (Fourier 积分的局部化定理) 设 f 在 (−∞,+∞) 上绝对可积，那么 f 的 Fourier 积分在某

点 x 是否收敛，以及收敛于什么值，仅与 f 在 x 附近的函数值有关.

定理 A.1.21 (Dini 定理) 设 f 在 (−∞,+∞) 上绝对可积，对任意的实数 s 及固定的 x，记

φ(t) = f(x+ t) + f(x− t)− 2s.

如果存在 δ > 0，使得
φ(t)

t
∈ ‹R([0, δ])，那么 f 的 Fourier 积分在 x 处收敛于 s.

定理 A.1.22 设 f 在 (−∞,+∞) 上绝对可积，且在 x 处有广义的左右导数，那么 f 的 Fourier 积分在 x

处收敛于
f(x+0 ) + f(x−0 )

2
.

定义 A.1.23 (Fourier 正余弦变换) 设 f 是只定义在 [0,+∞) 上的绝对可积函数.

(1) 称

g(u) =

…
2

π

∫ +∞

0

f(t) cosut dt

为 f 的 Fourier 余弦变换，其反变换公式为

f(x) =

…
2

π

∫ +∞

0

g(u) cosxu du.
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(2) 称

h(u) =

…
2

π

∫ +∞

0

f(t) sinut dt

为 f 的 Fourier 正弦变换，其反变换公式为

f(x) =

…
2

π

∫ +∞

0

h(u) sinux du.

定义 A.1.24 (Fourier 变换) 设 f 在 (−∞,+∞) 上绝对可积. 称

f̂(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t) e− i tu dt

为 f 的 Fourier 变换，其反变换公式为

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(u) ei ux du.

定义A.1.25 (Schwartz函数空间) S(R) =
ß
f ∈ C∞(R) | f (l)快速衰减，且 sup

x∈R
|x|k

∣∣∣f (l)(x)
∣∣∣ < +∞, ∀k, l ⩾ 0

™
.

定义 A.1.26 (卷积) (f ∗ g)(t) = 1

2π

∫ +∞

−∞
f(t− u)g(u) du.

定理 A.1.27 (Fourier 变换的性质)

(1) (频移特性) F
[
f(x) e− i u0x

]
= f̂(u+ u0).

(2) (时移特性) F−1
[
f̂(u) ei ux0

]
= f(x+ x0).

(3) (本函数的微分法) F [f ′(x)] = iuf̂(u).

(4) (像函数的微分法) d
duf̂(u) = F [− ixf(x)].

(5) (与卷积的联系) F [f ∗ g] = F [f ]F [g]，即 F−1
[
f̂ ĝ
]
= (f ∗ g)(x).

定理 A.1.28 (Fourier 变换的 Parseval 等式) 设 f ∈ S(R)，则∫ +∞

−∞
|f(x)|2 dx = 2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(u)∣∣∣2 du.

§1.2 反常积分

定理 A.2.1 设 f 是 [a,+∞) 上的非负函数. 如果存在一个递增趋于 +∞ 的数列 {An} (A1 = a)，使得级

数
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f(x) dx 收敛，那么积分
∫ +∞

a

f(x) dx 收敛，并且

∫ +∞

a

f(x) dx =
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f(x) dx.

例 A.2.2 积分
∫ +∞

0

x dx
1 + x6 sin2 x

收敛，但被积函数当 x→ +∞ 时无界.

定理 A.2.3 (第二积分平均值定理) 若函数 f 在 [a, b] 上可积，g 在 [a, b] 上非负，那么：

(1) 若 g 在 [a, b] 上递减，则必存在 ξ ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx;
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(2) 若 g 在 [a, b] 上递增，则必存在 η ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(b)

∫ b

η

f(x) dx.

定理 A.2.4 (推广的第二积分平均值定理) 设 f 在 [a, b] 上可积，g 在 [a, b] 上单调，则必存在 ξ ∈ [a, b]，

使得 ∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.

定理 A.2.5 (Dirichlet 判别法) 设 f, g 满足下面两个条件：

(1) g 在 [a,+∞) 上单调，且 lim
x→+∞

g(x) = 0；

(2) F (A) =
∫ A

a

f(x) dx 在 (a,+∞) 上有界.

那么积分

∫ +∞

a

f(x)g(x) dx 收敛.

定理 A.2.6 (Abel 判别法) 设 f, g 满足下面两个条件：

(1) g 在 [a,+∞) 上单调有界；

(2)
∫ +∞

a

f(x) dx 收敛.

那么积分

∫ +∞

a

f(x)g(x) dx 收敛.

定义 A.2.7 (无穷积分的 Cauchy 主值) P.V.
∫ +∞

−∞
f(x) dx := lim

A→+∞

∫ A

−A

f(x) dx.

定义 A.2.8 (瑕积分的 Cauchy 主值) 设 c 是 f 在 [a, b] 内的唯一瑕点，定义

P.V.
∫ b

a

f(x) dx := lim
ε→0

(∫ c−ε

a

f(x) dx+

∫ b

c+ε

f(x) dx
)
.

例 A.2.9 若 f(x) 连续可微，且无穷积分

∫ +∞

a

f(x) dx 和
∫ +∞

a

f ′(x) dx 都收敛，则 lim
x→+∞

f(x) = 0.

例 A.2.10 证明：广义积分
∫ +∞

1

sinx
xµ + sinx dx 在 0 < µ ⩽ 1

2
时发散，在

1

2
< µ ⩽ 1 时收敛，在 µ > 1

时绝对收敛.

证明 注意到
sinx
xµ

− sinx
xµ + sinx =

sin2 x

xµ(xµ + sinx)，因此∫ +∞

1

sinx
xµ + sinx dx =

∫ +∞

1

(
sinx
xµ

− sin2 x

xµ(xµ + sinx)

)
dx.

我们熟知

∫ +∞

1

sinx
xµ

dx


绝对收敛, µ > 1,

条件收敛, 0 < µ ⩽ 1,

发散, µ ⩽ 0.

【其中 µ < 0 时发散可由

∫ (2k+1)π

2kπ

sinx
xµ

dx =

∫ π

0

(x+ 2kπ)−µ sinx dx
k ⩾ 1 时

⩾
∫ π

0

sinx dx = 2 得到.】
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¬ 当 0 < µ ⩽ 1

2
时，

sin2 x

xµ(xµ + sinx) ⩾ sin2 x

xµ(xµ + 1)
=

1

2xµ(xµ + 1)
− cos 2x

2xµ(xµ + 1)
,

由 Dirichlet 判别法可知
∫ +∞

1

cos 2x
2xµ(xµ + 1)

dx 收敛，而当 x → +∞ 时
1

2xµ(xµ + 1)
∼ 1

2x2µ
，因此∫ +∞

1

dx
2xµ(xµ + 1)

发散. 故原积分在 0 < µ ⩽ 1

2
时发散.

 当 µ >
1

2
时，

sin2 x

xµ(xµ + sinx) ⩽ sin2 x

xµ(xµ − 1)
⩽ 1

xµ(xµ − 1)
∼ 1

x2µ
,

因此

∫ +∞

1

sin2 x

xµ(xµ + sinx) dx 绝对收敛，进而原积分在 1

2
< µ ⩽ 1 时收敛，在 µ > 1 时绝对收敛.

§1.3 含参变量积分

定理 A.3.1 如果 f 在 [a, b]× [α, β] 上连续，那么 φ(u) =

∫ b

a

f(x, u) dx 是 [α, β] 上的连续函数.

定理 A.3.2 如果 f 和
∂f

∂u
都在 [a, b]× [α, β] 上连续，那么 φ(u) =

∫ b

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上可微，且

φ′(u) =

∫ b

a

∂f

∂u
(x, u) dx.

定理 A.3.3 设 f 在 [a, b]× [α, β] 上连续，p(u), q(u) 都在 [α, β] 上连续，且当 α ⩽ u ⩽ β 时，a ⩽ p(u) ⩽

b, a ⩽ q(u) ⩽ b，那么 ψ(u) =

∫ q(u)

p(u)

f(x, u) dx 在 [α, β] 上连续.

定理 A.3.4 如果 f 和
∂f

∂u
都在 [a, b]× [α, β] 上连续，p(u), q(u) 都在 [α, β] 上可微，且当 α ⩽ u ⩽ β 时，

a ⩽ p(u) ⩽ b, a ⩽ q(u) ⩽ b，那么 ψ(u) =

∫ q(u)

p(u)

f(x, u) dx 在 [α, β] 上可微，且

ψ′(u) =

∫ q(u)

p(u)

∂f

∂u
(x, u) dx+ f(q(u), u)q′(u)− f(p(u), u)p′(u).

定义A.3.5 如果对任意给定的 ε > 0，总能找到只与 ε有关的A0(> a)，当A > A0时，

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u) dx
∣∣∣∣ < ε

对 [α, β] 中所有的 u 成立，则称反常积分

∫ +∞

a

f(x, u) dx 关于 u 在 [α, β] 上一致收敛.

定理 A.3.6
∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛 ⇐⇒ lim
A→+∞

η(A) = 0，其中

η(A) = sup
u∈[α,β]

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u) dx
∣∣∣∣ .

定理 A.3.7 (Cauchy 收敛原理)
∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛 ⇐⇒ 对任意的 ε > 0，存在只与 ε

有关的 A0，当 A′, A′′ > A0 时，

∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u) dx

∣∣∣∣∣ < ε 对 [α, β] 中所有的 u 都成立.

定理 A.3.8 (Weierstrass 判别法) 设 f(x, u) 关于 x 在 [a,+∞) 上连续. 如果存在 [a,+∞) 上的连续函数

F，使得

∫ +∞

a

F (x) dx 收敛，且对一切充分大的 x 及 [α, β] 上的一切 u，都有 |f(x, u)| ⩽ F (x)，那么∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛.
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定理 A.3.9 (Dirichlet 判别法) 设 f, g 满足以下两个条件：

(1) 对每个固定的 u ∈ [α, β]，g(x, u) 是 x 的单调函数，且当 x→ +∞ 时关于 u 一致地趋于 0；

(2) 当 A→ +∞ 时，
∫ A

a

f(x, u) dx 对 u ∈ [α, β] 一致有界.

那么

∫ +∞

a

f(x, u)g(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛.

定理 A.3.10 (Abel 判别法) 设 f, g 满足以下两个条件：

(1) 对每个固定的 u ∈ [α, β]，g(x, u) 关于 x 单调，且关于 u 一致有界；

(2)
∫ +∞

a

f(x, u) dx 关于 u ∈ [α, β] 一致收敛.

那么

∫ +∞

a

f(x, u)g(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛.

例 A.3.11
∫ +∞

0

sin 2x

x+ β
e−βx dx 关于 β 在 [0,+∞) 上一致收敛.

定理 A.3.12 设函数列 {fn} 在 [a,+∞) 上收敛于 g，满足：

(1) 对任意的 A > a，{fn} 在 [a,A] 上一致收敛；

(2)
∫ +∞

a

fn(x) dx 对 n 一致收敛.

那么

∫ +∞

a

g(x) dx 收敛，且 ∫ +∞

a

g(x) dx = lim
n→∞

∫ +∞

a

fn(x) dx.

定理 A.3.13 如果函数 f(x, u) 在 [a,+∞)× [α, β] 上连续，且积分

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛，

那么 φ(u) =

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上连续.

注 A.3.14 由于连续性是点态行为，此处 [α, β] 可换为开区间或无穷区间.

定理 A.3.15 如果函数 f(x, u) 在 [a,+∞)× [α, β] 上连续，且积分

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛，

那么 φ(u) =

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上可积，且

∫ β

α

φ(u) du =

∫ +∞

a

(∫ β

α

f(x, u) du
)

dx.

定理 A.3.16 如果 f 和
∂f

∂u
都在 [a,+∞)× [α, β] 上连续，且

∫ +∞

a

∂f

∂u
(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛，那

么 φ(u) =

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上可微，且

φ′(u) =

∫ +∞

a

∂f

∂u
(x, u) dx, α ⩽ u ⩽ β.

注 A.3.17 由于可微性是点态行为，此处 [α, β] 可换为开区间或无穷区间.

定理 A.3.18 (Dini 定理) 设 f(x, u) 在 [a,+∞) × [α, β] 上连续、非负. 如果 φ(u) =

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在

[α, β] 上连续，那么

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛.
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注 A.3.19 由于级数形式 Dini 定理的证明用到了有限覆盖定理，此处 [α, β] 不能换为开区间或无穷区间.

定理 A.3.20 设 f 满足下列条件：

(1) f 在 [a,+∞)× [α,+∞) 上连续；

(2)
∫ +∞

a

f(x, u) dx 和
∫ +∞

α

f(x, u) du 分别关于 u 在任何区间 [α, β] 上和关于 x 在任何区间 [a, b]

上一致收敛；

(3) 积分 ∫ +∞

a

(∫ +∞

α

|f(x, u)| du
)

dx,
∫ +∞

α

(∫ +∞

a

|f(x, u)| dx
)

du

中至少有一个存在.

那么积分 ∫ +∞

a

(∫ +∞

α

f(x, u) du
)

dx,
∫ +∞

α

(∫ +∞

a

f(x, u) dx
)

du

都存在且相等.

定理 A.3.21 (Γ 函数的性质)

(1) Γ(s) :=

∫ +∞

0

ts−1 e−t dt 在 (0,+∞) 上光滑.

(2) 对任意的 s > 0，Γ(s) > 0，且 Γ(1) = 1.

(3) 对任意的 s > 0，Γ(s+ 1) = sΓ(s).

(4) lnΓ(s) 是 (0,+∞) 上的凸函数.

(5) (Legendre 加倍公式) Γ(2s) =
22s−1

√
π

Γ(s)Γ

(
s+

1

2

)
，也即 Γ(p) =

2p−1

√
π
Γ
(p
2

)
Γ

(
p+ 1

2

)
.

(6) (余元公式) Γ(p)Γ(1− p) =
π

sin pπ，∀p ∈ (0, 1).

(7) lim
x→+∞

xaΓ(x)

Γ(x+ a)
= 1，∀a ∈ R.

注 A.3.22 上述 (2)(3)(4) 唯一确定了 Γ 函数.

定理 A.3.23 (B 函数的性质)

(1) B(p, q) :=
∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1 dt
t= 1

1+z
======

∫ +∞

0

zq−1

(1 + z)p+q
dz.

(2) B(p, q) = B(q, p).
(3) B(p+ 1, q) =

p

p+ q
B(p, q).

(4) B(p+ 1, q + 1) =
pq

(p+ q + 1)(p+ q)
B(p, q).

(5) B(p, q) = Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

例 A.3.24 (一些计算)

(1)
∫ +∞

0

du
1 + u4

t=u4

=====
1

4

∫ +∞

0

t−
3
4

1 + t
dt = 1

4
B
(
3

4
,
1

4

)
=

1

4
Γ

(
3

4

)
Γ

(
1

4

)
=

π

4 sin π
4

=
π

2
√
2

.

(2) lim
n→∞

∫ +∞

0

dx
1 + xn

t=xn

===== lim
n→∞

1

n

∫ +∞

0

t
1
n−1

1 + t
dt = lim

n→∞

1

n
B
(
1− 1

n
,
1

n

)
= lim

n→∞

1

n
Γ

(
1− 1

n

)
Γ

(
1

n

)
=

lim
n→∞

π

n sin π
n

= 1.

(3) lim
n→∞

∫ +∞

0

x2 e−x2n dx t=x2n

===== lim
n→∞

1

2n

∫ +∞

0

t
3
2n−1 e−t dt = lim

n→∞

1

2n
Γ

(
3

2n

)
=

1

3
lim
n→∞

3

2n
Γ

(
3

2n

)
=

1

3
lim
n→∞

Γ

(
3

2n
+ 1

)
=

1

3
Γ(1) =

1

3
.
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(4)
∫ π

2

0

sinα x cosβ x dx t=sin2 x
======

1

2

∫ 1

0

t
α−1
2 (1 − t)

β−1
2 dt =

1

2
B
(
α+ 1

2
,
β + 1

2

)
=

Γ
(
α+1
2

)
Γ
(
β+1
2

)
2Γ
(
α+β
2

+ 1
) ，

∀α > −1, β > −1.

(5)
∫ π

2

0

tanα x dx =

∫ π
2

0

sinα x cos−α x dx =
1

2
Γ

(
1 + α

2

)
Γ

(
1− α

2

)
=

π

2 sin
(
1
2
+ α

2

)
π

=
π

2 cos απ
2

，

∀α ∈ (−1, 1).
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