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习题 1.1 设 N 为非负整数值随机变量. 证明

E[N ] =
∞∑
k=1

P(N ⩾ k) =

∞∑
k=0

P(N > k).

更一般地, 若 X 是一个具有分布函数 F 的非负随机变量, 则

E[X] =

∫ +∞

0

F (x) dx, E[Xn] =

∫ +∞

0

nxn−1F (x) dx.

证明 对非负整数值随机变量 N , 由无穷级数的 Fubini 定理,

E[N ] =

∞∑
m=0

mP(N = m) =

∞∑
m=0

m−1∑
k=0

P(N = m) =

∞∑
k=0

∞∑
m=k+1

P(N = m) =

∞∑
k=0

P(N > k).

对具有分布函数 F 的非负随机变量 X 与正整数 n, 由重积分的 Fubini 定理,

E[Xn] =

∫ +∞

0

xnf(x) dx =

∫ +∞

0

(∫ x

0

ntn−1 dt
)
f(x) dx =

∫ +∞

0

ntn−1

(∫ +∞

t

f(x) dx
)

dt

=

∫ +∞

0

nxn−1F (x) dx.

习题 1.2 设 X 是一个具有分布函数 F 的连续型随机变量, 证明

(1) F (X) 是 (0, 1) 上的均匀随机变量.

(2) 若 U 是 (0, 1) 上的均匀随机变量, 则 F−1(U) 具有分布 F , 这里 F−1(x) 是满足 F (y) = x 的 y 值.

证明 (1) (法一) 考虑函数列 Fn ↓ F , 其中每个 Fn 均为严格单调递增函数, 则对 t ∈ (0, 1) 有

P(Fn(X) ⩽ t) = P
(
X ⩽ F−1

n (t)
)
= F

(
F−1
n (t)

)
.

而由单调收敛定理,

P(F (X) ⩽ t) = P
(

lim
n→∞

Fn(X) ⩽ t
)
= lim

n→∞
P(Fn(X) ⩽ t).

由于分布函数 F 具有右连续性,

P(F (X) ⩽ t) = lim
n→∞

F
(
F−1
n (t)

)
= t.

(法二) 定义函数

G(t) =


−∞, t = 0,

inf{x : F (x) ⩾ t}, t ∈ (0, 1),

+∞, t = 1.

则对 t ∈ (0, 1) 有
P(F (X) ⩽ t) = P(X ⩽ G(t)) = F (G(t)) = t.
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(2) 由所欲证, 不妨明确定义 F−1(t) = inf{x : F (x) ⩾ t}. 对 t ∈ R, 有

P
(
F−1(U) ⩽ t

) ⋆
P

( ∞⋂
n=1

{
U ⩽ F

(
t+ 1

n

)}) P 连续
lim
n→∞

P
(
U ⩽ F

(
t+ 1

n

))
均匀分布

lim
n→∞

F
(
t+ 1

n

) F 右连续
F (t).

⋆ 的证明：若 F−1(u) ⩽ t, 则 u ⩽ F (t) ⩽ F
(
t+ 1

n

)
, ∀n ⩾ 1. 反之, 若 u ⩽ F

(
t+ 1

n

)
, ∀n ⩾ 1, 令

n → ∞, 由 F 的右连续性得 u ⩽ F (t), 再由 F−1 递增得 F−1(u) ⩽ F−1(F (t)) ⩽ t.

习题 1.6 设 X1, X2, · · · 是独立同分布的连续型随机变量. 若 Xn > max{X1, · · · , Xn−1}, 则称在时刻 n

(n > 0) 产生了一个记录, Xn 为其记录值. 这里 X0 := −∞.

(1) 用 Nn 表示截至时刻 n 已产生的记录的个数. 求 E[Nn] 和 Var(Nn).

(2) 令 T = min{n : n > 1 且在时刻 n 有一个记录}.求 P(T > n)并证明 P(T < +∞) = 1,E[T ] = +∞.

(3) 用 Ty 表示首个大于 y 的记录值出现的时刻, 即 Ty = min{n : Xn > y}. 证明 Ty 与 XTy
独立, 即取

值首次大于 y 的时刻与它的值独立.

证明 (1) 令 Ij =

1, 在时刻 j 有一个记录,

0, 其他.
则 E[Nn] =

n∑
j=1

E[Ij ]. 用 F 表示 Xj 的分布函数, 则

E[Ij ] = E[E[Ij |Xj ]] =

∫
R
P(Ij = 1 |Xj = t) dF (t) =

∫
R
[F (t)]

j−1 dF (t) =

∫ 1

0

xj−1 dx =
1

j
,

因此 E[Nn] =

n∑
j=1

1

j
. 由

P(Ii = 1, Ij = 1) = P(Ij = 1 | Ii = 1)P(Ii = 1) = P(Ii = 1)P(Ij = 1), ∀i < j

得
E[IiIj ] = P(Ii = 1, Ij = 1) = P(Ii = 1)P(Ij = 1) = E[Ii]E[Ij ], ∀i < j.

因此 {Ij} 两两独立. 于是

Var(Nn) =

n∑
j=1

Var(Ij) =
n∑

j=1

(
E
[
I2j
]
− E[Ij ]2

)
=

n∑
j=1

1

j

(
1− 1

j

)
.

(2) P(T > n) = E[P(T > n) |X1] =

∫
R
P(T > n |X1 = t) dF (t) =

∫
R
[F (t)]

n−1 dF (t) =
1

n
. 因此

P(T < +∞) = 1− P(T = +∞) = 1− lim
n→∞

P(T > n) = 1− lim
n→∞

1

n
= 1.

由习题 1.1, E[T ] =
∞∑

n=0

P(T > n) = 1 +

∞∑
n=1

1

n
= +∞.

(3) 由

P
(
XTy > t

∣∣Ty = n
)
= P(Xn > t |X1 ⩽ y, · · · , Xn−1 ⩽ y,Xn > y)
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{Xi} 独立
P(Xn > t |Xn > y)

{Xi} 同分布


1, t ⩽ y,

F (t)

F (y)
, t > y

与 n 无关即知 Ty 与 XTy
独立.

习题 1.7 从含有 n 个白球和 m 个黑球的瓮中随机选取 k 个球, 以 X 记其中的白球数. 求 E[X] 和
Var(X).

解答 X 的期望

E[X] =

n∑
j=0

j

(
n
j

)(
m

k−j

)(
m+n
k

) = n

n∑
j=0

(
n−1
j−1

)(
m

k−j

)(
m+n
k

) = n

n∑
j=0

(
n−1
j−1

)(
m

k−j

)
m+n
k

(
m+n−1
k−1

) =
kn

m+ n

∞∑
j=0

(
n−1
j−1

)(
m

k−j

)(
m+n−1
k−1

) =
kn

m+ n
.

X 的方差
Var(X) = E

[
X2
]
− E[X]

2
= E[X(X − 1)] + E[X](1− E[X]),

其中

E[X(X − 1)] =

n∑
j=0

(j − 1)j

(
n
j

)(
m

k−j

)(
m+n
k

) = n

n∑
j=0

(j − 1)

(
n−1
j−1

)(
m

k−j

)(
m+n
k

) = n(n− 1)

n∑
j=0

(
n−2
j−2

)(
m

k−j

)(
m+n
k

)
= n(n− 1)

n∑
j=0

(
n−2
j−2

)(
m

k−j

)
(m+n)(m+n−1)

k(k−1)

(
m+n−2
k−2

) =
n(n− 1)k(k − 1)

(m+ n)(m+ n− 1)
,

因此

Var(X) =
n(n− 1)k(k − 1)

(m+ n)(m+ n− 1)
+

kn

m+ n

(
1− kn

m+ n

)
=

kmn(m+ n− k)

(m+ n)2(m+ n− 1)
.

习题 1.12 设 P(0 ⩽ X ⩽ a) = 1, 证明

Var(X) ⩽ a2

4
.

证明 不妨设 a > 0. 令 Y =
X

a
, 则 Var(X) = Var(aY ) = a2 Var(Y ). 利用 Y 2 ⩽ Y 可得

Var(Y ) = E
[
Y 2
]
− E[Y ]

2 ⩽ E[Y ]− E[Y ]
2 ⩽ 1

4
,

于是 Var(X) ⩽ a2

4
.

习题 1.14 掷一个匀质骰子直至出现 10 次偶数, 记掷出 i 的次数为 Xi. 求

(1) E[X1].

(2) E[X2].

(3) X1 的概率质量函数.

(4) X2 的概率质量函数.
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解答 (1) 用 Yj 表示第 j − 1 个与第 j 个偶数之间 1 的个数. 记 A = {1 比偶数先出现}, 则

P(A) =
1

6
+

2

6
P(A) =⇒ P(A) =

1

4
.

由全期望公式

E[Yj ] = E[Yj |A]P(A) + E[Yj |Ac]P(Ac) =
1

4
(1 + E[Yj ]) +

3

4
· 0,

因此 E[Yj ] =
1

3
, 从而

E[X1] = E

 10∑
j=1

Yj

 =
10

3
.

(2) 用 Zj 表示第 j − 1 个与第 j 个偶数之间 (左开右闭) 2 的个数. 记 Bj = {第 j 个偶数为 2}, 则

E[Zj ] = E[Zj |Bj ]P(Bj) + E
[
Zj

∣∣Bc
j

]
P
(
Bc

j

)
=

1

3
· 1 + 2

3
· 0.

于是

E[X2] = E

 10∑
j=1

Zj

 =
10

3
.

(3) 沿用 (1) 中记号, 则 Yj 的母函数

GYj
(s) = E

[
sYj
]
= E

[
sYj
∣∣A]P(A) + E

[
sYj
∣∣Ac]P(Ac) =

1

4
sGYj

(s) +
3

4
=⇒ GYj

(s) =
3

4− s
.

由于 {Yj}10j=1 相互独立, X1 =

10∑
j=1

Yj 的母函数

GX1
(s) = [GY1

(s)]
10

=

(
3

4− s

)10

.

而(
3

4− s

)10

=

(
4

3
− s

3

)−10

=

∞∑
j=0

(
−10

j

)(
4

3

)−10−j(
−s

3

)j
=

∞∑
j=0

10 · 11 · · · (9 + j)

j!

(
3

4

)10(
1

4

)j

sj

=

∞∑
j=0

(
9 + j

9

)(
3

4

)10(
1

4

)j

sj ,

因此

P(X1 = j) =

(
9 + j

9

)(
3

4

)10(
1

4

)j

, j = 0, 1, 2, · · · .

(4) 沿用 (2) 中记号, 则 Zj 的母函数

GZj
(s) = E

[
sZj
]
= E

[
sZj

∣∣Bj

]
P(Bj) + E

[
sZj

∣∣Bc
j

]
P
(
Bc

j

)
=

1

3
s+

2

3
.
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由于 {Zj}10j=1 相互独立, X2 =

10∑
j=1

Zj 的母函数

GX2(s) = [GZ1(s)]
10

=

(
s+ 2

3

)10

=

10∑
j=0

(
10

j

)
210−j

310
sj ,

由此可得

P(X2 = j) =


(
10

j

)
210−j

310
, j = 0, 1, · · · , 10,

0, 其他.

习题 1.16 设 f(x), g(x) 为概率密度函数, 且存在常数 c, 使得对任意 x 均有 f(x) ⩽ cg(x). 假设可生成
以 g 为密度函数的随机变量, 考虑以下算法：

第 1 步 生成以 g 为密度函数的随机变量 Y .

第 2 步 生成 (0, 1) 上的均匀随机变量 U .

第 3 步 若 U ⩽ f(Y )

cg(Y )
, 则令 X = Y . 否则返回第 1 步.

假定相继生成的随机变量相互独立, 证明：

(1) X 具有密度函数 f .

(2) 此算法生成 X 所需迭代次数服从期望为 c 的几何分布.

证明 每一轮生成 X 的概率

p = P
(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
= E

[
P
(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

∣∣∣∣Y )] = ∫
R
P
(
U ⩽ f(y)

cg(y)

)
g(y) dy

=

∫
R

f(y)

cg(y)
· g(y) dy =

1

c

∫
R
f(y) dy =

1

c
.

记此算法生成 X 所需迭代次数为 N , 由独立性, N ∼ Geo
(
1
c

)
, 其期望

E[N ] =

∞∑
n=1

np(1− p)n−1 = −p

∞∑
n=1

[(1− x)n]
′∣∣
x=p

= −p

[ ∞∑
n=1

(1− x)n

]′∣∣∣∣∣
x=p

= c.

X 的分布函数

FX(y) = P
(
Y ⩽ y

∣∣∣∣U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

1

p
P
(
Y ⩽ y, U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
= c

∫
R
P
(
Y ⩽ y, U ⩽ f(Y )

cg(Y )

∣∣∣∣Y = t

)
g(t) dt

= c

∫ y

−∞
P
(
U ⩽ f(t)

cg(t)

)
g(t) dt =

∫ y

−∞
f(t) dt.

这说明 X 具有密度函数 f . 注意上述推导中两处用到了 0 ⩽ f(x)

cg(x)
⩽ 1, ∀x ∈ R.

习题 1.18 连续抛一枚硬币, 正面朝上的概率为 p. 求得到连续 r 个正面时总抛掷次数的期望.
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解答 用 N 表示得到连续 r 个正面时的总抛掷次数. 设 T 为第一次反面朝上的时刻, 则

E[N |T = m] =

m+ E[N ], m ⩽ r,

r, m > r.

由 T ∼ Geo(1− p) 即得

E[N ] = E[E[N |T ]] =
∞∑

m=1

E[N |T = m]P(T = m)

=

r∑
m=1

(m+ E[N ])pm−1(1− p) +

∞∑
m=r+1

rpm−1(1− p)

= (1− p)

r∑
m=1

(m+ E[N ])pm−1 + r(1− p)

∞∑
m=r+1

pm−1

=
1− pr − rpr(1− p)

1− p
+ (1− pr)E[N ] + rpr

=
1− pr

1− p
+ (1− pr)E[N ],

由此可得

E[N ] =
1− pr

pr(1− p)
.

习题 1.19 一个瓮中有 a 个白球和 b 个黑球. 每次抽取一个球, 若是白球则放回; 若是黑球则用另一瓮中
的白球来替换. 用 Mn 表示进行 n 次操作后瓮中白球数的期望.

(1) 推导递推方程

Mn+1 =

(
1− 1

a+ b

)
Mn + 1.

(2) 利用 (1) 证明：

Mn = a+ b− b

(
1− 1

a+ b

)n

.

(3) 求第 n+ 1 次抽到白球的概率.

解答 (1) 用 An 表示第 n 次操作后瓮中的白球数, 则

Mn+1 = E[E[An+1 |An]] =

∞∑
k=a

E[An+1 |An = k]P(An = k)

=

∞∑
k=a

P(An = k)

[
k

a+ b
· k +

a+ b− k

a+ b
(k + 1)

]

=

∞∑
k=a

P(An = k)

[(
1− 1

a+ b

)
k + 1

]
=

(
1− 1

a+ b

)
Mn + 1.

(2) 由

Mn+1 − (a+ b) =

(
1− 1

a+ b

)
[Mn − (a+ b)]
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及初值

M1 =
a

a+ b
· a+

b

a+ b
· (a+ 1) = a+

b

a+ b

即得

Mn = a+ b− b

(
1− 1

a+ b

)n

, n ⩾ 1.

(3) 记 Bn = {第 n 次抽到白球}, 则

P(Bn+1) =

a+b∑
k=a

P(Bn+1 |An = k)P(An = k) =

a+b∑
k=a

k

a+ b
· P(An = k) =

Mn

a+ b
.

习题 1.21 设 U1, U2, · · · 为独立的 (0, 1) 均匀随机变量, 用 N 表示使得下式成立的 n (n ⩾ 0) 的最小值：

n∏
i=1

Ui ⩾ e−λ >

n+1∏
i=1

Ui, 这里
0∏

i=1

Ui := 1.

证明 N 是以 λ 为期望的 Poisson 随机变量.

证明 P(N = 0) = P
(
1 ⩾ e−λ > U1

)
= P

(
U1 < e−λ

)
= e−λ. 下设 P(N = n) =

λn

n!
e−λ 对 n = k 成立, 考

虑 n = k + 1, 有

P(N = k + 1) =

∫ 1

0

P

(
U1 ⩾ e−λ, · · · ,

k+1∏
i=1

Ui ⩾ e−λ,

k+2∏
i=1

Ui < e−λ

∣∣∣∣∣U1 = t

)
dt

=

∫ 1

e−λ

P

(
U2 ⩾ e−λ

t
, · · · ,

k+1∏
i=2

Ui ⩾
e−λ

t
,

k+2∏
i=2

Ui <
e−λ

t

)
dt

=

∫ 1

e−λ

P

(
U2 ⩾ e−(λ+ln t), · · · ,

k+1∏
i=2

Ui ⩾ e−(λ+ln t),

k+2∏
i=2

Ui < e−(λ+ln t)

)
dt

=

∫ 1

e−λ

(λ+ ln t)k

k!
e−(λ+ln t) dt

v=λ+ln t e−λ

k!

∫ λ

0

vk dv

=
λk+1

(k + 1)!
e−λ.

归纳即得

P(N = n) =
λn

n!
e−λ, n ⩾ 0.

故 N 是以 λ 为期望的 Poisson 随机变量.

习题 1.25 赌徒每次赌博等可能地赢一个单位或输一个单位, 开始时财富为 i. 证明他的财富变为 0 或 k

的时间期望为 i(k − i), i = 0, · · · , k.

证明 用 Ti 表示初始财富为 i 时的时间期望, 记 A = {第一次赢}, 则

Ti = (1 + Ti−1)P(A) + (1 + Ti+1)P(Ac) =⇒ Ti+1 − Ti = Ti − Ti−1 − 2.
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由边值条件 T0 = Tk = 0 及 T1 = Tk−1 得

Tk − Tk−1 = Tk−1 − Tk−2 − 2 = · · · = T1 − T0 − 2(k − 1) =⇒ T1 = k − 1.

进而

Ti = (T1 − T0) + (T2 − T1) + · · ·+ (Ti − Ti−1) = (k − 1) + (k − 3) + · · ·+ [k − (2i− 1)] = i(k − i).

习题 1.26 在一次选举中, A 得到 n 张选票, B 得到 m 张选票, 其中 n > m. 假设选票的一切排列次序
都是等可能的, 求 A 在计票过程中从不落后的概率.

解答 记所求概率为 pn,m. 记 A = {A 得最后一张选票}, 则

pn,m = P(A 从不落后 |A)P(A) + P(A 从不落后 |Ac)P(Ac) =
n

n+m
· pn−1,m +

m

n+m
· pn,m−1.

下面归纳证明 pn,m =
n

n+m
. 这在 n+m = 1 即 n = 1,m = 0 时成立, 现假设它在 n+m = k 时成立,

则当 n+m = k + 1 时,

pn,m =
n

n+m
· pn−1,m +

m

n+m
· pn,m−1 =

n

n+m
· n− 1

n+m− 1
+

m

n+m
· n

n+m− 1
=

n

n+m
.

故 pn,m =
n

n+m
得证.

习题 1.27 赌徒每次赌博赢一个单位和输一个单位的概率分别为 p 和 1− p, 开始时财富为 n. 求他在破
产前恰好赌 n+ 2i 次的概率.

解答 记 A = {破产前恰好赌n+ 2i 次}, B = {n+ 2i 次赌博恰输n+ i 次}, 则

P(A) = P(A |B)P(B) =

(
n+ 2i

i

)
pi(1− p)n+i · P(A |B).

现以最后一次赌博为起点逆向考虑, 赌徒需要“赢”(即原来“输”的逆过程)n+ i 次,“输”(即原来“赢”
的逆过程)i 次, 且“赢”的次数始终领先于“输”的次数 (否则与赌徒在破产前恰好赌 n+2i 次矛盾). 利
用投票问题即知 P(A |B) =

n

n+ 2i
, 进而

P(A) =

(
n+ 2i

i

)
pi(1− p)n+i n

n+ 2i
.

习题 1.30 系统有两个服务台, 服务员 i 给顾客提供的服务时间 ∼ Exp(λi) (i = 1, 2). 采用 FIFO 规则.
当 A 到达系统时, 发现 B 和 C 分别占据服务台 1 和 2, 求 A 最后离开的概率.

解答 记 B 比 C 先离开的概率为 p, 习题 1.31 中已求得 p =
λ1

λ1 + λ2
. 由指数分布的无记忆性,

P(A 最后离开) = p(1− p) + (1− p)p =
2λ1λ2

(λ1 + λ2)2
.

习题 1.31 设 X 和 Y 是独立的指数随机变量, 期望分别为 1

λ1
和

1

λ2
. 求 Z = min{X,Y } 的分布与给定

Z = X 时 Z 的条件分布.
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解答 由
P(Z > z) = P(X > z, Y > z) = P(X > z)P(Y > z) = e−(λ1+λ2)z

即得 Z 的分布函数
FZ(z) = 1− e−(λ1+λ2)z.

给定 Z = X 时 Z 的条件分布

P(Z ⩽ z |Z = X) = P(X ⩽ z |Y ⩾ X) =
P(X ⩽ z, Y ⩾ X)

P(Y ⩾ X)
, z ⩾ 0,

其中 RHS 的分子

P(X ⩽ z, Y ⩾ X) =

∫ +∞

0

P(X ⩽ z,X ⩽ Y |Y = y)fY (y) dy

=

∫ z

0

P(X ⩽ y)fY (y) dy +
∫ +∞

z

P(X ⩽ z)fY (y) dy

=

∫ z

0

(
1− e−λ1y

)
λ2e−λ2y dy +

∫ +∞

z

(
1− e−λ1z

)
λ2e−λ2y dy

= 1− e−λ2z +
λ2

λ1 + λ2

[
e−(λ1+λ2)z − 1

]
+ e−λ2z

(
1− e−λ1z

)
=

λ1

λ1 + λ2

[
1− e−(λ1+λ2)z

]
,

而 RHS 的分母

P(Y ⩾ X) = E[P(Y ⩾ X |X)] =

∫ +∞

0

P(Y ⩾ X |X = x)fX(x) dx

=

∫ +∞

0

e−λ2xλ1e−λ1x dx =
λ1

λ1 + λ2
.

故

P(Z ⩽ z |Z = X) = 1− e−(λ1+λ2)z.

习题 1.34 设 X1 和 X2 是独立的非负连续型随机变量, 证明

P(X1 < X2 |min{X1, X2} = t) =
λ1(t)

λ1(t) + λ2(t)
,

其中 λi(t) 是 Xi 的失效率函数.

证明 我们有

P(X1 < X2 |min{X1, X2} = t) =
P(X1 < X2,min{X1, X2} = t)

P(min{X1, X2} = t)

=
P(X1 = t,X2 > t)

P(X1 = t,X2 > t) + P(X2 = t,X1 > t)
=

P(X1 = t)P(X2 > t)

P(X1 = t)P(X2 > t) + P(X2 = t)P(X1 > t)

=

P(X1=t)
P(X1>t)

P(X1=t)
P(X1>t) +

P(X2=t)
P(X2>t)

=
λ1(t)

λ1(t) + λ2(t)
.
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习题 1.38 一个粒子每一步等可能地按顺或逆时针移动一个位置, 即

P(Xk+1 = i+ 1 |Xk = i) = P(Xk+1 = i− 1 |Xk = i) =
1

2
, ∀n ⩾ 0,

其中 Xk 表示粒子在第 k 步后的位置. 已知 X0 = 0, 求所有状态 1, 2, · · · , n 均被访问过时步数的期望.

解答 用 Si 表示所有状态中已有 i 个被访问时的最小步数, 记 Yi = Si+1 − Si. 考虑刚有 i (i < n) 个被
访问的情形, 注意到这 i 个位置相邻, 记当前位置为 1, 按连通次序记其余已访问位置为 2, · · · , i, 再将与
它们相邻的两个位置 (可能重合) 分别标记为 0, i+ 1, 则由习题 1.25,

E[Yi] = E[财富变为 0 或 i+ 1 的时间 |初始财富为 1] = i.

于是

E[Sn] = E

[
n∑

i=1

Yi

]
=

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
.

习题 1.39 一个粒子沿着下图移动, 每一步等可能地移向它的任一邻点.

0 1 2 n− 1 n

设粒子从 0 出发, 证明它到达 n 的步数的期望为 n2.

证明 用 Si:k 表示粒子从 i 出发 (首次) 到达 k (i ⩽ k) 的步数的期望, 则

Si:k =
1

2
(Si−1:k + 1) +

1

2
(Si+1:k + 1) =

1

2
(Si−1:k + Si+1:k) + 1, 1 ⩽ i ⩽ n− 1,

也即
Si+1:k − Si:k = Si:k − Si−1:k − 2, 1 ⩽ i ⩽ n− 1.

结合 S0:k = S1:k + 1 与 Sk:k = 0 累加可得

Sk:k − Sk−1:k = S1:k − S0:k − 2(k − 1) =⇒ Sk−1:k = 2k − 1.

于是粒子从 0 出发到达 n 的步数的期望为

S1:0 + S2:1 + · · ·+ Sn:n−1 =

n∑
k=1

(2k − 1) = n2.

习题 2.4 设 {N(t), t ⩾ 0} 是强度为 λ 的 Poisson 过程. 求 E[N(t)N(t+ s)].

解答 利用 Poisson 过程的独立增量性与平稳增量性, 有

E[N(t)N(t+ s)] = E
[
N(t)[N(t+ s)−N(t)] +N(t)2

]
独立增量性

E[N(t)]E[N(t+ s)−N(t)] + E
[
N(t)2

]
平稳增量性

E[N(t)]E[N(s)] + Var(N(t)) + E[N(t)]
2

= λt · λs+ λt+ (λt)2.
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习题 2.5 设 {N1(t), t ⩾ 0} 和 {N2(t), t ⩾ 0} 是独立的 Poisson 过程, 强度分别为 λ1 和 λ2. 证明：

(1) {N1(t) +N2(t)} 是强度为 λ1 + λ2 的 Poisson 过程.

(2) 此联合过程的首个事件来自 {N1(t), t ⩾ 0} 的概率为 λ1

λ1 + λ2
, 且与此事件发生时刻独立.

证明 (1) N(t) := N1(t) +N2(t) 是计数过程, 且

⋄ N(0) = N1(0) +N2(0) = 0 + 0 = 0.

⋄ 过程具有独立增量性：

N(t+ s)−N(t) = [N1(t+ s)−N1(t)] + [N2(t+ s)−N2(t)]
d

N1(s) +N2(s), ∀t, s ⩾ 0.

⋄ 过程具有平稳增量性：

P(N(t+ s)−N(t) = n)

=

n∑
k=0

P(N1(t+ s)−N1(t) = k,N2(t+ s)−N2(t) = n− k)

=

n∑
k=0

P(N1(t+ s)−N2(t) = k |N2(t+ s)−N1(t) = n− k) · P(N2(t+ s)−N2(t) = n− k)

=

n∑
k=0

P(N1(s) = k) · P(N2(s) = n− k)

=

n∑
k=0

(λ1s)
k

k!
e−λ1s · (λ2s)

n−k

(n− k)!
e−λ2s

=

n∑
k=0

[(λ1 + λ2)s]
n

n!
e−(λ1+λ2)s (与 t 无关).

故 N1(t) +N2(t) ∼ HPP(λ1 + λ2).

(2) 记 A = {联合过程的首个事件来自 {N1(t), t ⩾ 0}}, 分别用 S1, S2, S 表示过程 1、过程 2、联合过
程的首个事件发生时刻, 则

P(A |S = s) = P(S1 < S2 |S = s) = lim
∆s→0+

P(S1 < S2, S ∈ [s, s+∆s])

P(S ∈ [s, s+∆s])

= lim
∆s→0+

P(S1 ∈ [s, s+∆s], S2 > s)

P(S ∈ [s, s+∆s])
= lim

∆s→0+

P(S1 ∈ [s, s+∆s])P(S2 > s)

P(S ∈ [s, s+∆s])

= lim
∆s→0+

λ1e−λ1s∆s · e−λ2s

(λ1 + λ2)e−(λ1+λ2)s∆s
=

λ1

λ1 + λ2
.

由此可见 A 与 S 独立.

习题 2.14 考虑一个从地下室开始向上运行的电梯, 用 Ni 表示在第 i 层进入电梯的人数. 假设 Ni 相互
独立且 Ni ∼ Poi(λi), 在第 i 层进入电梯的每个人相互独立地以概率 Pij 在第 j 层走出电梯,

∑
j>i

Pij = 1.

用 Oj 表示在第 j 层走出电梯的人数.

(1) 求 E[Oj ].

(2) 求 Oj 的分布.
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(3) 求 Oj 与 Ok 的联合分布.

解答 考虑从第 i 层进入电梯的人群, 将他们当中从第 j 层走出电梯的划入 [i : j] 型, 则每个人被划入
[i : j] 型的概率为 Pij , 进而 Cij := ♯{[i : j] 型人} ∼ Poi(λiPij), 且对固定的 i, {Cij}j>i 相互独立. 再由
Ni =

∑
j>i

Cij , 且 Ni 相互独立知, {Cij}j>i⩾1 相互独立.

(1) E[Oj ] = E

[
j−1∑
i=0

Cij

]
=

j−1∑
i=0

λiPij .

(2) 由于 Oj =

j−1∑
i=0

Cij 是 j 个独立的 Poisson 随机变量之和, Oj ∼ Poi(λ), 其中 λ =

j−1∑
i=0

λiPij .

(3) 当 j ̸= k 时, Oj =

j−1∑
i=0

Cij 与 Ok =

k−1∑
i=0

Cij 的求和项无共同项, 由 {Cij}j>i 独立知 Oj ⊥ Ok.

习题 2.15 考虑一个 r 面硬币, 假设每次抛掷恰出现其中一面, 第 i 面出现的概率为 Pi,
r∑

i=1

Pi = 1. 对于

给定的数 n1, · · · , nr, 用 Ni 表示第 i 面恰出现 ni 次时的抛掷数, 并设 N = min
1⩽i⩽r

{Ni}.

(1) 求 Ni 的分布.

(2) 这些 Ni 是否独立？

现设抛掷按照由强度 λ = 1 的 Poisson 过程生成的随机时间进行, 用 Ti 表示第 i 面出现 ni 次所用时间,
并令 T = min

1⩽i⩽r
{Ti}.

(3) 求 Ti 的分布.

(4) 这些 Ti 是否独立？

(5) 求 E[T ] 的表达式.

(6) 利用 (5) 求 E[N ] 的表达式.

解答 (1) P(Ni = k) =


(
k − 1

ni − 1

)
Pni
i (1− Pi)

k−ni , k ⩾ ni,

0, k < ni.

(2) 不独立, 如当 n1, n2 ⩾ 1 时, P(N1 = n1) > 0, P(N2 = n2) > 0 但 P(N1 = n1, N2 = n2) = 0.

(3) 用 X
(i)
k 表示第 i 面第 k 次出现与第 k − 1 次出现的时间差. 对于每次抛掷, 将结果为第 i 面的划入

i 型事件, 相应概率为 Pi, 则第 i 面出现的时刻 ∼ HPP(λPi) = HPP(Pi), 进而 X
(i)
k

iid∼ Exp(Pi). 因

此 Ti =

ni∑
k=1

X
(i)
k 为 ni 个独立的指数分布随机变量之和, Ti ∼ Γ(ni, Pi).

(4) 根据 Poisson 过程事件分类性质, 对于不同的 i, X(i)
k 相互独立, 进而 Ti 相互独立.

(5) 我们有

E[T ] =
∫ +∞

0

P(T > t) dt =
∫ +∞

0

P(T1 > t, · · · , Tr > t) dt

(4)
∫ +∞

0

r∏
i=1

P(Ti > t) dt =
∫ +∞

0

(
r∏

i=1

∫ +∞

t

PiePis(Pis)
ni−1

(ni − 1)!
ds
)

dx.
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(6) 用 Xi 表示第 i 次抛掷与第 i − 1 次抛掷的时间差, 则 Xi
iid∼ Exp(λ), E[X1] =

1

λ
= 1. 而 {N = n}

与 Xn+1, Xn+2, · · · 独立, 即 N 为 {Xi}∞i=1 的停时, 又 E[N ] ⩽
r∑

i=1

ni < +∞. 由 Wald 等式,

E[T ] = E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1] = E[N ].

习题 2.16 假设要开展的试验次数 N ∼ Poi(λ), 每次试验有 n 种可能的结果且不同试验结果独立, 结果

为 i 的概率为 Pi,
n∑

i=1

Pi = 1. 用 Xj 表示这 n 种结果中恰出现 j 次的个数, j ⩾ 1. 求 E[Xj ] 和 Var(Xj).

解答 设 N∗(t) ∼ HPP(λ), 则 N∗(1)
d

N . 将每次试验的结果视作一个事件, 将结果为 i 的事件划入 i

型, 其概率为 Pi. 用 N∗
i (t) 表示直至时刻 t 的 i 型事件数, 记 Ai = {N∗

i (1) = j}. 根据 Poisson 过程事件
分类性质, N∗

i (1) ∼ Poi(λPi) 且 Ni 相互独立. 于是

E[Xj ] = E

[
n∑

i=1

1Ai

]
=

n∑
i=1

P(Ai) =

n∑
i=1

P(N∗
i (1) = j) =

n∑
i=1

(λPi)
j

j!
e−λPi .

由 Ni 相互独立,

E
[
X2

j

]
= E

 n∑
i=1

1Ai
+ 2

∑
i<j

1Ai
1Aj

 =

n∑
i=1

P(Ai) + 2
∑
i<j

P(Ai)P(Aj),

进而

Var(Xj) = E
[
X2

j

]
− E[Xj ]

2
=

 n∑
i=1

P(Ai) + 2
∑
i<j

P(Ai)P(Aj)

−

[
n∑

i=1

P(Ai)

]2

=

n∑
i=1

P(Ai)−
n∑

i=1

P(Ai)
2
=

n∑
i=1

P(Ai)[1− P(Ai)] =

n∑
i=1

[
(λPi)

j

j!
e−λPi

][
1− (λPi)

j

j!
e−λPi

]
.

习题 2.17 设 X1, X2, · · · , Xn 为独立同分布的连续型随机变量, 共同密度函数为 f . 用 X(i) 表示
X1, X2, · · · , Xn 中第 i 小者.

(1) 注意为使 X(i) = x, X1, X2, · · · , Xn 中必须恰有 i− 1 个小于 x, 1 个等于 x, n− i 个大于 x. 由此
证明 X(i) 的密度函数为

fX(i)
(x) =

n!

(i− 1)!(n− i)!
[F (x)]i−1

[
F (x)

]n−i
f(x).

(2) X(i) < x 当且仅当 X1, X2, · · · , Xn 中有多少个小于 x？

(3) 利用 (2) 求 P
(
X(i) ⩽ x

)
的表达式.

(4) 利用 (1) 和 (3) 证明：对 y ∈ [0, 1], 有

n∑
k=i

(
n

k

)
yk(1− y)n−k =

∫ y

0

n!

(i− 1)!(n− i)!
xi−1(1− x)n−i dx.
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(5) 用 Si 表示 Poisson 过程 {N(t), t ⩾ 0} 第 i 个事件发生的时刻. 求 E[Si |N(t) = n].

解答 (1) 如题所述,

fX(i)
(x) = lim

∆x→0+

P
(
X(i) ∈ [x, x+∆x]

)
∆x

= lim
∆x→0+

(
n

i

)(
i

1

)
[F (x)]i−1

[
F (x)

]n−i · P(X1 ∈ [x, x+∆x])

∆x

=
n!

(i− 1)!(n− i)!
[F (x)]i−1

[
F (x)

]n−i
f(x).

(2) X(i) < x 当且仅当 X1, X2, · · · , Xn 中有至少 i 个小于 x.

(3) P
(
X(i) ⩽ x

)
= P(X1, · · · , Xn 中至少 i 个不超过 x) =

n∑
k=i

(
n

k

)
[F (x)]k

[
F (x)

]n−k.

(4) 由 (1) 可知,

P
(
X(i) ⩽ x

)
=

∫ x

−∞

n!

(i− 1)!(n− i)!
[F (t)]i−1

[
F (t)

]n−i
f(t) dt

=

∫ x

−∞

n!

(i− 1)!(n− i)!
[F (t)]i−1[1− F (t)]

n−i dF (t)

u=F (t)
∫ F (x)

0

n!

(i− 1)!(n− i)!
ui−1(1− u)n−i du.

由于 F (x) ∈ [0, 1], 作替换 y = F (x), 结合 (3) 即得证.

(5) 由于 [(S1, · · · , Sn) |N(t) = n]
d (

U(1), · · · , U(n)

)
, 其中 U1, · · · , Un

iid∼ U(0, t), U(1) < · · · < U(n)

为 U1, · · · , Un 的次序统计量. 因此当 i ⩽ n 时,

E[Si |N(t) = n] = E
[
U(i)

] (1)
∫ t

0

x · n!

(i− 1)!(n− i)!

(x
t

)i−1(
1− x

t

)n−i 1

t
dx

x
t →x it

n+ 1

∫ 1

0

(n+ 1)!

(i+ 1− 1)!(n− i)!
xi(1− x)(n+1)−(i+1) dx

(4) it

n+ 1

n+1∑
k=i+1

(
n+ 1

k

)
yk(1− y)n+1−k

∣∣∣∣∣
y=1

=
it

n+ 1
.

又当 i > n 时, 由 Poisson 过程的独立增量性,

E[Si |N(t) = n] = t+ E[Si−n] = t+
i− n

λ
,

其中 λ 为 Poisson 过程 {N(t), t ⩾ 0} 的强度. 故

E[Si |N(t) = n] =


it

n+ 1
, i ⩽ n,

t+
i− n

λ
, i > n.
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习题 2.18 用 U(1), · · · , U(n) 表示 n 个 (0, 1) 上的均匀随机变量的次序统计量. 证明：给定 U(n) = y 条
件下, U(1), · · · , U(n−1) 与 n− 1 个 (0, y) 上的均匀随机变量的次序统计量同分布.

证明 用 f 表示
(
U(1), · · · , U(n)

)
的联合密度函数. 记 U =

(
U(1), · · · , U(n−1)

)
, 则条件密度函数

fU|U(n)
(u1, · · · , un−1 | y) =

f(u1, · · · , un−1, y)

fU(n)
(y)

=
n!

nyn−1
=

(n− 1)!

yn−1
,

其中 fU(n)
(y) = nyn−1 由对分布函数 FU(n)

(y) = P(Ui ⩽ y, ∀i) = yn 求导得到.

习题 2.19 载有顾客的公交车按照强度为 λ 的 Poisson 过程到达一个有无穷多个服务窗口的排队系统.
设服务时间的分布函数为 G, 每辆公交车载有 j 名乘客的概率为 αj (j = 1, 2, · · · ). 用 X(t) 表示在时刻 t

前完成服务的顾客数.

(1) 求 E[X(t)].

(2) X(t) 是否服从 Poisson 分布.

解答 (1) 将“载有 j 名乘客的公交车到达”划入 j 型事件, 用 Nj(t) 表示截至 t 时刻发生的 j 型事件
数, 则 {Nj(t), t ⩾ 0} ∼ HPP(λαj) 且相互独立. 由 M/G/∞ 队列结论 (例 2.3(B)), 到时刻 t 已完

成服务的 j 型公交车数 Mj(t) 服从均值为 λαj

∫ t

0

G(s) ds 的 Poisson 分布. 故

E[X(t)] = λ

∫ t

0

G(s) ds
∞∑
j=1

jαj .

(2) X(t)不服从 Poisson分布.例如取 G为退化分布,即服务时长为定值,再令 α1 = α3 = α5 = · · · = 0,
则 P(X(t) = 1) = P(X(t) = 3) = P(X(t) = 5) = · · · = 0, 这时 X(t) 不服从 Poisson 分布.

习题 2.20 设强度为 λ 的 Poisson 过程的事件被划入 1, 2, · · · , k 型之一, 时刻 s 发生的事件与其余事件

独立地以概率 Pi(s) 划入 i 型 (i = 1, 2, · · · , k),
k∑

i=1

Pi(s) = 1. 用 Ni(t) 表示在时间段 [0, t] 内发生的 i 型

事件数. 证明：{Ni(t)}ki=1 相互独立, 且 Ni(t) 服从均值为 λ

∫ t

0

Pi(s) ds 的 Poisson 分布.

证明 设 N(t) =

k∑
i=1

Ni(t), 用 Si 表示第 i 个事件发生时刻. 对任意 n1, · · · , nk ⩾ 0, 记 n =

k∑
i=1

ni, 则

P(N1(t) = n1, · · · , Nk(t) = nk) = P(N1(t) = n1, · · · , Nk(t) = nk |N(t) = n) · P(N(t) = n)

= P(于 S1, · · · , Sn 时刻发生事件划入 i 型有 ni 个, 1 ⩽ i ⩽ k) · λ
n

n!
e−λ

= P
(
于 U(1), · · · , U(n) 时刻发生事件划入 i 型有 ni 个, 1 ⩽ i ⩽ k

)
· λ

n

n!
e−λ

= P(于 U1, · · · , Un 时刻发生事件划入 i 型有 ni 个, 1 ⩽ i ⩽ k) · λ
n

n!
e−λ

=
n!

n1! · · ·nk!
Pn1
1 · · ·Pnk

k · λ
n

n!
e−λ,

其中

Pi = P(于 U 发生事件划入 i 型) = E[P(于 U 发生事件划入 i 型) |U ]
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= E[Pi(U)] =
1

t

∫ t

0

Pi(s) ds.

于是

P(N1(t) = n1, · · · , Nk(t) = nk) =

k∏
i=1

(λPit)
n
i

ni!
e−λPit.

这说明 {Ni(t)}ki=1 相互独立, 且 Ni(t) 服从均值为 λ

∫ t

0

Pi(s) ds 的 Poisson 分布.

习题 2.22 假设汽车以强度为 λ 的 Poisson 过程驶入一单向无限长高速公路, 第 i 辆驶入的汽车保持速
度 Vi. 假定这些 Vi 是独立同分布的正值随机变量, 共同分布函数为 F . 求时刻 t 位于区间 (a, b) 中的汽
车数的分布. 假设超车无时间损耗.

解答 对于在 s 时刻进入高速公路的汽车, 若它在时刻 t 位于区间 (a, b), 则将其划入 I 型, 相应概率为

p(s) =

F
(

b
t−s

)
− F

(
a

t−s

)
, 0 ⩽ s < t,

0, s ⩾ t.

其余划入 II 型. 由 Poisson 过程事件分类性质, 时刻 t 位于区间 (a, b) 中的汽车数 N1(t) ∼ Poi(f), 其中

f = λ

∫ t

0

p(s) ds = λ

∫ t

0

[
F
(

b
t−s

)
− F

(
a

t−s

)]
ds.

习题 2.30 用 T1, T2, · · · 表示 NHPP(λ(t)) 的事件发生间隔时间.

(1) 这些 Ti 是否独立？

(2) 这些 Ti 是否同分布？

(3) 求 T1 的分布？

(4) 求 T2 的分布.

解答 (1) 不独立, 因为

P(T2 > t2 |T1 = t1) = P(N(t1 + t2)−N(t1) = 0 |T1 = t1)

= P(N(t1 + t2)−N(t1) = 0)

= e−[m(t1+t2)−m(t1)]

依赖于 t1.

(2)(3)(4) 这些 Ti 不同分布, 例如

P(T1 > t) = P(N(t) = 0) = e−m(t),

而

P(T2 > t) =

∫ +∞

0

P(T2 > t |T1 = s) d
(
1− e−m(s)

)
=

∫ +∞

0

em(s)−m(s+t) ·m′(s)e−m(s) ds

=

∫ +∞

0

e−m(s+t) · λ(s) ds.
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习题 2.31 设 {N(t), t ⩾ 0} ∼ NHPP(λ(t)), 其中 λ(t) > 0, ∀t. 令 N∗(t) = N
(
m−1(t)

)
, 证明 {N∗(t), t ⩾

0} ∼ HPP(1).

证明 {N∗(t), t ⩾ 0} 为计数过程, 且

⋄ N∗(0) = N
(
m−1(0)

)
= N(0) = 0.

⋄ m−1 严格单调递增,将互不相交的区间映为互不相交的区间,因此 {N∗(t), t ⩾ 0}继承了 {N(t), t ⩾
0} 的独立增量性.

⋄ N∗(t+ s)−N∗(s) = N
(
m−1(t+ s)

)
−N

(
m−1(s)

)
∼ Poi(t), ∀s, t ⩾ 0.

故 {N∗(t), t ⩾ 0} ∼ HPP(1).

习题 2.32 (1) 设 {N(t), t ⩾ 0} 为非齐次 Poisson 过程, 均值函数为 m(t). 在给定 N(t) = n 条件下,
证明事件发生时刻的无序集与 n 个具有分布函数

F (x) =


m(x)

m(t)
, x ⩽ t,

1, x > t

的独立同分布随机变量有相同的分布.

(2) 假设工人按以 m(t) 为均值函数的非齐次 Poisson 过程遭遇事故, 每个伤员停工的时间分布为 F . 用
X(t) 表示在时刻 t 停工的工人数, 求 E[X(t)] 与 Var(X(t)).

解答 (1) 令 N∗(t) = N
(
m−1(t)

)
, 则由习题 2.31, {N∗(t), t ⩾ 0} ∼ HPP(1). 于是

[(S1, · · · , Sn) |N(t) = n]
d [(

m−1(m(S1)), · · · ,m−1(m(Sn))
) ∣∣N∗(m(t)) = n

]
.

由于 m(Sn) 是 {N∗(t), t ⩾ 0} 的事件发生时刻, 我们有

[m(S1), · · · ,m(Sn) |N∗(m(t)) = n]
d

(U1:n, · · · , Un:n),

其中 U1, · · · , Un
iid∼ U(0,m(t)), U1:n < · · · < Un:n 为 U1, · · · , Un 的次序统计量. 因此

[(S1, · · · , Sn) |N(t) = n]
d (

m−1(U1:n), · · · ,m−1(Un:n)
)
.

而 m−1(U1) 的分布函数

P
(
m−1(U1) ⩽ x

)
= P(U1 ⩽ m(x)) = F (x),

故 [(S1, · · · , Sn) |N(t) = n] 的分布函数为

G(s1, · · · , sn) = n!

n∏
i=1

F (si).

(2) 对在时刻 s 遭遇事故的员工, 若其在时刻 t 仍未复工, 则将其划入 I 型, 相应概率为

p(s) =

F (t− s), 0 ⩽ s ⩽ t,

0, s > t.
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其余划入 II 型. 用 Nj(t) 表示 (0, t] 时间段发生的 j 型事件数 (j = 1, 2). 由非齐次 Poisson 过程事
件分类性质, X(t) = N1(t) ∼ Poi(f), 其中

f =

∫ t

0

λ(s)p(s) ds =
∫ t

0

λ(s)F (t− s) ds.

故 E[X(t)] = Var(X(t)) = f .

习题 2.38 设 {X(t), t ⩾ 0} 是一个复合 Poisson 过程, 其中 X(t) =

N(t)∑
i=1

Xi, 且 λ = 1, P(Xi = j) =
j

10

(j = 1, 2, 3, 4). 求 P(X(4) = 20).

解答 记 Nj(t) = ♯{k : Xk = j, 1 ⩽ k ⩽ N(t)} (j = 1, 2, 3, 4). 由 Poisson 过程事件分类性质, {Nj(t)}4j=1

相互独立, 且 Nj(t) ∼ Poi(λpjt). 代入 λ = 1, pj = P(Xi = j) 与 t = 4 得

Nj(4) ∼ Poi
(
2j

5

)
, j = 1, 2, 3, 4.

记不定方程 a+ 2b+ 3c+ 4d = 20 的非负整数解集为 S, 则

P(X(4) = 20) =
∑

(a,b,c,d)∈S

(
2
5

)a
a!

e− 2
5 ·
(
4
5

)b
b!

e− 4
5 ·
(
6
5

)c
c!

e− 6
5 ·
(
8
5

)d
d!

e− 8
5

=
1177898600876353977334872104

885084594547748565673828125
· e−4 ≈ 0.024375032120201087.

习题 2.39 考虑复合 Poisson 过程 X(t) =

N(t)∑
i=1

Xi, 求 Cov(X(s), X(t)).

解答 不妨设 s < t, 则由复合 Poisson 过程的独立增量性, X(t)−X(s) 与 X(s) 独立, 进而二者不相关,

Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(s), X(t)−X(s)) + Cov(X(s), X(s)) = Var(X(s)) = λsE
[
X2

1

]
.

习题 3.1 判断下列表述是否正确.

(1) N(t) < n ⇐⇒ Sn > t.

(2) N(t) ⩽ n ⇐⇒ Sn ⩾ t.

(3) N(t) > n ⇐⇒ Sn < t.

解答 (1) 正确.

(2) 错误. 由于 Xn+1 可以取 0, Sn ⩾ t ≠⇒ N(t) ⩽ n.

(3) 错误. 这与 (2) 等价.

习题 3.2 在定义更新过程时, 我们假定到达时刻间隔有限的概率 F (∞) = 1. 若 F (∞) < 1, 则在每次更
新后不再有更新的概率为 1 − F (∞) > 0, 这时用 N(∞) 表示更新的总次数, 证明：1 +N(∞) 服从均值

为
1

1− F (∞)
的几何分布.

证明 P(1 +N(∞) = n) = P(共有 n− 1 次更新) = F (∞)n−1[1− F (∞)], n ⩾ 1.
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习题 3.3 用文字描述随机变量 XN(t)+1 的含义. 证明：

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
⩾ F (x).

当 F (x) = 1− e−λx 时, 求出 P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
.

解答 XN(t)+1 是首个结束时刻 > t 的更新区间的长度.

(法一) 我们有
P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
= E

[
P
(
XN(t)+1 ⩾ x

∣∣SN(t)

)]
,

其中

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

∣∣SN(t) = s
)
= P

(
XN(t)+1 ⩾ x

∣∣XN(t)+1 > t− s
)

=

∞∑
n=0

P(Xn+1 ⩾ x |Xn+1 > t− s) · P(N(t) = n)

= P(X1 ⩾ x |X1 > t− s)

∞∑
n=0

P(N(t) = n)

= P(X1 ⩾ x |X1 > t− s)

⩾ P(X1 > x) = F (x).

故
P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
⩾ E

[
F (x)

]
= F (x).

(法二) 由
P
(
XN(t)+1 > x

∣∣A(t) = s
)
= P(X > x |X > s) > P(X > x)

即得
P
(
XN(t)+1 > x

)
= E

[
P
(
XN(t)+1 > x

∣∣A(t)
)]

⩾ P(X > x).

当 F (x) = 1− e−λx 时, {N(t), t ⩾ 0} ∼ HPP(λ). 因此

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
=

∫
[0,t]

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

∣∣SN(t) = y
)

dFSN(t)
(y)

= P
(
XN(t)+1 ⩾ x

∣∣SN(t) = 0
)
F (t) +

∫
(0,t]

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

∣∣SN(t) = y
)
F (t− y) dλy.

⋄ 若 x ⩾ t, 则

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
= e−λ(x−t) · e−λt +

∫ t

0

e−λx

e−λ(t−y)
· e−λ(t−y) dλy = (λt+ 1)e−λx.

⋄ 若 x < t, 则

P
(
XN(t)+1 ⩾ x

)
= 1 · e−λt +

∫ t−x

0

1 · e−λ(t−y) dλy +
∫ t

t−x

e−λx

e−λ(t−y)
· e−λ(t−y) dλy

= (1 + λx)e−λx.
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习题 3.8 称随机变量 X1, · · · , Xn 是可交换的, 若只要 i1, · · · , in 是 1, · · · , n 的一个排列, 就有

(Xi1 , · · · , Xin)
d

(X1, · · · , Xn), 也即联合分布函数 P(X1 ⩽ x1, · · · , Xn ⩽ xn) 是关于 x1, · · · , xn 的
对称函数. 用 X1, X2, · · · 表示一个更新过程的到达时刻间隔.

(1) 证明在给定 N(t) = n 条件下, X1, · · · , Xn 是可交换的. 此时 X1, · · · , Xn, Xn+1 是否可交换？

(2) 利用 (1) 证明对 n > 0, 有

E
[
X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣N(t) = n

]
= E[X1 |N(t) = n].

(3) 证明：

E
[
X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣N(t) > 0

]
= E[X1 |X1 < t].

证明 (1) 在给定 N(t) = n 条件下,

P(X1 ⩽ x1. · · · , Xn ⩽ xn |N(t) = n) = P

(
X1 ⩽ x1. · · · , Xn ⩽ xn

∣∣∣∣∣Xn+1 > t−
n∑

i=1

Xi ⩾ 0

)
,

其中 RHS 的条件不含 x1, · · · , xn, 因此只需考虑

P

(
X1 ⩽ x1. · · · , Xn ⩽ xn, Xn+1 > t−

n∑
i=1

Xi ⩾ 0

)

的对称性, 而它即是

∫ x1

0

· · ·
∫ xn

0

P

(
Xn+1 > t−

n∑
i=1

yi

)
dF (yn) · · · dF (y1),

由 Fubini 定理即知这是关于 x1, · · · , xn 的对称函数. 而在给定 N(t) = n 条件下, Xn+1 与 X1 不
同分布, 因此在前述过程中无法交换 (所有) 积分次序, 即 X1, · · · , Xn, Xn+1 不可交换.

(2) 首先,

E
[
X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣N(t) = n

]
=

1

n
E[X1 + · · ·+Xn |N(t) = n] =

1

n

n∑
i=1

E[Xi |N(t) = n].

设 [(X1, · · · , Xn) |N(t) = n] 的联合分布函数为 FX. 由于此时 X1, · · · , Xn 可交换, 对 1 < i ⩽ n,

E[Xi |N(t) = n] =

∫
Rn

yi dFX(y1, · · · , yi, · · · , yn) =
∫
Rn

yi dFX(yi, y1, · · · , yn) = E[X1 |N(t) = n].

故

E
[
X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣N(t) = n

]
=

1

n
· nE[X1 |N(t) = n] = E[X1 |N(t) = n].

(3) 由条件期望的塔性质,

E
[
X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣N(t) > 0

]
= E

[
E
[[

X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣N(t) > 0

] ∣∣∣∣N(t)

]]
= E

[
E
[
X1 + · · ·+XN(t)

N(t)

∣∣∣∣ [N(t) |N(t) > 0]

]]
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=

∞∑
n=1

1

n

n∑
i=1

E[Xi | [N(t) = n |N(t) > 0]]P(N(t) = n |N(t) > 0)

=

∞∑
n=1

E[X1 |N(t) = n]P(N(t) = n |N(t) > 0)

= E[X1 |N(t) > 0] = E[X1 |X1 < t].

习题 3.9 考虑一个只有一位服务员的银行, 潜在顾客按强度为 λ 的 Poisson 过程到达, 但只有在服务员
空闲时才能进入银行. 用 G 表示服务时长的分布.

(1) 求顾客进入银行的速率.

(2) 求潜在顾客中进入银行者所占比例.

(3) 服务员的忙期占比.

解答 (1) 构造以服务台忙期起点为更新点的更新过程, 设一个循环长度为 T , 则

E[T ] = E[G] +
1

λ
(i ⩾ 2) =⇒ 顾客进入银行速率 =

1

E[T ]
=

1

E[G] + 1
λ

.

(2) 用 N(Ton) 表示一个循环中于服务台忙期到达银行的顾客数, 则潜在顾客中进入银行者所占比例为

1

E[N(Ton) + 1]
=

1

E[E[N(Ton) |Ton]] + 1
=

1

E[λTon] + 1
=

1

λE[G] + 1
.

(3) 服务员的忙期占比 =
E[G]

E[T ]
=

E[G]

E[G] + 1
λ

.

习题 3.11 一个矿工被困在一个有三扇门的矿井中, 1 号门引导她经 2 天脱险, 2 号门引导她经 4 天回到
矿井, 3 号门引导她经 8 天回到矿井. 假设她在任意时刻均等可能地选取其中一扇门, 用 T 表示她脱险所
用时间.

(1) 定义一个独立同分布的随机变量序列 X1, X2, · · · 和一个停时 N , 使得 T =

N∑
i=1

Xi.

(2) 利用 Wald 等式求 E[T ].

(3) 求 E

[
N∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣N = n

]
, 注意它不等于 E

[
n∑

i=1

Xi

]
.

(4) 利用 (3) 重新求 E[T ].

解答 (1) 设 Xi 为第 i 次选择的门对应的时间, 即 P(Xi = 2) = P(Xi = 4) = P(Xi = 8) = 1
3 , 再设

N = min{n : Xn = 2}. 由于 {N = n} = {Xk ̸= 2 (k < n) 且Xn = 2} 与 Xn+1, Xn+2, · · · 独立, N
是一个停时.

(2) 由于 E[X1] =
2+4+8

3 = 14
3 , 而 N ∼ Geo

(
1
3

)
, E[N ] = 3, 由 Wald 等式, E[N ] = E[X1] · E[N ] = 14.

(3) E

[
N∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣N = n

]
=

n−1∑
i=1

E[Xi |N = n] + E[Xn |N = n] = (n− 1)

(
4 + 8

2

)
+ 2 = 6n− 4.

(4) E[T ] = E

[
E

[
N∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣N
]]

= E[6N − 4] = 6E[N ]− 4 = 14.
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习题 3.14 用 A(t) 和 Y (t) 表示一个更新过程在时刻 t 的年龄和剩余寿命.

(1) A(t) > x ⇐⇒ 在区间 中无更新发生.

(2) Y (t) > x ⇐⇒ 在区间 中无更新发生.

(3) P(Y (t) > x) = P(A( ) ⩾ ).

(4) 对 Poisson 过程求 A(t) 和 Y (t) 的联合分布.

解答 (1) [t− x, t].

(2) (t, t+ x].

(3) P(A(t+ x) ⩾ x).

(4) 对 0 < x < t, y > 0, P(A(t) > x, Y (t) > y)
(1)(2)

P([t− x, t+ y] 无事件) = e−λ(x+y).

习题 3.15 用 A(t) 和 Y (t) 表示一个更新过程在时刻 t 的年龄和剩余寿命.

(1) 求 P(Y (t) > x |A(t) = s).

(2) 求 P
(
Y (t) > x

∣∣A(t+ x
2

)
= s
)
.

(3) 对 Poisson 过程求 P(Y (t) > x |A(t+ x) > s).

(4) 求 P(Y (t) > x,A(t) > y).

(5) 设 µ < ∞, 证明当 t → +∞ 时, A(t)

t

a.s.
0.

解答 (1) P(Y (t) > x |A(t) = s) = P(t− s 更新且 (t− s, t+ x] 无更新 | [t− s, t] 无更新) =
F (x+ s)

F (s)
.

(2) 若 s ⩾ x

2
, 则 P

(
Y (t) > x

∣∣A(t+ x
2

)
= s
)
= P

(
Y (t) > x

∣∣∣A(t) = s− x

2

)
=

F
(
x
2 + s

)
F (s)

. 若 s <
x

2
, 则

P
(
Y (t) > x

∣∣A(t+ x
2

)
= s
)
= 0.

(3) 若 s ⩾ x, 则 P(Y (t) > x |A(t+ x) > s) = 1. 若 s < x, 由 Poisson 过程的独立增量性,

P(Y (t) > x |A(t+ x) > s) = P([t, t+ x] 无事件 | [t+ x− s, t+ x] 无事件)

= P([t, t+ x− s] 无事件) = e−λ(x−s)

(4) P(Y (t) > x,A(t) > y) = P(Y (t− y) > x+ y) = P(A(t+ x) > x+ y).

(5) 当 t → +∞ 时, N(t)

t

a.s. 1

µ
, 因此

A(t)

t
=

t− SN(t)

t
= 1−

SN(t)

N(t)
· N(t)

t

a.s.
1− µ · 1

µ
= 0, t → +∞.

习题 3.16 考虑一个到达时刻间隔 ∼ Γ(n, λ) 的更新过程. 利用命题 3.4.6 证明：

lim
t→+∞

E[Y (t)] =
n+ 1

2λ
.

如何不经计算得到该结果？
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证明 由命题 3.4.6 即得

lim
t→+∞

E[Y (t)] =
E
[
X2
]

2µ
=

n
(
1
λ

)2
+
(
n
λ

)2
2 · n

λ

=
n+ 1

2λ
.

设 {N∗(t), t ⩾ 0} ∼ HPP(λ), 用 S∗
k 表示第 k 个事件的发生时刻, X∗

k = S∗
k − S∗

k−1. 构造以 S∗
n, S

∗
2n, · · ·

为更新点的更新过程 {N(t), t ⩾ 0}, 用 X1, X2, · · · 表示其更新间隔序列, 则每个 Xi 均是 X∗
1 , · · · , X∗

n
iid∼

Exp(λ) 之和, 从而 X1, X2, · · ·
iid∼ Γ(n, λ). 由于 [1]

lim
t→+∞

P(N∗(t) ≡ 0 (mod n)) = · · · = lim
t→+∞

P(N∗(t) ≡ n− 1 (mod n)) =
1

n
,

由全期望公式可得

lim
t→+∞

E[Y (t)] =
1

n

n−1∑
i=0

lim
t→+∞

E[Y (t) |N∗(t) ≡ i (mod n)]

[2] 1

n

n−1∑
i=0

E
[
X∗

1 + · · ·+X∗
n−i

]
=

1

n

n−1∑
i=0

n− i

λ
=

n+ 1

2λ
.

两处注记：

[1] 对取定的 0 ⩽ i ⩽ n − 1, 重新构造延迟交错更新过程, 其更新点为 S∗
n+i, S

∗
2n+i, · · · , 规定时刻 t 状

态为 “on” ⇐⇒ N∗(t) ≡ i (mod n), 其余为 “off” 状态, 则

E[Ton] = E[X∗
1 ] =

1

λ
, E[Toff] = E

[
n−1∑
i=1

X∗
i

]
=

n− 1

λ
.

进而

lim
t→+∞

P(N∗(t) ≡ i (mod n)) = lim
t→+∞

P(时刻 t 处于 “on” 状态) =
E[Ton]

E[Ton] + E[Toff]
=

1

n
.

[2] 由 {N∗(t), t ⩾ 0} ∼ HPP(λ) 可知 [Y (t) |N∗(t) ≡ i (mod n)]
d

X∗
1 + · · ·+X∗

n−i.

习题 3.18 在习题 3.9 中假设潜在顾客按到达时刻间隔分布为 F 的更新过程到达. 若一次更新对应于一
位顾客

(1) 进入银行,

(2) 离开银行,

问截至时刻 t 的事件数是否构成一个 (可能有延迟的) 更新过程？若 F 服从指数分布, 结果如何？

解答 (1) (进入银行) 用 Xi 表示第 i 位顾客进入银行与第 i+ 1 位顾客进入银行的时间间隔 (i ⩾ 1).
用 Yi 表示第 i 位顾客的服务时长, 令 Zi = Xi − Yi, 则 {(Yi, Zi), i ⩾ 1} 为独立同分布的随机向量.
故截至时刻 t 的事件数构成一个延迟交替更新过程.

(2) (离开银行) 记此时的更新间隔序列为 X1, X2, · · · . 用 Yi 表示第 i 位顾客进入银行前的闲期, 令
Zi = Xi − Yi. 由于 Z1, Z2, · · ·

iid∼ G, 但 Yk 依赖于 Zk−1 (k ⩾ 2), 因此 X1, X2, · · · 不独立, 截至时
刻 t 的事件数不构成更新过程.
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(3) (指数分布) (1) 仍为延迟交错更新过程; 由指数分布的无记忆性, (2) 为交替更新过程.

习题 3.20 连续抛掷一枚匀质硬币.

(1) 求直至花样 HHTHHTT 出现的抛掷次数的期望.

(2) 直至花样 HHTT 和 HTHT 出现的抛掷次数期望哪个更大？

解答 (1) 由于花样 HHTHHTT 的出现对下一个此花样的出现没有影响, 相应的抛掷次数期望为 27.

(2) 由于花样 HHTT 的出现对下一个此花样的出现没有影响, 花样 HTHT 的出现对下一个此花样的出
现有影响, 且这两个花样长度相同, 因此 HTHT 相应的抛掷次数期望更大.

习题 3.21 一个赌徒在每次赌博中独立于过去地分别以概率 p 和 1 − p 赢或输一个单位. 假设赌徒在首
次连续赢 k 次后离开, 当她离开时, 求：

(1) 她赢得的赌资的期望.

(2) 她赢的次数的期望.

解答 不妨仅考虑 p ∈ (0, 1). 定义每当赌徒连续赢 k 次为一次更新 (先假定她不会离开), 设更新间隔为
X1, X2, · · · . 注意到 X1, X2 均服从周期为 1 的格点分布, 由 Blackwell 定理,

1

E[X2]
= lim

n→∞
E[时刻 n 出现的更新次数] = lim

n→∞
P(时刻 n 发生更新) = pk.

另一方面, 记 A = {第 S1 + 1 次赢}, 则

E[X2] = E[X2 |A] · P(A) + E[X2 |Ac] · P(Ac) = p+ (1− p)(E[X1] + 1).

联立即得

E[X1] =
1− pk

pk − pk+1
.

用 Yi 表示第 i 次赌博所赢赌资. 由于 X1 是 Y1, Y2, · · · 的一个停时, 进而也是 1{Y1=1},1{Y2=1}, · · · 的一
个停时, 由 Wald 等式,

(1) 赌徒赢得的赌资的期望为

E

[
X1∑
i=1

Yi

]
= E[X1] · E[Y1] = (2p− 1) · 1− pk

pk − pk+1
.

(2) 赌徒赢的次数的期望为

E

[
X1∑
i=1

1{Yi=1}

]
= E[X1] · P(Y1 = 1) =

1− pk

pk−1 − pk
.

习题 3.24 从一副标准扑克牌中每次有放回地抽出一张, 求直至连续四张同花色牌出现时抽牌数的期望.

解答 定义每有连续四张同花色牌出现为一次更新, 设更新间隔为 X1, X2, · · · . 注意到 X1, X2 均服从周
期为 1 的格点分布, 由 Blackwell 定理,

1

E[X2]
= lim

n→∞
E[时刻 n 出现的更新次数] = lim

n→∞
P(时刻 n 发生更新)
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= 4 lim
n→∞

P(n− 3 → ♣, n− 2 → ♣, n− 1 → ♣, n → ♣)

= 4 ·
(
1

4

)4

=
1

64
,

因此 E[X2] = 64. 另一方面, 记 A = {S1 + 1 与 S1 时刻抽得同花色}, 则

E[X2] = E[X2 |A] · P(A) + E[X2 |Ac] · P(Ac) =
1

4
· 1 + 3

4
· E[X1],

由此可得 E[X1] = 85.

习题 3.26 对更新酬劳过程证明 Blackwell 定理, 即设更新间隔是非格点分布, 证明当 t → +∞ 时,

E[(t, t+ a) 所获酬劳] → a · E[一个更新周期所获酬劳]

E[一个更新周期的时长]
.

这里假定所有相关的函数均是直接 Riemann 可积的.

证明 令 m(t) = E[N(t)], 用 R(t) 表示 [0, t] 所获酬劳, 注意到 N(t) + 1 是 R1, R2, · · · 的一个停时 (但
N(t) 不是), 于是

E[R(t)] = E

N(t)+1∑
i=1

Ri

− E
[
RN(t)+1

] Wald 等式
[m(t) + 1] · E[R1]− E

[
RN(t)+1

]
.

由此可知

E[(t, t+ a) 所获酬劳] = E[R(t+ a)−R(t)] = [m(t+ a)−m(t)] · E[R1]− E
[
RN(t+a)+1 −RN(t)+1

]
.

由 Blackwell 定理,

lim
t→+∞

[m(t+ a)−m(t)] · E[R1] = a · E[一个更新周期所获酬劳]

E[一个更新周期的时长]
,

故往证 lim
t→+∞

E
[
RN(t)+1

]
存在且有限. 记 g(t) = E

[
RN(t)+1

]
, 则

g(t) = E
[
E
[
RN(t)+1

∣∣X1

]]
=

∫ +∞

0

E
[
RN(t)+1

∣∣X1 = x
]

dF (x)

=

∫ +∞

t

E[R1 |X1 = x] dF (x)︸ ︷︷ ︸
记为h(t)

+

∫ t

0

g(t− x) dF (x)

= h(t) +

∫ t

0

h(t− x) dm(x).

先假定 R1, R2, · · · 为非负随机变量, 由关键更新定理,

lim
t→+∞

g(t) = 0 +
1

E[X1]

∫ +∞

0

h(t) dt

=
1

E[X1]

∫ +∞

0

∫ +∞

t

E[R1 |X1 = x] dF (x) dt

R1⩾0

Fubini 定理 1

E[X1]

∫ +∞

0

∫ x

0

E[R1 |X1 = x] dt dF (x)
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=
1

E[X1]

∫ +∞

0

xE[R1 |X1 = x] dF (x)

=
E[X1E[R1 |X1]]

E[X1]
=

E[X1R1]

E[X1]
< +∞.

对 R1, R2, · · · 为一般随机变量的情形, 先作正负部分解 Rn = R+
n −R−

n , 再分而治之, 结果同前. 于是

lim
t→+∞

E
[
RN(t+a)+1 −RN(t)+1

]
= 0,

定理得证.

习题 3.28 假设旅客按到达时刻间隔均值为 µ 的 Poisson 过程到达火车站. 当有 n 位旅客候车时, 车站
以单位时间 nc 美元的比率支付费用, 且每有一班火车发车就支付附加费用 K. 考虑以下两种策略：

(1) 每当车站内有 N 位旅客在候车, 就安排一班火车发车. 用 N∗ 表示使长程平均费用最小的 N 值.

(2) 每隔时间 T 安排一班火车发车. 用 T ∗ 表示使长程平均费用最小的 T 值.

求策略 (1)(2) 的长程平均费用, 并证明策略 (1) 取 N = N∗ 比策略 (2) 取 T = T ∗ 产生的平均费用更少.

解答 (策略 (1)) 构造以火车发车为更新点的更新酬劳过程, 设其更新间隔序列为 X1, X2, · · · , 则
E[X1] = Nµ. 设此更新区间中车站支付费用为 C, 用 Ti 表示一个更新区间中第 i 位旅客与第 i+ 1

位旅客的到达时间间隔, 则

E[C] = E

[
N−1∑
i=1

icTi

]
+K =

cµN(N − 1)

2
+K.

故长程平均费用为
E[C]

E[X1]
=

c(N − 1)

2
+

K

Nµ
.

上式在 N = M =

√
2K

µc
时取最小值

√
2cK

µ
− c

2
, 故 N∗ 应在 ⌊M⌋− 1, ⌊M⌋, ⌊M⌋+1 中取最优解.

(策略 (2)) 由 Poisson 过程的平稳增量性,

E[C |N(T ) = n] =
nc

2
· T +K =⇒ E[C] = E[E[C |N(T )]] =

cT 2

2µ
+K.

故长程平均费用为
E[C]

T
=

cT

2µ
+

K

T
.

上式在 T = T ∗ =

√
2µK

c
时取最小值

√
2cK

µ
.

若忽略 N∗ 为整数的限制,则可知策略 (1)取 N = N∗ 比策略 (2)取 T = T ∗ 产生的平均费用更少.

习题 3.29 设小汽车的寿命分布为 F , 当汽车受损或车龄达到 A 时需参与以旧换新. 用 R(A) 表示一辆
车龄为 A 的小汽车的售价, 受损的车不再具有价值. 设一辆新车的价格为 C1, 受损小汽车参与以旧换新
需要支付费用 C2.

(1) 定义更新点为每次购买一辆新车的时刻, 求长程单位时间平均费用.

(2) 定义更新点为每当一辆旧车受损的时刻, 求长程单位时间平均费用.
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解答 (1) 设 X1, X2, · · · 为更新发生间隔, Rn 为第 n 个更新区间的费用, 则

E[R1] = E[R |L > A] · P(L > A) + E[R |L ⩽ A] · P(L ⩽ A) = C1 − F (A)R(A) + F (A)C2,

E[X1] = E[L ∧A] =

∫ A

0

x dF (x) +AF (A).

记 R(t) 为 [0, t] 的费用, 则长程单位时间平均费用

lim
t→+∞

R(t)

t
=

E[R1]

E[X1]
=

C1 − F (A)R(A) + F (A)C2∫ A

0
x dF (x) +AF (A)

.

(2) 设 Y1, Y2, · · · 为更新发生间隔, Qn 为第 n 个更新区间的费用. 由

E[Y1] = E[E[Y1 |车龄]] =

∫ +∞

0

E[Y1 |车龄 = x] dF (x)

=

∫ A

0

x dF (x) +

∫ +∞

A

(A+ E[Y1])F (A) =

∫ A

0

x dF (x) + (A+ E[Y1])F (A),

可得

E[Y1] =

∫ A

0
x dF (x) +AF (A)

F (A)
.

再由

E[Q1] = E[E[Q1 |车龄]] =

∫ +∞

0

E[Q1 |车龄 = x] dF (x)

=

∫ A

0

(C1 + C2) dF (x) +

∫ +∞

A

(C1 −R(A) + E[Q1]) dF (A)

= (C1 + C2)F (A) + (C1 −R(A) + E[Q1])F (A)

可得

E[Q1] =
C1 − F (A)R(A) + F (A)C2

F (A)
.

记 Q(t) 为 [0, t] 的费用, 则长程单位时间平均费用

lim
t→+∞

Q(t)

t
=

E[Q1]

E[Y1]
=

C1 − F (A)R(A) + F (A)C2∫ A

0
x dF (x) +AF (A)

.

习题 3.32 考虑一个顾客按 HPP(λ) 到达的单服务线排队系统, 服务时长分布 G 的期望为 µG. 假设
λµG < 1.

(1) 求系统处于空闲状态的时间比例 P0.

(2) 求一个忙期时长的期望.

(3) 利用 (2) 与 Wald 等式求一个忙期中服务过的顾客数的期望.

解答 (1) 由 Little 公式, 1− P0 =平均队长 = λµG, 故 P0 = 1− λµG.

(2) 此 M/G/1 随机服务系统的运行构成一个延迟交错更新过程, 更新点对应于一个忙期的起点, 每个
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更新区间由忙期和闲期构成. 分别用 B 和 I 表示忙期和闲期的时长, 则

P0 = 1− λµG =
E[I]

E[I] + E[B]
.

由于顾客按 HPP(λ) 到达, E[I] = 1

λ
, 代入上式即得一个忙期时长的期望

E[B] =
µG

1− λµG
.

(3) 用 C 表示一个忙期中服务过的顾客数, 设该忙期中第 i 位顾客的服务时长为 Bi, 则 B =

C∑
i=1

Bi. 由

于 C 是 B1, B2, · · · 的一个停时, 由 Wald 等式,

E[B] = E[C] · E[B1] = µG · E[C] =⇒ E[C] =
E[B]

µG
=

1

1− λµG
.

习题 4.1 一家商店对某种商品采用如下 (s, S) 订货策略：若在一个时段开始时库存为 x, 则订货0, 若 x ⩾ s,

S − x, 若 x < s.

到货时间不计. 每时段需求量相互独立, 且以概率 αj 取 j, 所有不能立即满足的需求都会流失. 用 Xn 表
示 n 个时段结束时的库存水平. 证明 {Xn, n ⩾ 1} 是 Markov 链, 并求其转移概率.

证明 设 n 第个时段的需求量为 Dn, 则 D1, D2 独立同分布, 且 Dk 独立于 X1, · · · , Xk−1. 由

Xn+1 = 0 ∧

Xn −Dn, Xn ⩾ s,

S −Dn, Xn < s

即知 {Xn, n ⩾ 1} 是 Markov 链, 其转移概率

Pij =



αS−j , i < s, 0 < j ⩽ S,

0, i < s, j > S,
∞∑

k=S

αk, i < s, j = 0,

αi−j , i ⩾ s, 0 < j ⩽ i,

0, i ⩾ s, j > i,
∞∑
k=i

αk, i ⩾ s, j = 0.

习题 4.3 设状态数为 n. 证明：若 i → j. 则状态 j 至多 n 步可达.

证明 若 i → j, 则存在从 i 到 j 的路径 P. 若 P 的长度大于 n, 则 P 必含一个到访次数至少为 2 的点,
通过删除与该点相关的无效路径, 可得到新路径 P′, 其长度小于 P 的长度. 若 P′ 的长度仍大于 n, 重复
上述操作, 经过有限次缩减可得一条从 i 到 j 的路径, 其长度不超过 n, 即从 i 到 j 至多 n 步可达.
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习题 4.5 对状态 i, j, k (k ̸= j), 令

Pn
ij/k = P(Xn = j,Xℓ ̸= k, ℓ = 1, · · · , n− 1 |X0 = i).

(1) 用文字解释 Pn
ij/k 的含义.

(2) 证明对 i ̸= j, 有 Pn
ij =

n∑
k=0

P k
iiP

n−k
ij/i .

解答 (1) Pn
ij/k 表示从状态 i 出发, 经过 n 步到达状态 j 且出发后不途径状态 k 的概率.

(2) 设 T = max{0 ⩽ k ⩽ n : Xk = i}, 则

Pn
ij =

n∑
k=0

P(Xn = j, T = k |X0 = i)

=

n∑
k=0

P(Xn = j,Xk = i,Xℓ ̸= i, k + 1 ⩽ ℓ ⩽ n |X0 = i)

=

n∑
k=0

P(Xn = j,Xℓ ̸= i, k + 1 ⩽ ℓ ⩽ n |X0 = i,Xk = i) · P(Xk = i |X0 = i)

Markov 性 n∑
k=0

P(Xn = j,Xℓ ̸= i, k + 1 ⩽ n |Xk = i) · P k
ii

时齐性
n∑

k=0

P(Xn−k = j,Xℓ ̸= i, 1 ⩽ ℓ ⩽ n− k) · P k
ii

=

n∑
k=0

P k
iiP

n−k
ij/i .

习题 4.6 证明二维对称随机游走是常返的, 而三维对称随机游走是滑过的.

证明 用
{

S(d)
n , n ⩾ 0

}
表示 d 维对称随机游走, 它是不可约 Markov 链, 因此只需考虑 0 的常返性.

0

当 d = 2 时, 通过将 Z2 旋转
π

4
, 可将二维随机游走分解为沿两个新方向相互独立

的一维随机游走, 进而

P 2n
00 = P

(
S(2)
2n = 0

)
= P

(
S(1)
2n = 0

)2
=

[
1

22n

(
2n

n

)]2
∼ 1

πn
, n → ∞.

故
∞∑

n=1

P 2n
00 = +∞, 这说明二维对称随机游走是常返的.

当 d = 3 时,

P 2n
00 = P

(
S(3)
2n = 0

)
=

1

62n

∑
i+j+k=n

(2n)!

(i!j!k!)2
=

(
2n
n

)
22n

∑
i+j+k=n

(
1

3n
· n!

i!j!k!

)2

.

由多项分布的概率质量函数可知 ∑
i+j+k=n

1

3n
· n!

i!j!k!
= 1,

进而 ∑
i+j+k=n

(
1

3n
· n!

i!j!k!

)2

⩽ max
i+j+k=n

{
1

3n
· n!

i!j!k!

}
⩽ n!

3n · Γ
(
n
3 + 1

)3 .
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于是

P 2n
00 ⩽

(
2n
n

)
22n

· n!

3n · Γ
(
n
3 + 1

)3 ∼ 1

2

(
3

πn

) 3
2

=⇒
∞∑

n=1

P 2n
00 < +∞,

这说明三维对称随机游走是滑过的.

习题 4.8 设随机变量 X1, X2, · · · 独立同分布, P(Xi = j) = αj (j ⩾ 0). 若 Xn > max{X1, · · · , Xn−1},
则称在时刻 n (n > 0) 产生了一个记录, Xn 为其记录值. 这里 X0 := −∞. 用 Ri 表示第 i 个记录值.

(1) 证明 {Ri, i ⩾ 1} 是 Markov 链, 并求其转移概率.

(2) 用 Ti 表示第 i 个记录与第 i+ 1 个记录之间的时间间隔. 问 {Ti, i ⩾ 1} 和 {(Ri, Ti), i ⩾ 1} 是否为
Markov 链？若是, 求其转移概率.

(3) 令 Sn =

n∑
i=1

Ti, n ⩾ 1. 证明 {Sn, n ⩾ 1} 是 Markov 链, 并求其转移概率.

解答 (1) 由“记录”的定义即知 {Ri, i ⩾ 1} 具有 Markov 性, 且

P(Rn+1 = j |Rn = i) =
αj

∞∑
k=i+1

αk

.

再由

P(Rn+m = k |Rn = j)

=

k−1∑
ℓm−1=j+1

k−1∑
ℓm−2=ℓm−1+1

· · ·
k−1∑

ℓ1=ℓ2+1

P(Rn+m = k,Rn+m−1 = ℓ1, · · · , Rn+1 = ℓm−1 |Rn = j)

=

k−1∑
ℓm−1=j+1

k−1∑
ℓm−2=ℓm−1+1

· · ·
k−1∑

ℓ1=ℓ2+1

P(Rn+m = k |Rn+m−1 = ℓ1, · · · , Rn+1 = ℓm−1, Rn = j)

· P(Rn+m−1 = ℓ1 |Rn+m−2 = ℓ2, · · · , Rn+1 = ℓm−1, Rn = j) · · ·P(Rn+1 = ℓm−1 |Rn = j)

⋆
k−1∑

ℓm−1=j+1

k−1∑
ℓm−2=ℓm−1+1

· · ·
k−1∑

ℓ1=ℓ2+1

P(Rn+m = k |Rn+m−1 = ℓ1) · · ·P(Rn+1 = ℓm−1 |Rn = j)

=

k−1∑
ℓm−1=j+1

k−1∑
ℓm−2=ℓm−1+1

· · ·
k−1∑

ℓ1=ℓ2+1

P(Rm+1 = k |Rm = ℓ1) · · ·P(R2 = ℓm−1 |R1 = j)

=P(Rm+1 = k |R1 = j)

可知 {Rn, n ⩾ 1} 具有时齐性 (⋆ 处用到了 Markov 性). 故 {Ri, i ⩾ 1} 是 Markov 链, 其转移概率
Pij = P(Rn+1 = j |Rn = i) 如上.

(2) 由于 Ti ∼ Geo(pi), 其中 pi =
∑
j>Ri

αj 与 Ri 有关, 因此仅由 Ti−1 无法推测 Ti. 或更具体地, 由

P(T3 = 1 |T2 = 1, T1 = 1) =
P(X1 < X2 < X3 < X4)

P(X1 < X2 < X3)
=

1
4!
1
3!

=
1

4
,

P(T3 = 1 |T2 = 1, T1 = 2) =
P(X2 ⩽ X1 < X3 < X4 < X5)

P(X2 ⩽ X1 < X3 < X4)
=

1
5!
1
4!

=
1

5
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可见 {Ti, i ⩾ 1} 不具有 Markov 性. 而对于 j > i, 有

P(Rn+1 = j, Tn+1 = t |Rn = i, Tn = s) = αj

(
i∑

k=0

αk

)t−1

,

因此 {(Ri, Ti), i ⩾ 1} 是 Markov 链.

(3) 对于 j > i, 有

Pij = P(Sn+1 = j |Sn = i) = P((i, j) 不产生记录, 时刻 j 产生记录 |时刻 i 产生记录)

=
P(前 j − 1 个观测量最大值在第 i 个) · P(前 j 个观测量最大值在第 j 个)

P(前 i 个观测量最大值在第 i 个)

=

1
j−1 · 1

j
1
i

=
i

(j − 1)j
,

因此 {Sn, n ⩾ 1} 是 Markov 链.

习题 4.9 对 Markov 链 {Xn, n ⩾ 0}, 证明

P(Xk = ik |Xj = ij , ∀j ̸= k) = P(Xk = ik |Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1).

证明 设状态空间 S = {ij : j ∈ J }, 则

LHS =
P(Xj = ij , ∀j ∈ J )

P(Xj = ij , ∀j ̸= k)
=

∏
j∈J

Pijij+1

P 2
ik−1ik+1

∏
j∈J

j ̸=k−1,k

Pijij+1

=
Pik−1ik · Pikik+1

P 2
ik−1ik+1

,

其中含越界指标的转移概率均按 0 处理. 而

RHS =
P(Xℓ = iℓ, ℓ = k − 1, k, k + 1)

P(Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)
=

P(Xℓ = iℓ, ℓ = k − 1, k, k + 1 |Xk−1 = ik−1)

P(Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1 |Xk−1 = ik−1)

=
P(Xk = ik |Xk−1 = ik−1) · P(Xk+1 = ik+1 |Xk = ik)

P(Xk+1 = ik+1 |Xk−1 = ik−1)
= LHS.

习题 4.11 设 fii < 1 且 fjj < 1. 证明：

(1)
∞∑

n=1

Pn
ij < ∞.

(2) fij =

∞∑
n=1

Pn
ij

1 +
∞∑
i=1

Pn
jj

.

证明 (1) 回忆用分别由概率序列
{
Pn
jk, n ⩾ 0

}
和
{
fn
jk, n ⩾ 0

}
定义的概率母函数

Pjk(z) =

∞∑
n=0

Pn
jkz

n, Fjk(z) =

∞∑
n=1

fn
jkz

n.

当 i ̸= j 时, 有等式
Pij(z) = Fij(z)Pjj(z), |z| < 1.
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由 fjj < 1 可知 Pjj(1) =

∞∑
n=0

Pn
jj < ∞, 又 Fij(1) =

∞∑
n=1

fn
ij = fij ⩽ 1, 因此当 z = 1 时上式 RHS

收敛. 由 Abel 定理, Fij(z)Pjj(z) 在 z = 1 处左连续, 因此

∞∑
n=1

Pn
ij = Pij(1) = lim

z→1−
Pij(z) = lim

z→1−
Fij(z)Pjj(z) = Fij(1)Pjj(1) < ∞.

(2) 由 (1) 已得 Pij(1) = Fij(1)Pjj(1), 展开即得证.

习题 4.31 一只蜘蛛在地点 1和地点 2之间捕捉一只苍蝇,蜘蛛从地点 1出发,按转移矩阵为

0.7 0.3

0.3 0.7


的 Markov 链移动. 苍蝇没有注意到蜘蛛, 从地点 2 出发, 按转移矩阵为

0.4 0.6

0.6 0.4

 的 Markov 链移动.

一旦它们相遇, 蜘蛛就捕获苍蝇, 捕猎结束.

(1) 证明：除非知道捕猎结束的地点, 这个捕猎的过程都可以用一个具有 3 个状态的 Markov 链描述,
其中一个吸收状态表示捕猎结束, 其余两个状态蜘蛛和苍蝇在不同的地点. 求此 Markov 链的转移
概率矩阵.

(2) 求在时刻 n 蜘蛛和苍蝇都回到它们最初位置的概率.

(3) 求捕猎的平均用时.

解答 (1) 定义 Markov 链 {Xn, n ⩾ 0} 的 3 个状态如下：

(蜘蛛, 苍蝇) (1, 1) (2, 2) (1, 2) (2, 1)

状态 0 1 2

转移概率 P11 = 0.7 ·0.4 = 0.28, P12 = 0.3 ·0.6 = 0.18, P10 = 1−0.28−0.18 = 0.54, P21 = 0.3 ·0.6 =

0.18, P22 = 0.7 · 0.4 = 0.28, P20 = 1− 0.18− 0.28 = 0.54. 转移概率矩阵 P =


1 0 0

0.54 0.28 0.18

0.54 0.18 0.28

.

(2) 记 an = P(Xn = 1 |X0 = 1), bn = P(Xn = 1 |X0 = 2), 则an = 0.28an−1 + 0.18bn−1,

bn = 0.18an−1 + 0.28bn−1

=⇒

an + bn = 0.46(an−1 + bn−1) = · · · = 0.46n,

an − bn = 0.1(an−1 − bn−1) = · · · = 0.1n.

故在时刻 n 蜘蛛和苍蝇都回到它们最初位置的概率 an =
1

2
(0.46n + 0.1n).

(3) 由转移概率矩阵可见捕猎用时 T ∼ Geo(0.54), 因此 E[T ] =
1

0.54
=

50

27
.
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习题 4.32 考虑 Z 上的简单随机游走, 每次粒子以概率 p 往正方向移动一步, 以概率 p 往负方向移动一
步, 以概率 q = 1− 2p (0 < p < 1

2 ) 不移动. 假设原点处有一吸收壁, 即 P00 = 1, 且 N 处有一反射壁, 即
PN,N−1 = 1, 粒子由 n (0 < n < N) 处出发. 证明粒子被吸收的概率为 1, 并求被吸收所需步数的均值.

解答 用 pn 表示由 n (0 < n < N) 处出发的粒子最终被吸收的概率, 则pn = ppn−1 + (1− 2p)pn + ppn+1,

p0 = 1, pN = pN−1

=⇒ pn = 1, 0 ⩽ n ⩽ N.

用 µn 表示由 n (0 < n < N) 处出发的粒子被吸收所需步数的均值, 则由全期望公式,µn = 1 + pµn−1 + (1− 2p)µn + pµn+1,

µ0 = 0, µN = 1 + µN−1

=⇒

p(µn+1 − µn) = p(µn − µn−1)− 1,

µ0 = 0, µN − µN−1 = 1.

解得 µn =

n∑
k=1

(
1 +

N − k

p

)
= n+

Nn

p
− n(n+ 1)

2p
.

习题 4.33 给定分支过程 {Xn, n ⩾ 0}. 证明：

(1) Xn 要么趋于 0, 要么趋于 +∞.

(2) Var(Xn |X0 = 1) =


σ2µn−1µ

n − 1

µ− 1
, µ ̸= 1,

nσ2, µ = 1,
其中 µ 和 σ2 是每个个体产生后代数的均值和方差.

证明 (1) 只需注意到对任意正整数 n, {1, 2, · · · , n} 是一个非常返类 (否则, 由 1 → 0 及 {0} 是一个
常返类可得 0 → 1, 显然不可能), 因此若 Xn 不趋于 0, 则对任意正整数 n, 对充分大的 m 均有
Xm > n, 即 Xn → +∞.

(2) 由

Var(Xn |X0 = 1) = E[Var(Xn |Xn−1, X0 = 1)] + Var(E[Xn |Xn−1, X0 = 1])

= E[Var(Xn |Xn−1)] + Var(µXn−1 |X0 = 1)

= E
[
σ2Xn−1

]
+ µ2 Var(Xn−1 |X0 = 1)

= σ2µn−1 + µ2 Var(Xn−1 |X0 = 1)

可得

Var(Xn |X0 = 1) = σ2
(
µn−1 + µn + · · ·+ µ2n−2

)
=


σ2µn−1µ

n − 1

µ− 1
, µ ̸= 1,

nσ2, µ = 1.

习题 4.45 证明：满足 Pij > 0 (∀i ̸= j) 的有限状态遍历 Markov 链是时间可逆的当且仅当

PijPjkPki = PikPkjPji, ∀i, j, k.
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证明 由于所给 Markov 链是遍历的, 可设其平稳分布为 {πi}. 由 Pij > 0 (∀i ̸= j) 可得

时间可逆


πiPij = πjPji,

πjPjk = πkPkj ,

πkPki = πiPik

⇕

πiPijPjkPki = PjiπjPjkPki = PjiPkjπkPki = πiPikPkjPji

⇕

PijPjkPki = PikPkjPji

习题 4.48 对遍历的半 Markov 过程：

(1) 求过程从 i 转移到 j 的速率.

(2) 证明
∑
i

Pij

µii
=

1

µjj
.

(3) 证明过程处在状态 i 且将前往状态 j 所占时间比例为
Pijηij
µii

, 其中 ηij =

∫ +∞

0

F ij(t) dt.

(4) 证明过程处在状态 i 且在时间 x 内的下一状态为 j 所占时间比例为
Pijηij
µii

F e
ij(x), 其中 F e

ij 是 Fij

的平衡分布.

解答 (1) 定义延迟更新酬劳过程, 更新点为从其他状态进入 i 状态的时刻, 第 n 个更新区间的酬劳

Rn =

1, i 的下一个状态为 j,

0, 其他.
用 Rij(t) 表示 [0, t] 所获酬劳, Tii 表示相邻两次访问状态 i 的时

间间隔. 则过程从 i 转移到 j 的速率 lim
t→+∞

Rij(t)

t
=

E[R]

E[Tii]
=

Pij

µii
.

(2) 由 (1),
∑
i

Pij

µii
=
∑
i

从 i 转移到 j 的速率 =访问 j 的速率 =
1

E[Tjj ]
=

1

µjj
.

(3) 调整 (1) 中酬劳 Rn =

Tij , i 的下一个状态为 j,

0, 其他.
其中 Tij 表示从 i 出发访问 j 前滞留在 i 的时

间, 则过程处在状态 i 且将前往状态 j 所占时间比例 lim
t→+∞

Rij(t)

t
=

E[R]

E[Tii]
=

PijE[Tij ]

µii
=

Pijηij
µii

.

(4) 调整 (3) 中酬劳 Rn =

x ∧ Tij , i 的下一个状态为 j,

0, 其他.
则过程处在状态 i 且在时间 x 内的下一状

态为 j 所占时间比例 lim
t→+∞

Rij(t)

t
=

E[R]

E[Tii]
=

PijE[x ∧ Tij ]

µii
=

Pij

µii

∫ x

0

F ij(t) dt = Pijηij
µii

F e
ij(x).

习题 4.49 对遍历的半 Markov 过程, 求 lim
t→+∞

P(时间 t 以后下一个访问的状态为 j |X(t) = i).

解答 我们有

lim
t→+∞

P(时间 t 以后下一个访问的状态为 j |X(t) = i)
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=
lim

t→+∞
P(时间 t 以后下一个访问的状态为 j)

P(X(t) = i)

=
Pij

∫ +∞
0

F ij(y) dy
µiiPi

=
Pijηij
µi

.

习题 4.50 一辆出租车在 3 个地点之间行驶. 当它到达地点 1 时, 它下一次等可能地驶向 2 和 3; 当它到
达地点 2 时, 它下一次以概率 1

3 驶向 1, 以概率 2
3 驶向 3; 从地点 3 它总是驶向 1. 在地点 j 和 j 之间的

平均时间为 t12 = 20, t13 = 30, t23 = 30 (tij = tji).

(1) 求出租车最近一次停靠的地点为 i (i = 1, 2, 3) 的 (极限) 概率.

(2) 求出租车前往地点 2 的 (极限) 概率.

(3) 求出租车正从 2 前往 3 所占时间比例. (注：到达一个地点后出租车立即离开.)

解答 转移概率矩阵 P =


0 1

2
1
2

1
3 0 2

3

1 0 0

. 由 (π1, π2, π3) = (π1, π2, π3)P 并归一化解得平稳分布 π1 =

3
7 , π2 = 3

14 , π3 = 5
14 .于是 µ1 = P12t12+P13t13 = 25, µ2 = P21t21+P23t23 = 80

3 , µ3 = P31t31+P32t32 = 30.

(1) 由 Pi =
πiµi

π1µ1 + π2µ2 + π3µ3
即得 P1 =

15

38
, P2 =

4

19
, P3 =

15

38
.

(2) 由习题 4.48 (3) 可知所求即 P12η12
µ11

= P12t12

(
µ1

P1

)−1

=
3

19
.

(3) 由习题 4.48 (3) 可知所求即 P23η23
µ22

= P23t23

(
µ2

P2

)−1

=
3

19
.

习题 5.2 假设一单细胞生物可处在 A,B 两种状态之一. 在状态 A 的一个个体以指数速率 α 转移到状
态 B, 在状态 B 的一个个体以指数速率 β 分裂为两个 A 型个体. 对这个种群定义一个恰当的连续时间
Markov 链, 并确定此模型的参数.

解答 记 ♯A = a, ♯B = b 为状态 (a, b), 则转移速率

q(a,b),(a−1,b+1) = aα, q(a,b),(a+2,b−1) = bβ.

习题 5.3 证明连续时间 Markov 链是正则的, 若以下之一成立：

(1) νi < M < +∞, ∀i.

(2) 其嵌入 Markov 链是不可约且常返的.

证明 (1) 由一致化方法,原先的Markov链等价于按如下方式进行状态转移：以速率M 发生状态转移,
以概率

νi
M
转移出 i, 以概率 1− νi

M
发生虚转移 (回到 i).分别记一致化前后的 Markov链截至 t时

刻的转移次数为 N(t) 和 N∗(t), 则 N(t) ⩽ N∗(t). 由 N∗(t) ∼ HPP(M) 即知 P(N∗(t) < +∞) = 1,
从而 P(N(t) < +∞) = 1.
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(2) 不妨设状态空间 S = {0, 1, 2, · · · }. 设时刻 0 处在状态 j, 由于 j 为嵌入 Markov 链的常返态, 可定
义更新过程 {N(t), t ⩾ 0}, 更新点为访问状态 j 的时刻, 设其更新间隔序列为 {Xn, n ⩾ 1}. 用 Wk

表示此连续时间 Markov 链滞留在状态 k − 1 的时间, 则

∞∑
k=1

Wk =

∞∑
n=1

Xn = +∞,

因此此连续时间 Markov 链是正则的.

习题 5.7 考虑一个只有一个祖先的 Yule 过程 {X(t)}, 出生率为 λ. 设在时刻 s 出生的个体有 P (s) 概率
是健康的. 求在 (0, t) 时间段内出生的健康个体数的分布.

解答 用 R(t) 表示在 (0, t) 时间段内出生的健康个体数, 设 V1, · · · , Vk−1 独立同分布, 具有共同密度函

数 f(s) =


λe−λ(t−s)

1− e−λt
, s ∈ (0, t),

0, 其他.

由 X(t) ∼ Geo
(
e−λt

)
可得

P(R(t) = n) =

∞∑
k=n+1

P(R(t) = n |X(t) = k)P(X(t) = k)

=

∞∑
k=n+1

P(于时刻 S1, · · · , Sk 出生的个体有 n 个健康 |X(t) = k) · e−λt
(
1− e−λt

)k−1

=

∞∑
k=n+1

P(于时刻 V1:k−1, · · · , Vk−1:k−1 出生的个体有 n 个健康) · e−λt
(
1− e−λt

)k−1

=

∞∑
k=n+1

P(于时刻 V1, · · · , Vk−1 出生的个体有 n 个健康) · e−λt
(
1− e−λt

)k−1

=

∞∑
k=n+1

(
k − 1

n

)
pn(1− p)k−1−ne−λt

(
1− e−λt

)k−1

=

∞∑
k=n

(
k

n

)
pn(1− p)k−ne−λt

(
1− e−λt

)k
,

其中

p =

∫ t

0

p(s)
λe−λ(t−s)

1− e−λt
ds.

习题 5.12 系统状态可用转移速率 ν0 = λ, ν1 = µ 的两状态的连续时间 Markov 链 {X(t), t ⩾ 0} 描述.
当系统处在状态 i时, 事件按强度为 αi (i = 0, 1)的 Poisson过程发生.用 N(t)表示 (0, t)中发生事件数.

(1) 求 lim
t→+∞

N(t)

t
.

(2) 设初始状态为 0, 求 E[N(t)].

解答 (1) 构造以系统进入状态 0 为更新点的延迟更新过程, 第 n 个更新区间的酬劳 Rn = 第 n 个更
新区间发生事件数, 用 R(t) 表示截至 t 时刻所得酬劳, 则

lim
t→+∞

N(t)

t
= lim

t→+∞

R(t)

t N0(t)∼HPP(α0),N1(t)∼HPP(α1)

Y∼Exp(λ),Z∼Exp(µ) E[N0(Y ) +N1(Z)]

E[T ]

=
E[E[N0(Y ) |Y ]] + E[E[N1(Z) |Z]]

1
λ + 1

µ

=

α0

λ + α1

µ
1
λ + 1

µ

=
α0µ+ α1λ

λ+ µ
.
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(2) 用 Ti(t) 表示截至 t 时刻系统处在状态 i 的总时长 (i = 0, 1), 则

E[N(t)] = E[N0(T0(t))] + E[N1(T1(t))]

= α0E[T0(t)] + α1E[T1(t)]

= α0E[T0(t)] + α1(t− E[T0(t)])

= α1 + (α0 − α1)E[T0(t)],

其中

E[T0(t)] = E
[∫ t

0

1状态 0(s) ds
]
=

∫ t

0

P(s 时刻处在状态 0) ds
X(0)=0

∫ t

0

P00(s) ds

⋆
∫ t

0

(
µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)s

)
ds = µt

λ+ µ
+

λ

(λ+ µ)2

[
1− e−(λ+µ)t

]
.

⋆ 处来源：由 Kolmogorov 向前方程组,

P ′
00(t) = −λP00(t) + µP01(t)

P00(t)+P01(t)=1
µ− (λ+ µ)P00(t),

再结合初值 P00(0) = 1 可解得

P00(t) =
µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.

故

E[N(t)] = α1 + (α0 − α1)

{
µt

λ+ µ
+

λ

(λ+ µ)2

[
1− e−(λ+µ)t

]}
.

习题 5.21 一个只有一位理发师的理发店最多容纳两位顾客. 潜在顾客以每小时 3 人的 Poisson 速率到
达, 服务时长是均值为 1

4 小时的独立指数随机变量.

(1) 求店里顾客的平均数.

(2) 求潜在顾客中进入店里的比例.

(3) 若理发师的工作效率翻倍, 她能多做多少生意？

解答 设从 0 时刻开始, 用 {X(t)} 表示 t 时刻店里顾客数, 状态空间 S = {0, 1, 2}, 则 {X(t), t ⩾ 0} 为
一个生灭过程, 出生率 λ0 = 3, λ1 = 3, λ2 = 0, 死亡率 µ0 = 0, µ1 = 4, µ2 = 4. 故转移速率矩阵为

Q =


−3 3 0

4 −7 3

0 4 −4

.

由 (P0, P1, P2)Q = 0 并归一化可解得 P0 = 16
37 , P1 = 12

37 , P2 = 9
37 .

(1) lim
t→+∞

E[X(t)] = lim
t→+∞

[P(X(t) = 1) + 2P(X(t) = 2)] = P1 + 2P2 = 30
37 .

(2) 潜在顾客中进入店里的比例 = lim
t→+∞

P(X(t) < 2) = P0 + P1 = 28
37 .
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(3) 将前面求得的死亡率修改为 µ1 = µ2 = 8, 计算可得

Q̃ =


−3 3 0

8 −11 3

0 8 −8

 =⇒ P̃0 =
64

97
, P̃1 =

24

97
, P̃2 =

9

97
.

此时潜在顾客中进入店里的比例 = lim
t→+∞

P(X(t) < 2) = P̃0 + P̃1 = 88
97 . 因此实际光顾顾客的到达

速率增加量为

3 ·
(
88

97
− 28

37

)
=

1620

3589
≈ 0.45(人/小时).

习题 5.22 求 M/M/s 系统的极限概率, 并确定它们存在的条件.

解答 设顾客到达过程 ∼ HPP(λ), 服务时长 ∼ HPP(µ). 记 X(t) 为时刻 t 系统中顾客人数, 则
{X(t), t ⩾ 0} 为一个生灭过程, 出生率 λn = λ, 死亡率 µn = µ(n ∧ s). 代入生灭过程极限概率表达式得

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λn−1λn−2 · · ·λ1λ0

µnµn−1 · · ·µ2µ1

]−1

=

[
1 +

s∑
n=1

λn

µnn!
+

∞∑
n=s+1

λn

µns!sn−s

]−1

=

 s∑
n=0

(
λ
µ

)n
n!

+

(
λ
µ

)s
s!

∞∑
n=1

(
λ

µs

)n
−1

,

因此极限概率存在当且仅当级数
∞∑

n=0

(
λ

µs

)n

收敛, 即 λ < µs, 此时

P0 =

 s∑
n=0

(
λ
µ

)n
n!

+

(
λ
µ

)s
s!

· λ

µs− λ

−1

.

余下的极限概率

Pn =
λn−1λn−2 · · ·λ1λ0

µnµn−1 · · ·µ2µ1
P0 =


λn

µnn!
P0, n ⩽ s,

λn

µns!sn−s
P0, n > s.

习题 5.37 令 Yi = X(i) − X(i−1) (i = 1, · · · , n + 1), 其中 X(0) = 0, X(n+1) = t, 且 X(1) ⩽ X(2) ⩽
· · · ⩽ X(n) 是 n 个独立的 (0, t) 上的均匀随机变量的次序统计量. 证明 P(Yi ⩽ yi, i = 1, · · · , n+ 1) 是
y1, · · · , yn 的对称函数.
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证明 作变换


y1

...

yn

 =



1

−1 1

. . . . . .

−1 1


︸ ︷︷ ︸

J


x1

...

xn

 ⇐⇒


x1

...

xn

 =



1

1 1

... . . . . . .

1 · · · 1 1


︸ ︷︷ ︸

J−1


y1

...

yn

,

由于 det(J) = 1, (Y1, · · · , Yn) 的密度函数为

f(Y1,··· ,Yn)(y1, · · · , yn) = f(y1, y1 + y2, · · · , y1 + · · ·+ yn),

其中 f 为
(
X(1), · · · , X(n)

)
的联合密度函数. 因此

f(Y1,··· ,Yn)(y1, · · · , yn) = n!, 0 < y1 < y1 + y2 < · · · < y1 + · · ·+ yn < 1,

也即
f(Y1,··· ,Yn)(y1, · · · , yn) = n!, 0 < yi < 1, 1 ⩽ i ⩽ n, y1 + · · ·+ yn < 1.

故 P(Yi ⩽ yi, i = 1, · · · , n+ 1) 是 y1, · · · , yn 的对称函数.

习题 6.1 设 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅, 证明：对 1 ⩽ k < n, 有 E[Zn |Z1, · · · , Zk] = Zk.

证明 由鞅的定义,

E[Zn |Z1, · · · , Zk] = E[E[Zn |Z1, · · · , Zn−1] |Z1, · · · , Zk] = E[Zn−1 |Z1, · · · , Zk]

= · · · = E[Zk+1 |Z1, · · · , Zk] = Zk.

习题 6.2 对鞅 {Zn, n ⩾ 1}, 令 Xi = Zi − Zi−1 (i ⩾ 1), 其中 Z0 = 0. 证明：Var(Zn) =

n∑
i=1

Var(Xi).

证明 由于

Var(Zn) = Var
(

n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑
i<j

Cov(Xi, Xj),

而对 1 ⩽ i < j ⩽ n, 有

Cov(Xi, Xj) = E[XiXj ]− E[Xi]E[Xj ] = E[XiXj ] = E[(Zi − Zi−1)(Zj − Zj−1)]

= E[E[(Zi − Zi−1)(Zj − Zj−1) |Z1, · · · , Zi]]

= E[(Zi − Zi−1)(E[Zj |Z1, · · · , Zi]− E[Zj−1 |Z1, · · · , Zi])]

习题 6.1
E[(Zi − Zi−1)(Zi − Zi)] = 0,

故结论得证.

习题 6.4 考虑一个 Markov 链, 每次转移以概率 p 向右一步, 以概率 q = 1 − p 向左一步. 证明：{(
q
p

)Sn

, n ⩾ 1

}
是鞅.

林晓烁 2024 年春季



40

证明 我们有

E
[(

q
p

)Sn+1

∣∣∣∣ ( q
p

)S1

, · · · ,
(

q
p

)Sn
]
= E

[(
q
p

)Sn
(

q
p

)Xn+1

∣∣∣∣ ( q
p

)S1

, · · · ,
(

q
p

)Sn
]

=
(

q
p

)Sn

E
[(

q
p

)Xn+1

∣∣∣∣ ( q
p

)S1

, · · · ,
(

q
p

)Sn
]

=
(

q
p

)Sn

E
[(

q
p

)Xn+1
]

=
(

q
p

)Sn
[(

q
p

)
· p+

(
q
p

)−1

· q
]

=
(

q
p

)Sn

.

习题 6.6 用 X(n) 表示一个分支过程第 n 代的群体规模, 用 π0 表示此过程由一个祖先起步至最终灭亡
的概率. 证明：

{
π
X(n)
0 , n ⩾ 0

}
是鞅.

证明 设每个个体产生后代个数独立同分布于 Z, 其分布列为 {pi, i ⩾ 0}, 则

E
[
π
X(n+1)
0

∣∣∣πX(1)
0 , · · · , πX(n)

0

]
=

X(n)∏
i=1

E
[
πZ
0

∣∣∣πX(1)
0 , · · · , πX(n)

0

]
=

X(n)∏
i=1

E
[
πZ
0

]
=

X(n)∏
i=1

∞∑
j=0

pjπ
j
0 = π

X(n)
0 .

习题 6.7 设随机变量 {Xi, i ⩾ 1} 独立同分布, 均值为 0, 方差为 σ2, 令 Sn =

n∑
i=1

Xi, Zn = S2
n − nσ2. 证

明：{Zn, n ⩾ 1} 是鞅.

证明 由于

E
[
S2
n+1

∣∣S2
1 , · · · , S2

n

]
= E

[
(Sn +Xn+1)

2
∣∣S2

1 , · · · , S2
n

]
= E

[
S2
n

∣∣S2
1 , · · · , S2

n

]
+ 2E

[
Xn+1Sn

∣∣S2
1 , · · · , S2

n

]
+ E

[
X2

n+1

∣∣S2
1 , · · · , S2

n

]
= S2

n + 2E[Xn+1]E
[
Sn

∣∣S2
1 , · · · , S2

n

]
+ E

[
X2

n+1

]
= S2

n + σ2,

因此

E[Zn+1 |Z1, · · · , Zn] = E
[
S2
n+1 − (n+ 1)σ2

∣∣S2
1 , · · · , S2

n

]
= S2

n + σ2 − (n+ 1)σ2 = S2
n − nσ2 = Zn.

习题 6.10 连续抛掷一枚硬币, 正面出现的概率为 p. 利用鞅论求下列花样首次出现的抛掷数的期望.

(1) HHTTHHT.

(2) HTHTHTH.

解答 引入公平赌博模型, 第 i 个赌徒于时刻 i 进入赌局参与赌博, 每人至多赌 7 局, 输则立即离开.

(1) 赌徒所选机制：以 $1 赌 H → 以 $ 1
p 赌 H → 以 $ 1

p2 赌 T → 以 $ 1
p2q 赌 T → 以 $ 1

p2q2 赌 H → 以
$ 1
p3q2 赌 H → 以 $ 1

p4q2 赌 T. 用 N 表示所求花样首次出现时刻, 则前 N − 7 赌徒累计输 $(N − 7),
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赌徒 N − 6 输累计赢 $
(

1
p4q3 − 1

)
, 赌徒 N − 5 累计输 $1, 赌徒 N − 4 累计输 $1, 赌徒 N − 3 累计

输 $1, 赌徒 N − 2 累计赢 $
(

1
p2q − 1

)
, 赌徒 N − 1 累计输 $1, 赌徒 N 累计输 $1. 由鞅停止定理,

E
[
(N − 7)−

(
1

p4q3 − 1
)
+ 1 + 1 + 1−

(
1
p2 − 1

)
+ 1 + 1

]
= 0 =⇒ E[N ] =

1

p4q3
+

1

p2q
.

(2) 赌徒所选机制：以 $1 赌 H → 以 $ 1
p 赌 T → 以 $ 1

pq 赌 H → 以 $ 1
p2q 赌 T → 以 $ 1

p2q2 赌 H → 以
$ 1
p3q2 赌 T → 以 $ 1

p3q3 赌 H. 用 N 表示所求花样首次出现时刻, 则前 N − 7 赌徒累计输 $(N − 7),
赌徒 N − 6 输累计赢 $

(
1

p4q3 − 1
)

, 赌徒 N − 5 累计输 $1, 赌徒 N − 4 累计赢 $
(

1
p3q2 − 1

)
, 赌徒

N − 3 累计输 $1, 赌徒 N − 2 累计赢 $
(

1
p2q − 1

)
, 赌徒 N − 1 累计输 $1, 赌徒 N 累计赢 $

(
1
p − 1

)
.

由鞅停止定理,

E
[
(N − 7)−

(
1

p4q3 − 1
)
+ 1−

(
1

p3q2 − 1
)
+ 1−

(
1

p2q − 1
)
+ 1−

(
1
p − 1

)]
= 0

=⇒ E[N ] =
1

p4q3
+

1

p3q2
+

1

p2q
+

1

p
.

习题 6.13 令 Zn =

n∏
i=1

Xi, 其中 Xi (i ⩾ 1) 是独立的随机变量, 满足 P(Xi = 2) = P(Xi = 0) = 1
2 . 令

N = min{n : Zn = 0}. 问鞅停止定理是否可用？若可以, 能得到什么结论？若不行, 说明原因.

解答 不能用. 假设能用, 则 E[ZN ] = E[Z0] =
1
2 · 2 = 1, 但由 N 的定义, E[ZN ] = E[0] = 0, 矛盾.

习题 6.23 瓮中最初有一个白球和一个黑球, 每一次从中抽取一个球, 并将其与一个同色的球放回瓮中.
用 Zn 表示第 n 次取放后瓮中白球比例.

(1) 证明：{Zn, n ⩾ 1} 是鞅.

(2) 证明：在瓮中白球比例曾达 3
4 的概率至多为

2
3 .

证明 (1) E[Zn+1 |Z1, · · · , Zn] = Zn · (n+ 2)Zn + 1

n+ 3
+ (1− Zn) ·

(n+ 2)Zn

n+ 3
= Zn.

(2) 由于 {Zn, n ⩾ 1} 为非负鞅, 由 Kolmogorov 下鞅不等式,

P
(
max{Z1, · · · , Zn} > 3

4

)
⩽ E[Zn]

3
4

=
4

3
E[Z1] =

4

3
· 1
2
=

2

3
.

习题 6.24 独立地抛掷硬币. 假设 A 认为 P(H) = a, 假设 B 为 P(H) = b, 其中 0 < a, b < 1. 用 Xi 表示
第 i 次抛掷结果, 并令

Zn =
P(X1, · · · , Xn |A)

P(X1, · · · , Xn |B)
.

证明若假设 B 正确, 则

(1) {Zn, n ⩾ 1} 是鞅.

(2) lim
n→∞

Zn a.s. 存在.

(3) 若 b ̸= a, 求 lim
n→∞

Zn.
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解答 (1) 不妨令 Xi = 1{第 i 次为 H}. 利用 Zn+1 = Zn · P(Xn+1 |A)

P(Xn+1 |B)
可得

E[Zn+1 |Z1, · · · , Zn] = Zn · E
[
P(Xn+1 |A)

P(Xn+1 |B)

]
= Zn · E

[
aXn+1(1− a)1−Xn+1

bXn+1(1− b)1−Xn+1

]
= Zn

[
a

b
· b+ 1− a

1− b
· (1− b)

]
= Zn.

(2) 由鞅收敛定理, 非负鞅必收敛.

(3) 定义随机变量 Y 使得 P
(
Y = a

b

)
= b,P

(
Y = 1−a

1−b

)
= 1−b,令 Y1, Y2, · · ·

iid∼ Y ,则 Zn+1 = ZnYn+1 =

Zn−1Yn+1Yn = · · ·Z1Yn+1Yn · · ·Y2 = Yn+1Yn · · ·Y1. 于是

lnZn+1

n+ 1
=

1

n+ 1

n+1∑
i=1

lnYi 大数定律
n→∞

E[Y ] = b ln a

b
+ (1− b) ln 1− a

1− b

< ln
(
b · a

b
+ (1− b) · 1− a

1− b

)
= 0.

故
lnZn

n

n→∞ −λ < 0 =⇒ Zn = e−λn+o(n) n→∞
0.

习题 8.1 用 {X(t), t ⩾ 0} 表示标准 Brown 运动过程. 令 Y (t) = tX
(
1
t

)
.

(1) 求 Y (t) 的分布.

(2) 求 Cov(Y (s), Y (t)).

(3) 证明 {Y (t), t ⩾ 0} 亦为 Brown 运动过程.

(4) 令 T = inf{t > 0 : X(t) = 0}, 用 (3) 证明 P(T = 0) = 1.

解答 (1) X
(
1
t

)
∼ N

(
0, 1

t

)
=⇒ Y (t) ∼ N(0, t).

(2) Cov(Y (s), Y (t)) = stCov
(
X
(
1
s

)
, X
(
1
t

))
= stmin

{
1
s ,

1
t

}
= min{s, t}.

(3) 我们通过 Brown 运动过程的等价定义完成验证. 由 (1) 与 (2), 只需再证 {Y (t), t ⩾ 0} 为 Gauss 过
程：对任意 0 < t1 < t2 < · · · < tn, X

(
1
t1

)
−X

(
1
t2

)
, · · · , X

(
1

tn−1

)
−X

(
1
tn

)
, X
(

1
tn

)
为独立正态

分布随机变量列, 因而 (Y (t1), · · · , Y (tn)) 作为它们的线性组合服从多元正态分布.

(4) 由于 {Y (t), t ⩾ 0} 为 Brown 运动过程, 对任意 ε > 0,

P
(
Y (t) ̸= 0, ∀t ∈

[
1
ε ,+∞

])
= 0,

也即
P(T > ε) = P(X(t) ̸= 0, ∀t ∈ [0, ε]) = 0,

故 P(T = 0) = 1− P(T > 0) = 1.

习题 8.4 用 {Z(t), t ⩾ 0} 表示 Brown 桥过程. 证明：令

X(t) = (t+ 1)Z
(

t
t+1

)
,

则 {X(t), t ⩾ 0} 为 Brown 运动过程.
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证明 我们通过 Brown 运动过程的等价定义完成验证.

(1) 当 t ⩾ 0 时, t
t+1 ∈ [0, 1), 因此 E[X(t)] = (t+ 1)E

[
Z
(

t
t+1

)]
= 0.

(2) 对 0 ⩽ s < t, 由于 0 ⩽ s

s+ 1
<

t

t+ 1
< 1, 我们有

Cov(X(s), X(t)) = (s+ 1)(t+ 1)Cov
(
Z
(

t
t+1

)
, Z
(

s
s+1

))
= (s+ 1)(t+ 1) s

s+1

(
1− t

t+1

)
= s.

(3) 对任意 0 ⩽ t1 < · · · < tn, 由
(
Z
(

t1
t1+1

)
, · · · , Z

(
tn

tn+1

))
服从多元正态分布知 (X(t1), · · · , X(tn))

服从多元正态分布.

习题 8.5 随机过程 {X(t), t ⩾ 0} 称为平稳过程, 若

(X(t1), · · · , X(tn))
d

(X(t1 + a), · · · , X(tn + a)), ∀n, a, t1, · · · , tn.

(1) 证明：Gauss 过程为平稳过程当且仅当 Cov(X(s), X(t)) 仅依赖于 t− s (s ⩽ t), 且 E[X(t)] ≡ c.

(2) 设 {X(t), t ⩾ 0} 为 Brown 运动过程, 定义

V (t) = e−αt
2 X

(
αeαt

)
.

证明 {V (t), t ⩾ 0} 为平稳的 Gauss 过程. 它称为 Ornstein-Uhlenbeck 过程.

证明 (1) (⇒) 对 0 ⩽ s < t, 由平稳性, Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(0), X(t− s)) 仅依赖于 t − s, 且
E[X(t)] ≡ E[X(0)].

(⇐) (X(t1), · · · , X(tn)) 与 (X(t1 + a), · · · , X(tn + a)) 均服从多元正态分布, 且其均值向量与协方
差矩阵均相同, 因此二者同分布.

(2) 由于

E[V (t)] = e−αt
2 E
[
X
(
αeαt

)]
= 0,

Cov(V (s), V (t)) = e−
α(s+t)

2 Cov
(
X(αeαs), X

(
αeαt

))
= e−

α(t−s)
2 , ∀0 ⩽ s < t,

而 Brown 运动过程是 Gauss 过程, 由 (1) 即得证.

习题 8.7 用 {X(t), t ⩾ 0} 表示标准 Brown 运动过程. 求下列随机变量的分布：

(1) |X(t)|.

(2)
∣∣∣∣ min
0⩽s⩽t

X(s)

∣∣∣∣.
(3) max

0⩽s⩽t
X(s)−X(t).

解答 (1) 对 y ⩾ 0, P(|X(t)| > y) = P(X(t) > y) + P(X(t) < −y) = 2P(X(t) > y).

(2) 对 y ⩾ 0,

P
(∣∣∣∣ min

0⩽s⩽t
X(s)

∣∣∣∣ > y

)
= P

(
min
0⩽s⩽t

X(s) > y

)
+ P

(
min
0⩽s⩽t

X(s) < −y

)
= P

(
min
0⩽s⩽t

X(s) < −y

)
= P

(
max
0⩽s⩽t

X(s) ⩾ y

)
= P(Ty ⩽ t) = 2P(X(t) ⩾ y).
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(3) 由对偶原理, 对 v ⩾ 0 与 u ⩽ v, 有

P
(

max
0⩽s⩽t

X(s) > v,X(t) ⩽ u

)
= P(X(t) > 2v − u) =

∫ +∞

2v−u

1√
2πt

e− x2

2t dx,

因此将
∂2

∂u∂v
作用于

F (u, v) := P
(

max
0⩽s⩽t

(X) ⩽ v,X(t) ⩽ u

)
= P(X(t) ⩽ u)− P

(
max
0⩽s⩽t

X(s) > v,X(t) ⩽ u

)
即得

f(u, v) :=
∂2

∂u∂v
F (u, v) =

2(2v − u)

t
· 1√

2πt
e−

(2v−u)2

2t .

故对 y ⩾ 0, 有

P
(

max
0⩽s⩽t

X(s)−X(t) ⩽ y

)
=

∫∫
0⩽v⩽u+y

u⩽v

f(u, v) du dv

µ=v

λ=v−u
∫ y

0

∫ +∞

0

2(λ+ µ)

t
√
2πt

e−
(λ+µ)2

2t dµ dλ

x=µ+λ
∫ y

0

∫ +∞

λ

2x

t
√
2πt

e− x2

2t dx dλ

=

∫ y

0

2√
2πt

e−λ2

2t dλ

= P(|X(t)| ⩽ y).

习题 8.9 用 {X(t), t ⩾ 0} 表示标准 Brown 运动过程. 令 M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s), 证明

P(M(t) > a |M(t) = X(t)) = e− a2

2t , a > 0.

证明 令 V (t) = M(t)−X(t), 由习题 8.7 (3) 可知 V (t) 的概率密度函数

fV (t)(y) =
2√
2πt

e−
y2

2t , y ⩾ 0.

而 M(t) 与 V (t) 的联合密度函数

fM(t),V (t)(m, v) = fM(t),X(t)(m− v,m)
习题 8.7 (3) 2[2m− (m− v)]

t
· 1√

2πt
e−

[2m−(m−v)]2

2t

=
2(m+ v)

t
· 1√

2πt
e−

(m+v)2

2t .

因此对 a > 0,

P(M(t) > a |M(t) = X(t)) = P(M(t) > a |V (t) = 0) =

∫ +∞

a

fM(t),V (t)(m, 0)

fV (t)(0)
dm

=

∫ +∞

a

2m
t · 1√

2πt
e−m2

2t

2√
2πt

dm =

∫ +∞

a

m

t
e−m2

2t dm
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= e−m2

2t

∣∣∣a
+∞

= e− a2

2t .

习题 8.10 用 {X(t), t ⩾ 0} 表示标准 Brown 运动过程. 求 Tx = inf{t ⩾ 0 : X(t) = x} 的密度函数.

解答 对 t > 0, 由

P(Tx ⩽ t) = 2P(X(t) ⩾ |x|) =
∫ +∞

|x|

2√
2πt

e−u2

2t du
u=

√
tv
∫ +∞

|x|√
t

2√
2π

e− v2

2 dv

即得 Tx 的密度函数

fTx
(t) =

∂

∂t

∫ +∞

|x|√
t

2√
2π

e− v2

2 dv =
|x|√
2πt3

e− x2

2t .

习题 8.14 用 Tx 表示标准 Brown 运动过程首次击中 x 的时刻, 求 P(T1 < T−1 < T2).

解答 我们有

P(T1 < T−1 < T2) = P(T1 < T−1)P(T−1 < T2 |T1 < T−1) =
1

2
P(T−2 < T1) =

1

2
· 1
3
=

1

6
.
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