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习题 1 计算Wigner半圆律
w(x) =

1

2π

√
4− x2, −2 ⩽ x ⩽ 2

的 k阶矩.

解答 设 X ∼ w(x).

(1) 若 k为奇数, E
[
Xk
]
=

∫ 2

−2

xkw(x)dx = 0.

(2) 若 k为偶数,设 k = 2m,则

E
[
Xk
]
=

1

2π

∫ 2

−2

x2m
√

4− x2 dx =
1

2π

∫ 2

0

(
x2
)m− 1

2
(
4− x2

) 1
2 dx2

x2=4t 1

2π

∫ 1

0

(4t)m− 1
2 (4− 4t)

1
2 d(4t) = 22m+1

π

∫ 1

0

tm− 1
2 (1− t)

1
2 dt

=
22m+1

π
B
(
m+

1

2
,
3

2

)
=

22m+1

π
·
Γ
(
m+ 1

2

)
Γ
(
3
2

)
Γ(m+ 2)

=
22m+1

π
·

Γ(2m)Γ
(
3
2

)
22m−1√

π
Γ(m)Γ(m+ 2)

=
4√
π
·

(2m− 1)!
√
π
2

(m− 1)!(m+ 1)!

=
1

m+ 1

(
2m

m

)
.

习题 2 (Gaussian Unitary Ensemble, GUE) 复矩阵 X = (xij)
n
i,j=1, {Rexij , Imxij}ni,j=1

iid∼ N(0, 1),令

H =
1

2
(X +X∗).

证明：

(1) H 矩阵元联合密度为
f(H) = 2−

n
2 π−n2

2 e− 1
2 trH2

.

(2) 酉群不变性,即任给酉矩阵 U ∈ U(n)有

UHU−1 D
H.

证明 (1) 设 H = (hji)
n
i,j=1, 则 hii = Rexii ∼ N(0, 1), hij =

Rexij + i Imxij + Rexji + i Imxji
2

∼
NC(0, 1).故

f(H)dH =

n∏
i=1

1√
2π

e−
h2
ii
2 dhii

∏
1⩽i<j⩽n

1

π
e−|hij |2 dhij ,

这里 dH =
∏

1⩽i⩽j⩽n

dhij .因此 H 矩阵元联合密度为

f(H) =

n∏
i=1

1√
2π

e−
h2
ii
2

∏
1⩽i<j⩽n

1

π
e−|hij |2 = 2−

n
2 π−n2

2

n∏
i,j=1

e−
|hij |2

2 = 2−
n
2 π−n2

2 e− 1
2 trH2

.

(2) 一方面,对任意 U ∈ U(n), tr
((
UHU−1

)2)
= tr

(
UH2U−1

)
= tr

(
H2U−1U

)
= trH2;另一方面,线性
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变换 H 7→ UHU−1 的 Jacobi矩阵为 U ⊗ U ,设 P,Q ∈ U(n)分别将 U,U 酉对角化：

PUP−1 = In, QUQ−1 = In,

则

det
(
U ⊗ U

)
= det

(
(P ⊗Q)

(
U ⊗ U

)
(P ⊗Q)

−1
)
= det

((
PUP−1

)
⊗
(
QUQ−1

))
= det(In ⊗ In) = 1.

故 UHU−1 D
H .

习题 3 (Wishart 模型) X = (xij)1⩽i⩽p,1⩽j⩽n, {xij}
iid∼ N(0, 1),假设 α = n− p ⩾ 0, α固定,证明：

1

p
E
[
tr
(
XXT

p

)m]
→ Cm =

1

m+ 1

(
2m

m

)
.

证明 首先

1

p
E
[
tr
(
XXT

p

)m]
=

1

pm+1

∑
1⩽i1,··· ,im⩽p
1⩽j1,··· ,jm⩽n

E[xi1j1xi2j1xi2j2 · · ·ximjmxi1jm ].

由于 {xij}
iid∼ N(0, 1),只需考虑每条出现的“边”至少出现两次的求和项.将每一个求和项视作顶点集

{i1, · · · , im}与 {j1, · · · , jm}上的二部图,总边数为 2m.分别用 ni, nj 表示这两个顶点集中互异顶点的个
数,则 ni + nj ⩽ m+ 1.

(1) 若 ni + nj ⩽ m.

¬ 对 i = (i1, · · · , im) 定义用以描述 i 中相同分量分布的 ti, 例如, 若 i = (2, 5, 2, 1, 1), 则 ti =
(1, 2, 1, 3, 3).类似地,对 j定义 tj.由于 {xij}

iid∼ N(0, 1),具有相同 ti, tj 的顶点集对应的求和项
相同.

 若某个 ti对应 ni个不同的顶点,具有这样的 ti的 i的可能数 p(p− 1) · · · (p− ni + 1) < pni .同
理,若某个 tj对应 nj 个不同的顶点,具有这样的 tj的 j的可能数 n(n−1) · · · (n−nj +1) < nnj .
故 ni + nj ⩽ m对应的可能数不超过 pninnj = pni(p + α)nj < Cpni+nj ⩽ Cpm,这里 C 是一
个依赖于m,α但与 p无关的常数.

® ni + nj ⩽ m的所有类型对题中 LHS的贡献为 1

pm+1
O(pm) = O

(
1
p

) p→∞
0.

(2) 若 ni + nj = m+ 1.

¬ 此二部图共有m条边,从而是树,因此

1

pm+1
E[xi1j1xi2j1xi2j2 · · ·ximjmxi1jm ] =

1

pm+1
[Var(X1)]

m =
1

pm+1
.

 若某个 ti 对应 ni 个顶点, 某个 tj 具有 nj 个顶点, 具有这样的 ti, tj 的 i, j 的可能数为 p(p −
1) · · · (p− ni + 1)n(n− 1) · · · (n− nj + 1).由于 α = n− p ⩾ 0为定值,当 p→ ∞时 n ≈ p,因
此 ni + nj = m+ 1类型的可能数为 pninnj + o(1) = pm+1 + o(1).

® 由上述讨论知 LHS
p→∞

#{(ti, tj) : 对应的 ni + nj = m+ 1}.每一闭路 i1j1i2j2 · · · imjmi1均
对应于一个长度为 2m的类型序列,其第 j 项为前 j 次移动中首次经过的边的数目与非首次经
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过的边的数目,例如 132524231的类型序列为 12323210.我们关注的情形对应的类型序列总是
起始于 1而终止于 0,且相邻两项相差 ±1.注意到类型序列中奇数项意味着经过这次移动后到
达 j 顶点集,偶数项则意味着到达 i顶点集.

¯ 注意到我们关注的 (ti, tj)一一对应于长度为 2m的类型序列,记此数目为 βm.设一个长为 2m

的类型序列在第 2j 处首次变为 0,则从第 2j + 1到第 2m处为一个长为 2m − 2j 的类型序列,
而通过将前 2j 的子序列去除首尾、余下每个数 −1,可将该长为 2j 的 (有限制的)类型序列对
应于长为 2j − 2的 (无限制的)类型序列.补充定义 β0 = 1,则有递推关系

βm =

m∑
j=1

βj−1βm−j .

由此可得

β1 = β2
0 = 1 = C1,

β2 = 2β0β1 = 2 = C2,

β3 = 2β2 + β2
1 = 5 = C3,

· · ·

一般地,由 Catalan数满足递推关系 Cm =

m∑
j=1

Cj−1Cm−j 及 C0 = 1可知 βm = Cm.

综上所述,我们证明了
1

p
E
[
tr
(
XXT

p

)m]
→ Cm =

1

m+ 1

(
2m

m

)
.

习题 4 实对称Wigner矩阵 An = (aij)
n
i,j=1, {aij : i ⩽ j}独立, E[aij ] = 0, Var(aij) = 1,高阶矩一致有

界,令
‖An‖2 = sup

∥v∥=1,v∈Rn

‖Anv‖.

证明：对任意 δ > 0有
lim
n→∞

P
(
‖An‖2 ⩾ n

1
2+δ
)
= 0.

证明 利用
max

i
[λi(An)]

2k ⩽
∑
i

[λi(An)]
2k = tr

(
A2k

n

)
与 ‖An‖2 = max

i
σi(An) = max

i
|λi(An)|即得

P
(
‖An‖2 ⩾ n

1
2+δ
)
= P

(
max

i
|λi(An)| ⩾ n

1
2+δ
)
= P

(
max

i
[λi(An)]

2k ⩾ n2k(
1
2+δ)

)
⩽ P

(
tr
(
A2k

n

)
⩾ n2k(

1
2+δ)

)
,

再由Markov不等式,

P
(
‖An‖2 ⩾ n

1
2+δ
)
⩽ P

(
tr
(
A2k

n

)
⩾ n2k(

1
2+δ)

)
⩽

E
[
tr
(
A2k

n

)]
n2k(

1
2+δ)

.
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而
1

n
E

[
tr
(
An√
n

)2k
]
=

1

nk+1
E
[
tr
(
A2k

n

)] n→∞
Ck =

1

k + 1

(
2k

k

)
=⇒ E

[
tr
(
A2k

n

)]
∼ Ckn

k+1,

因此只需取满足 2kδ > 1的正整数 k即可得结论.

习题 5 (Hermite Wigner 矩阵)

An = (aij)
n
i,j=1, An = A∗

n,

▷ 实 {aii}
iid∼ Y .

▷ {Re aij , Im aij}i<j

iid∼ Z.
▷ {aii : 1 ⩽ i ⩽ n} ∪ {Re aij , Im aij : 1 ⩽ i < j ⩽ n}独立.
▷ E[Y ] = 0,E[Z] = 0,Var(Y ) < +∞,Var(Z) = 1

2
.

▷ E
[
|Y |k

]
,E
[
|Z|k

]
< +∞, ∀k ⩾ 3.

证明：类似于实Wigner矩阵情形,我们有

1

n
E

[
tr
(
An√
n

)k
]
→ γk =

∫ 2

−2

xk
1

2π

√
4− x2 dx.

证明 首先
tr
(
Ak

n

)
=

∑
i1,i2,··· ,ik

ai1i2ai2i3 · · · aiki1 .

由于 E[Y ] = E[Z] = 0,因此只需考虑每条出现的“边”至少出现两次的求和项.

(1) 若 k为奇数,设 k = 2m+ 1,则每个求和项至多有m条“边”,从而至多有m+ 1个“顶点”.注意
到 Y, Z 的各阶矩均有限,因此

LHS =
1

nm+ 3
2

O
(
nm+1

)
= O

(
1√
n

)
n→∞

0 = γk.

(2) 若 k为偶数,设 k = 2m,则每个求和项中每条“边”恰出现两次,且恰有m+ 1个“顶点”.对这样
的不自交路径 (i1, i2, · · · , i2m−1, i2m)构造随机游走 (b1, b2, · · · , b2m)：令

bj =

1, 若 ijij+1 在游走中首次出现,

−1, 其他.

令 Si = Si−1 + bi, S0 = 0, 则对称随机游走 {Sn} 从 0 出发经过 2m 步回到 0, 且 Si ⩾ 0 (i =

1, · · · , 2m),这样的轨道数为 Cm.因此

LHS =
Cm

nm+1
n(n− 1) · · · (n−m) + o(1)

n→∞
Cm = γk.

习题 6 证明标准正态分布被其矩序列决定.

证明 标准正态分布的 k阶矩为

γk =

0, k为奇数,

(k − 1)!!, k为偶数.
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由Wallis公式与 Stirling公式可知,当 k → ∞时,

1

k
γ

1
2k

2k =
1

k
[(2k − 1)!!]

1
2k ∼

(
2kk!√
kπ

) 1
2k

k
=

√
2
(

k!√
kπ

) 1
2k

k
∼

√
2

[√
2kπ( k

e )
k

√
kπ

] 1
2k

k
=

2
1
4k+ 1

2

√
ke

→ 0,

这说明标准正态分布的矩序列满足 Riesz条件,因此标准正态分布被其矩序列决定.

习题 7 求Wigner半圆律
ρ(x) =

1

2π

√
4− x2, x ∈ [−2, 2]

的 k阶矩,并验证其决定 ρ(x).

解答 习题 1已求得Wigner半圆律的 k阶矩为

γk =


0, k为奇数,

1

m+ 1

(
2m

m

)
, k = 2m.

由 Stirling公式,当 k → ∞时,

1

k
γ

1
2k

2k ∼ 1

k

 1

k + 1
·
√
4kπ

(
2k
e
)2k[√

2kπ
(
k
e
)k]2


1
2k

∼ 2

k
(kπ)−

1
4k ∼ 2

k
→ 0,

这说明矩序列 {γk}满足 Riesz条件,因此其决定了 ρ(x).

习题 8 序列 γ2k+1 = 0, γ2k = 1是否对应随机变量矩序列？

解答 由于 lim sup
k→∞

1

k
γ

1
2k

2k < +∞,满足 Riesz条件.假设矩序列 {γk}对应于随机变量 X ,则其特征函数

ϕX(t) = E
[
eitX

]
=

∞∑
k=0

E
[
(itX)k

k!

]
=

∞∑
k=0

(it)kγk
k!

=

∞∑
m=0

(−1)mt2m

(2m)!
= cos t,

这是两点分布 P(X = 1) = P(X = −1) =
1

2
的特征函数.

习题 9 设 {Xk}为独立同分布随机变量序列, E[X1] = 0,Var(X1) = 1,E
[
|X1|3

]
< ∞,试用 Lindeberg

替换法证明 CLT的收敛速度

sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
(

1√
n

n∑
k=1

Xk ⩽ t

)
− Φ(t)

∣∣∣∣∣ = O
(
n−

1
8

)
,

这里 Φ(t)表示标准正态分布函数.附注：右边的指数 1
8 可以改进到最优指数

1
2 .

证明 取截断函数 φ(x),使得当 x ⩽ 0时 φ(x) = 1,当 x ⩾ 1时 φ(x) = 0,且 φ(x) ∈ C∞(R).令

φt−ε,ε(x) = φ
(
x−t+ε

ε

)
, φt,ε(x) = φ

(
x−t−ε

ε

)
.
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t− ε t t+ ε

1

x

如上图,有 1(−∞,t−ε](x) ⩽ φt−ε,ε(x) ⩽ 1(−∞,t](x) ⩽ φt,ε(x) ⩽ 1(−∞,t+ε](x),且

∣∣φ′′′
t−ε,ε(x)

∣∣ = 1

ε3
∣∣φ′′′(x−t+ε

ε

)∣∣ = O
(
ε−3
)
,
∣∣φ′′′

t,ε(x)
∣∣ = 1

ε3
∣∣φ′′′(x−t−ε

ε

)∣∣ = O
(
ε−3
)
.

取与 {Xk}独立的随机变量列 Y, Y1, Y2, · · ·
iid∼ N(0, 1),令

Zn,k =
∑

1⩽i<k

Xi +
∑

k<i⩽n

Yi,

则

Zn,n +Xn =

n∑
i=1

Xi, Zn,1 + Y1 =

n∑
i=1

Yi,

Zn,k +Xk = Zn,k+1 + Yk+1, k = 1, 2, · · · , n− 1.

记 Sn =

n∑
k=1

Xk,则

E
[
φt,ε

(
Sn√
n

)]
− E[φt,ε(Y )] =

n∑
k=1

{
E
[
φt,ε

(
Zn,k +Xk√

n

)]
− E

[
φt,ε

(
Zn,k + Yk√

n

)]}
,

对任意取定的 k, Zn,k 与 Xk, Yk 独立,从而

E
[
φ′
t,ε

(
Zn,k√
n

)
Xk − Yk√

n

]
= E

[
φ′′
t,ε

(
Zn,k√
n

)
X2

k − Y 2
k

n

]
= 0.

经 Taylor展开可知

E
[
φt,ε

(
Sn√
n

)]
− E[φt,ε(Y )] = n ·O

(
E
[
|X|3

]
+ E

[
|Y |3

]
n

3
2

ε−3

)
= O

(
n−

1
2 ε−3

)
.

同理

E
[
φt−ε,ε

(
Sn√
n

)]
− E[φt−ε,ε(Y )] = O

(
n−

1
2 ε−3

)
.

故

P
(
Sn√
n
⩽ t

)
= E

[
1(−∞,t]

(
Sn√
n

)]
⩽ E

[
φt,ε

(
Sn√
n

)]
= E[φt,ε(Y )] +O

(
n−

1
2 ε−3

)
⩽ E

[
1(−∞,t+ε](Y )

]
+O

(
n−

1
2 ε−3

)
= Φ(t+ ε) +O

(
n−

1
2 ε−3

)
.
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同理可得

P
(
Sn√
n
⩽ t

)
= E

[
1(−∞,t]

(
Sn√
n

)]
⩾ E

[
φt−ε,ε

(
Sn√
n

)]
= E[φt−ε,ε(Y )] +O

(
n−

1
2 ε−3

)
⩾ E

[
1(−∞,t−ε](Y )

]
+O

(
n−

1
2 ε−3

)
= Φ(t− ε) +O

(
n−

1
2 ε−3

)
.

综上可得

P

(
1√
n

n∑
k=1

Xk ⩽ t

)
= Φ(t) +O

(
ε+ n−

1
2 ε−3

)
,

取 ε = n−
1
8 就有

P

(
1√
n

n∑
k=1

Xk ⩽ t

)
− Φ(t) = O

(
n−

1
8

)
=⇒ sup

t∈R

∣∣∣∣∣P
(

1√
n

n∑
k=1

Xk ⩽ t

)
− Φ(t)

∣∣∣∣∣ = O
(
n−

1
8

)
.

习题 10 对取值 0和 1的 Bernoulli分布求熵.

解答 记 p = P(X = 1),则 H(X) = −p ln p− (1− p) ln(1− p).

习题 11 投掷两枚均匀的骰子, X 表示骰子点数之和,求熵 H(X).

解答 用 Xi 表示第 i枚骰子的点数 (i = 1, 2),则 X = X1 +X2 的概率母函数

GX(s) = [GX1
(s)]2 =

(
6∑

k=1

sk

6

)2

=

[
1

6
·
s
(
1− s6

)
1− s

]2

=
s12

36
+
s11

18
+
s10

12
+
s9

9
+

5s8

36
+
s7

6
+

5s6

36
+
s5

9
+
s4

12
+
s3

18
+
s2

36
.

由此可得

H(X) = −2

(
1

36
ln 1

36
+

1

18
ln 1

18
+

1

12
ln 1

12
+

1

9
ln 1

9
+

5

36
ln 5

36

)
− 1

6
ln 1

6

=
23

18
ln 2 + 5

3
ln 3− 5

18
ln 5.

习题 12 离散型随机变量 X ,证明任给一元 Borel可测函数 g,均有 H(g(X)) ⩽ H(X).

证明 我们有

H(g(X)) = −
∑
i

P(g(X) = i) lnP(g(X) = i)

= −
∑
i

 ∑
x:g(x)=i

P(X = x)

 ln

 ∑
x:g(x)=i

P(X = x)


⩽ −

∑
i

∑
x:g(x)=i

P(X = x) lnP(X = x)

= −
∑
x

P(X = x) lnP(X = x)

= H(X).
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习题 13 令 D = {x : f(x) > 0},证明结论 (2)和 (3).

(1) D = (−∞,+∞), E[X] = 0, Var(X) = 1,正态分布熵最大,为 ln
√
2πe.

(2) D = (0,+∞), E[X] =
1

λ
,指数分布 Exp(λ)熵最大,为 ln e

λ
.

(3) D = (0, a),均匀分布熵最大,为 ln a.

证明 由 Gibbs不等式,对概率密度函数 f(x), g(x),有∫
R
[f(x)− f(x) ln f(x)]dx ⩽

∫
R
[g(x)− f(x) ln g(x)]dx.

(2) 取 g(x) = λe−λx,若
∫
R
xf(x)dx =

1

λ
,则有

−
∫
R
f(x) ln f(x)dx ⩽ −

∫
R
f(x) ln

(
λe−λx

)
dx = − lnλ+ λ

∫
R
xf(x)dx = ln e

λ
,

后者恰为指数分布 Exp(λ)的熵.

(3) 取 g(x) =
1

a
1[0,a](x),则有

−
∫ a

0

f(x) ln f(x)dx ⩽ −
∫ a

0

f(x) ln 1

a
dx = ln a,

后者恰为均匀分布 U(0, a)的熵.

习题 14 µ1(Ω)表示有限样本空间 Ω上的概率分布 (测度)全体,对 µ ∈ µ1(Ω)其熵

H(µ) = −
∑
ω∈Ω

µ(ω) lnµ(ω).

试证对 µ, ν ∈ µ1(Ω), α ∈ [0, 1]有

H(αµ+ (1− α)ν) ⩾ αH(µ) + (1− α)H(ν).

证明 令 f(x) = −x lnx,则 f ′(x) = − lnx− 1, f ′′(x) = − 1

x
< 0 (0 < x < 1),因此 f(x)为 (0, 1)上的凹

函数.对任意 ω ∈ Ω,有

−[αµ+ (1− α)ν](ω) ln[αµ+ (1− α)ν](ω) ⩾ −αµ(ω) lnµ(ω)− (1− α)ν(ω) ln ν(ω).

由此对 ω ∈ Ω求和即得证.

习题 15 设维数 d = 1,周期 Ising模型对应的 Hamilton量为

H(σ) = −J
N∑

k=1

σkσk+1 − h

N∑
k=1

σk,

其中 σN+1 = σ1,考虑MN =

N∑
k=1

σk.
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(1) 证明：对一般的磁化强度 h,我们有

MN

N

P sinh(βh)√
e−4βJ + sinh2(βh)

.

(2) 对一般的磁化强度 h, MN

N
对应的中心极限定理定理是否仍然成立？

证明 考虑

E
[
ez

MN
Nδ

]
=

∑
σ1,··· ,σN

ez
MN
Nδ

1

ZN ;β,h
e−βH(σ)

=
1

ZN ;β,h

∑
σ1,··· ,σN

exp
{

z

N δ

N∑
k=1

σk + βJ

N∑
k=1

σkσk+1 + βh

N∑
k=1

σk

}

=
1

ZN ;β,h

∑
σ1,··· ,σN

exp
{
βJ

N∑
k=1

σkσk+1 + β

(
h+

z

βN δ

) N∑
k=1

σk

}

=
ZN ;β,h+ z

βNδ

ZN ;β,h
,

我们有

ZN ;β,h = tr

eβ(J+h) e−βJ

e−βJ eβ(J−h)


N

=
(
λ+h
)N

+
(
λ−h
)N
,

其中转移矩阵的两特征值

λ+h = eβJ
(
cosh(βh) +

√
sinh2(βh) + e−4βJ

)
,

λ−h = eβJ
(
cosh(βh)−

√
sinh2(βh) + e−4βJ

)
.

由于
∣∣λ+h ∣∣ > ∣∣λ−h ∣∣,当 N → ∞时,

E
[
ez

MN
Nδ

]
=

(
λ+h+ z

βNδ

)N

+

(
λ−h+ z

βNδ

)N

(
λ+h
)N

+
(
λ−h
)N ∼

λ+h+ z

βNδ

λ+h

N

=

1 +
λ+h+ z

βNδ
− λ+h

λ+h

N

.

(1) 取 δ = 1,有

E
[
ez

MN
N

]
∼

(
1 +

λ+h+ z
βN

− λ+h

λ+h

)N

∼

1 +

z
βN · dλ+

h

dh

λ+h

N

=

1 +

z
β · d lnλ+

h

dh
N

N

N→∞ exp
(
z

β
·
d lnλ+h
dh

)
,

这说明
MN

N

P 1

β
·
d lnλ+h
dh =

sinh(βh)√
e−4βJ + sinh2(βh)

.
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(2) 记 µ =
1

β
·
d lnλ+h
dh .取 δ =

1

2
,有

E
[
ez

MN−Nµ√
N

]
∼

1 +
λ+h+ z

β
√

N

− λ+h

λ+h

N

e−z
√
Nµ ∼

1 +

dλ+
h

dh · z
β
√
N

+ 1
2 · d2λ+

h

dh2 · z2

β2N

λ+h

N

e−z
√
Nµ

= exp

N ln

1 +

dλ+
h

dh · z
β
√
N

+ 1
2 · d2λ+

h

dh2 · z2

β2N

λ+h

− z
√
Nµ


∼ exp

(
1

2λ+h
·
d2λ+h
dh2 · z

2

β2

)
.

因此
MN −Nµ

B
√
N

D
N(0, 1),

其中

B2 =
1

λ+h β
2
·
d2λ+h
dh2 =

cosh(βh) + e4βJ sinh2(βh)
√
sinh2(βh) + e−4βJ√

sinh2(βh) + e−4βJ
[
e4βJ sinh2(βh) + 1

]

习题 16 证明：存在 c−, c+ > 0,使得对任意m ∈ AN :=
{
−1 + 2k

N : k = 0, 1, · · · , N
}
,均有

c−N
− 1

2 eNS(m) ⩽
(

N
1+m
2 N

)
⩽ c+N

1
2 eNS(m),

这里 S(m) = − 1−m
2 ln 1−m

2 − 1+m
2 ln 1+m

2 .

证明 当m = ±1时, S(m) = 0,
(

N
1+m
2 N

)
= 0,结论成立.当m ∈ AN \ {±1}时,由 Stirling公式可得渐

近展开

(
N

1+m
2 N

)
=

N !(
1+m
2 N

)
!
(
1−m
2 N

)
!
∼

√
2πN

(
N
e
)N√

2π
(
1+m
2 N

)( 1+m
2 N

e

) 1+m
2 N√

2π
(
1−m
2 N

)( 1−m
2 N

e

) 1−m
2 N

=

√
2

πN(1−m2)
eNS(m).

由此及 −1 + 1
N < m < 1− 1

N 即知结论成立.

习题 17 设 ζ : N → R>0.考虑如下对 Curie–Weiss模型 Hamilton量的修正 (h = 0)：

H(σ) = − d

ζ(N)

(
N∑
i=1

σi

)2

, µN ;β(σ) =
1

ZN ;β
e−βH(σ).

证明：

(1) 若 lim
N→∞

ζ(N)

N
= ∞,则对任意 β ⩾ 0, 1

N

N∑
i=1

σi
P

0.

(2) 若 lim
N→∞

ζ(N)

N
= 0,则对任意 β > 0, 1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

σi

∣∣∣∣∣ P
1.
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证明 首先

P

(
1

N

N∑
i=1

σi = m

)
= P

(
N∑
i=1

σi = Nm

)
=

1

ZN ;β
e

dβ
ζ(N)

(Nm)2
(

N
1+m
2 N

)
.

由习题 16中的渐近展开,对上式取对数即得

lnP
(

1

N

N∑
i=1

σi = m

)
= N

(
dβN

ζ(N)
m2 + S(m) + o(1)

)
.

(1) 若 lim
N→∞

ζ(N)

N
= ∞,上式 RHS以 S(m)为主项.利用凸函数 x lnx的 Jensen不等式可得 S(m)在

m = 0时取最大值 ln 2,因此当m 6= 0时,

lnP
(

1

N

N∑
i=1

σi = m

)
− lnP

(
1

N

N∑
i=1

σi = 0

)
= N(−λ+ o(1)), λ > 0,

也即

P

(
1

N

N∑
i=1

σi = m

)
= e−λN+o(N)P

(
1

N

N∑
i=1

σi = 0

)
, ∀m ∈ AN \ {0}.

故此时对任意 β ⩾ 0,有 1

N

N∑
i=1

σi
P

0.

(2) 若 lim
N→∞

ζ(N)

N
= 0,且 β > 0,上式 RHS以 dβN

ζ(N)
m2 为主项,由于 m ∈ [−1, 1],当 m2 = 1时主项最

大,同 (1)分析知此时 1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

σi

∣∣∣∣∣ P
1.

习题 18 对 Curie–Weiss模型证明：极限 ψCW
β (h) := lim

N→∞

1

N
lnZCW

N ;β,h存在,且关于 h为凸函数.进一步
证明：ψCW

β (h) = max
−1⩽m⩽1

{
βhm+ βdm2 + S(m)

}
.

证明 此时配分函数为

ZCW
N ;β,h =

∑
m∈AN

∑
σ∈ΩN :

1
N

N∑
i=1

σi=m

e−βHCW
N;β,h(σ) =

∑
m∈AN

(
N

1+m
2 N

)
eβdm2N+βhmN .

由习题 16中的渐近展开可得

1

N
ln
{(

N
1+m
2 N

)
eβdm2+βhmN

}
∼ S(m) + βdm2 + βhm.

取m0 ∈ [−1, 1]使此展开式 RHS取最大值,则其余m 6= m0 对应项均以指数速度小于m0 对应项,因此极
限 ψCW

β (h)存在,且 ψCW
β (h) = max

−1⩽m⩽1

{
βhm+ βdm2 + S(m)

}
.任取 h1, h2,有

ψCW
β

(
h1+h2

2

)
= max

−1⩽m⩽1

{
βmh1+h2

2 + βdm2 + S(m)
}

=
1

2
max

−1⩽m⩽1

{[
βh1m+ βdm2 + S(m)

]
+
[
βh2m+ βdm2 + S(m)

]}
⩽ 1

2

[
ψCW
β (h1) + ψCW

β (h2)
]
,
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故 ψCW
β (h)关于 h为凸函数.
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