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第一章 拾遗补阙篇

1.1 分块矩阵

下面引进一种方法, 把矩阵转变成一个与 Kronecker 乘积运算相容的向量.

定义 1.1.1 设 X =
(
x1 x2 · · · xn

)
∈ Fm×n. 算子 vec : Fm×n → Fmn 由

vecX =


x1

x2

...

xn

 ∈ Fmn

定义, 也就是说, vec 把 X 的列竖直地叠放在一起.

定理 1.1.2 设 A ∈ Fm×n, X ∈ Fn×p, B ∈ Fp×q. 那么 vec(AXB) =
(
BT ⊗ A

)
vecX.

证明 设 B = (bij) =
(
b1 b2 · · · bq

)
, X =

(
x1 x2 · · · xp

)
. 则 AXB 的第 k 列是

AXbk = A

p∑
i=1

bikxi =

p∑
i=1

(bikA)xi =
(
b1kA b2kA · · · bpkA

)
vecX =

(
bT
k ⊗ A

)
vecX.

把这些向量竖直地叠放在一起, 就得到

vec(AXB) =


bT
1 ⊗ A

bT
2 ⊗ A

...

bT
q ⊗ A

 vecX =
(
BT ⊗ A

)
vecX.

1
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1.2 矩阵在图论中的应用

例 1.2.1 考虑如下的网格图 G 的邻接矩阵 A = (aij)20×20. 把 A 的 400 个元素都写出来显然

很费事, 逐个指明 A 中所有 1 的位置也很麻烦, 而把 A 表示为分块矩阵的形式则相对容易

一些.

r r r r rr r r r rr r r r rr r r r rv1 v2 v3 v4 v5

v6 v10

v11 v15

v16 v17 v18 v19 v20

A =


P5 I5 O O

I5 P5 I5 O

O I5 P5 I5

O O I5 P5

 , P5 =



0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0


.

运用 Kronecker 乘积可写成 A = I4 ⊗ P5 + P4 ⊗ I5 (Pk 的具体定义见习题 2.2.4 证明).

1 5 10 15 20

1

5

10

15

20

1 5 10 15 20

1

5

10

15

20

图 1.1: 网格图 GridGraph[{5,4}] 对应的矩阵图

1.3 行列式的计算

1.3.1 反对称阵的行列式

命题 1.3.1 设 A 是奇数阶反对称阵, 则 |A| = 0.

证明 由于 A 的主对角元全为 0, 故只需考虑单项

T =
{
ak1,1ak2,2 · · · akn,n | {k1, · · · , kn}是 {1, · · · , n}的一个排列, 且ki 6= i (i = 1, · · · , n)

}
.
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定义映射

φ : T → T, ak1,1ak2,2 · · · akn,n 7→ a1,k1a2,k2 · · · an,kn .

由 A 是反对称阵可得 φ2 = IdT , 因此 φ 是双射. 断言 ak1,1ak2,2 · · · akn,n 和 a1,k1a2,k2 · · · an,kn
作为 |A| 的单项1不相同, 否则对第 1 个单项中任一元素 aki,i, 必能在第 2 个单项中找到与之

相等的元素 aj,kj , 也即 ki = j, kj = i. 因为 ki 6= i, 所以 i 6= j, 由此可将 {1, · · · , n} 划分成两

两一组的若干组, 但这与 n 为奇数矛盾. 将上述两个单项看成一组, 则易知它们在 |A| 中符号

相同. 因为 A 反对称, 所以 a1,k1a2,k2 · · · an,kn = (−1)nak1,1ak2,2 · · · akn,n = −ak1,1ak2,2 · · · akn,n.

从而每组和为 0, 于是 |A| = 0.

注 1.3.2 注意不能由

det (A) = det (AT) = det (−A) = (−1)n det (A)

及 n 为奇数得到 det (A) = 0. 这是因为 A 的元素所在数域 F 未知, 可能有 charF = 2, 此时

对任意 n 均有 (−1)n = 1.

引理 1.3.3 设 A = (aij) ∈ F2n×2n 为反对称阵, 则 |A| = f 2, 其中 f 是关于 aij (i < j) 的某

个多项式.

证明 对阶数 2n 进行归纳.

¬ 当 n = 1 时, A =

 0 a12

−a12 0

, |A| = a212, 结论成立.

 设结论对 2(n − 1) 阶反对称阵成立, 现证 2n 阶反对称阵的情形. 若 |A| = 0, 结论显

然成立. 下面不妨设 |A| 6= 0, 即 A 是 2n 阶非异反对称阵.

设 Cij 是去掉 A的第 i行和第 j 列得到的 2n−1阶子矩阵, Cij,ij 是去掉 A的第 i, j 行和

第 i, j 列得到的 2(n− 1) 阶子矩阵. 显然, 对任意的 i, j, Cij 和 Cij,ij 都是反对称阵. 设 A∗ 是

A 的伴随方阵, 则 AA∗ = A∗A = |A|I2n. 取行列式可得 |A||A∗| = |A|2n, 从而 |A∗| = |A|2n−1.

考虑如下矩阵乘积:

0 1 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

a31 a32 a33 · · · a3,2n
... ... ... ...

a2n,1 a2n,2 a2n,3 · · · a2n,2n





A11 A21 A31 · · · A2n,1

A12 A22 A32 · · · A2n,2

A13 A23 A33 · · · A2n,3

... ... ... ...

A1,2n A2,2n A3,2n · · · A2n,2n


1这里把一般的方阵 A = (aij) ∈ Fn×n 的元素 aij 看成是 n2 个未定元, 并把 |A| 看成是关于未定元 aij 的

多元多项式.
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=



A12 A22 A32 · · · A2n,2

A11 A21 A31 · · · A2n,1

0 0 |A| · · · 0
... ... ... ...

0 0 0 · · · |A|


,

取行列式即得

−|C12,12| · |A|2n−1 = (A12A21 − A11A22) · |A|2n−2.

由 C11, C22 是奇数阶反对称阵, 由命题 1.3.1 可知它们的行列式均为 0, 于是 A11 = A22 = 0.

又 C12 = −
(
CT)

21
,故 A12 = −|C12| = (−1)−1+2n−1

∣∣(CT)
21

∣∣ = −A21.从而 A2
12 = |C12,12| · |A|,

即 A12 =
»
|C12,12| · |A|(此处平方根为多值函数, 根据实际情况取正负号). 对任意的 i < j,

同理可证 Aij =
»

|Cij,ij| · |A|. 按 A 的第一行进行展开可得

|A| =
2n∑
j=2

a1jA1j =
2n∑
j=2

a1j
»

|C1j,1j| · |A|,

于是 »
|A| =

2n∑
j=2

a1j
»
|C1j,1j|.

因为 C1j,1j 是 2(n − 1) 阶反对称阵, 由归纳假设存在关于 aij (i < j) 的多项式 f1j, 使得

|C1j,1j| = f 2
1j, 故由上式可得

|A| =

(
2n∑
j=2

a1jf1j

)2

.

定义 1.3.4 设

A2n = {(i1, j1, i2, j2, · · · , in, jn) ∈ S2n | i1 < j1, i2 < j2, · · · , in < jn, i1 < i2 < · · · < in},

我们可以证明 ♯A2n = (2n− 1)!!. 事实上, i1 只能取 1, 于是 j1 有 2n− 1 种取法; i1, j1 确定之

后, i2 只能取剩下元素中最小者, 于是 j2 有 2n− 3 种取法; 依此类推即得上述结论. 显然, 常

序排列 (1, 2, 3, 4, · · · , 2n− 1, 2n) ∈ A2n. 设 A = (aij) 为 2n 阶反对称阵, 则

Pf(A) =
∑

(i1,j1,i2,j2,··· ,in,jn)∈A2n

(−1)τ(i1,j1,i2,j2,··· ,in,jn)ai1j1ai2j2 · · · ainjn
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称为 A 的 Pfaffian 多项式, 这是一个关于 aij (i < j) 的整系数多项式. 等价地, 我们也可以

把 Pfaffian 多项式写成如下的形式:

Pf(A) = 1

2nn!

∑
(i1,i2,i3,i4,··· ,i2n−1,i2n)∈S2n

(−1)τ(i1,i2,i3,i4,··· ,i2n−1,i2n)ai1i2ai3i4 · · · ai2n−1i2n .

定理 1.3.5 设 A = (aij) 为 2n 阶反对称阵, 则 |A| = Pf(A)2.

证明 我们称由常序排列 (1, 2, 3, 4, · · · , 2n− 1, 2n) 决定的单项 a12a34 · · · a2n−1,2n 为常序单项.

由引理 1.3.3 的证明过程不难发现,
»
|A| 的表达式中含有常序单项, 其符号为 1 或 −1. 为方

便起见, 我们记包含符号等于 1 的常序单项的 |A| 的那个平方根为 Qr(A), 则由引理 1.3.3 的

证明过程可得

Qr(A) =
2n∑
j=2

(−1)Tja1jQr(C1j,1j). (1)

下面我们将用数学归纳法同时证明以下三个结论:

tj ≡ j (mod 2), ∀j ⩾ 2, (2)

Qr(A) = Pf(A), (3)

Qr(Si,i+1ASi,i+1) = −Qr(A), ∀ 1 ⩽ i ⩽ 2n− 1, (4)

其中 Si,i+1 表示将第 i 行和第 i+ 1 行对换的初等方阵.

1.3.2 Laplace 展开

例 (3.16) 计算 n 阶方阵 A = (aij) =


x 1

1 x
. . .

. . . . . . 1

1 x

 的逆矩阵, 其中空白处元素都是 0.

解 1 由 Laplace 展开, ∆n = det(A) = x∆n−1 −∆n−2, 于是 ∆n =
(
1 0

)x −1

1 0

n1

0

.

A−1 =
1

∆n

A∗ =

(
Aji

∆n

)
. 下面求 aij 的代数余子式 Aij.

¬ 当 i = j 时, 显然有 Aij = (−1)i+i∆i−1∆n−i = ∆i−1∆n−i.
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 当 i < j 时,

Aij = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

1 x

1

1 x 1

1 x 1

1 1

1 x

1 1

x 1

1 1

1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)i+j∆i−1∆n−j.

其中 3 个红色方块依次是 i− 1 阶、j − i 阶、n− j 阶方阵.

® 当 i > j 时, 由 A 的对称性可得 Aij = (−1)i+j∆j−1∆n− i.

解 2 ¬ 先证明可以对三对角矩阵 A 进行如下分解:

A =


x 1

1 x
. . .

. . . . . . 1

1 x

 =


1

a1 1
. . . . . .

an−1 1



d1

. . .

dn



1 b1

1
. . .
. . . bn−1

1

 .
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注意到可以对 A 进行 n− 1 次行变换化成上三角方阵:

1

1

1
. . .

1

−an−1 1


· · ·



1

1

−a2 1
. . .

1

1





1

−a1 1

1
. . .

1

1


︸ ︷︷ ︸

P

A

=



∗ 1

∗ 1

∗

∗ 1

∗


︸ ︷︷ ︸

U

.

由初等方阵意义可知

A = P−1U =



1

a1 1

1
. . .

1

1





1

1

a2 1
. . .

1

1


· · ·



1

1

1
. . .

1

an−1 1


U

行 (列) 变换视角
===========



1

a1 1

a2 1

1

an−1 1


U.

再对 U 作类似的列变换即可得所要的分解形式.

 由 ¬ 中初等变换的过程可知, 若对 A
[
1,··· ,n−1
1,··· ,n−1

]
进行同样的分解, 所得 3 个方阵恰为

¬ 中对应方阵的第 n− 1 个顺序主子矩阵. 于是 ∆n = d1 · · · dn, 即 dk =
∆k

∆k−1

. 下面通过待定
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系数法求 a1, · · · , an−1, b1, · · · , bn−1. 因为

aij =
(
0 · · · 0 ai−1di−1 di 0 · · · 0

)



0
...

0

bj−1

1

0
...

0



=



ai−1bi−1di−1 + di, i = j,

bidi, j = i+ 1,

ai−1di−1, i = j + 1,

0, 其他,

.

所以

aidi = bidi = 1 =⇒ ai =
1

di
, bi =

1

di
(i = 1, · · · , n− 1).

故

A−1 =


1 b1

1
. . .
. . . bn−1

1



−1
1

d1 . . .
1

dn




1

a1 1
. . . . . .

an−1 1



−1

.

记 C =


0

a1 0
. . . . . .

an−1 0

, D =


0 b1

0
. . .
. . . bn−1

0

, 则 Cn = Dn = O. 因此


1

a1 1
. . . . . .

an−1 1



−1

= (I + C)−1 =
n−1∑
k=0

(−1)kCk,


1 b1

1
. . .
. . . bn−1

1



−1

= (I +D)−1 =
n−1∑
k=0

(−1)kDk.
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1.4 相抵标准形

1.4.1 基本理论

定理 1.4.1 (1) 行满秩矩阵只需经过列变换即可化成标准形.

(2) 列满秩矩阵只需经过行变换即可化成标准形.

证明 设 A ∈ Fm×n.

¬ 若 A 行满秩, 则 A = P
(
Im O

)
Q, 其中 P ∈ Fm×m, Q ∈ Fn×n 是可逆方阵. 我们有

A = P
(
Im O

)
Q =

(
Im O

)P

In−m

Q.

 若 A 列满秩, 则 A = P

In

O

Q, 其中 P ∈ Fm×m, Q ∈ Fn×n 是可逆方阵. 我们有

A = P

In

O

Q = P

Q

Im−n

In

O

 .

1.4.2 线性方程组

定理 1.4.2 设 A ∈ Fm×n, b ∈ Fm×1.

(1) Ax = b 有解 x ∈ Fn×1 ⇐⇒ rank
(
A b

)
= rank(A).

(2) 设 Ax = b 有特解 α0. 则 Ax = b 的解集为

{α0 + λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk | λ1, λ2, · · · , λk ∈ F}.

其中 α1,α2, · · · ,αk 是 Ax = 0 的基础解系, k = n− rank(A).

(3) 特别地2, 当 rank(A) = n(即 A 列满秩) 时, Ax = b 的解是唯一的.

下面从线性空间理论与矩阵论两种方法证明 (1).

2即在 rank
(
A b

)
= rank(A) 的前提下.
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证明 1 设 A 的行向量为 α1,α2, · · · ,αn, 则

Ax = b有解

m

b ∈ 〈α1,α2, · · · ,αn〉

m

〈α1,α2, · · · ,αn, b〉 ⊆ 〈α1,α2, · · · ,αn〉

m

〈α1,α2, · · · ,αn, b〉 = 〈α1,α2, · · · ,αn〉

m

dim 〈α1,α2, · · · ,αn, b〉 = dim 〈α1,α2, · · · ,αn〉

m

rank
(
A b

)
= rank(A).

证明 2 ⇒: 若 x0 是 Ax = b 的一个解, 则

rank
(
A b

)
= rank

(
A Ax0

)
初等变换
====== rank

(
A 0

)
= rank(A).

⇐: 设 A = P

Ir O

O O

Q. 作换元 y = Qx, 则 Ax = b 同解变形为

Ir O

O O

y = P−1b =:

β1

β2

 .

【上述换元也可由矩阵运算直接得到:

rank
(
A b

)
= rank

P−1
(
A b

)Q−1

1

 = rank

Ir O β1

O O β2

 .

其中 P−1b =:

β1

β2

. 而

Ir O β1

O O β2

 相抵于
Ir O O

O O β2

, 结合 rank
(
A b

)
= rank(A)

可得 β2 = 0.】

因为 y =

β1

0

 满足方程
Ir O

O O

y =

β1

β2

, 所以 x = Q−1

β1

0

 是 Ax = b 的一

个解.
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例 (4.5) 对于任意 A ∈ Cm×n, rank(AHA) = rank(A).

证明 1 由 Ax = 0 =⇒ AHAx = 0 =⇒ xHAHAx = 0 =⇒ ‖Ax‖2 = 0 =⇒ Ax = 0 可知

线性方程组 Ax = 0 与 AHAx = 0 同解, 因此 rank(AHA) = rank(A).

证明 2 由常用秩不等式可知 rank(AHA) ⩽ rank(A), 下面只需再证 rank(AHA) ⩾ rank(A).

设 A 有 r 阶可逆子矩阵 A
[
i1,··· ,ir
j1,··· ,jr

]
, 我们断言 AHA 也有 r 阶可逆子矩阵: 由 Binet–Cauchy

公式,
det
((
AHA

) [
j1,··· ,jr
j1,··· ,jr

])
= det

(
AH [ j1,··· ,jr

1,··· ,m
]
A
[

1,··· ,m
j1,··· ,jr

])
=

∑
1⩽k1<···<kr⩽n

det
(
AH [ j1,··· ,jr

k1,··· ,kr

])
det
(
A
[
k1,··· ,kr,
j1,··· ,jr

])
=

∑
1⩽k1<···<kr⩽n

∣∣∣det
(
A
[
k1,··· ,kr,
j1,··· ,jr

])∣∣∣2 > 0.

推论 1.4.3 (1) 若 A 行满秩, 则 AAH 可逆; 若 A 列满秩, 则 AHA 可逆.

(2) 更常用的结论: 对于任意 A ∈ Rm×n, rank(ATA) = rank(A).

1.4.3 广义逆矩阵

定义 1.4.4 设 m× n 矩阵 A = P

 I O

O O

Q, 其中 P,Q 都是可逆方阵, 则 n×m 矩阵

B = Q−1

 I O

O O

P−1

称为 A 的一个广义逆矩阵.

定理 1.4.5 矩阵 B 是 A 的一个广义逆矩阵 ⇐⇒ ABA = A 且 BAB = B.

证明 ⇒: 由定义直接代入即可验证.
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⇐: 设 A = P

Ir O

O O

Q, 则

ABA = A

BAB = B

⇐⇒



P

Ir O

O O

QBP

Ir O

O O

Q = P

Ir O

O O

Q

BP

Ir O

O O

QB = B

⇐⇒



Ir O

O O

QBP

Ir O

O O

 =

Ir O

O O


BP

Ir O

O O

QB = B

.

这启发我们设 B = Q−1

B1 B2

B3 B4

P−1. 于是

ABA = A

BAB = B

⇐⇒



Ir O

O O


B1 B2

B3 B4


Ir O

O O

 =

Ir O

O O


B1 B2

B3 B4


Ir O

O O


B1 B2

B3 B4

 =

B1 B2

B3 B4


矩阵乘法⇐===⇒

B1 = Ir

B4 = B3B2

⇐⇒ B = Q−1

 Ir B2

B3 B3B2

P−1 = Q−1

 Ir O

B3 I

Ir O

O O

Ir B2

O I

P−1

⇐⇒ B = Q−1

 Ir O

−B3 I

−1Ir O

O O

Ir −B2

O I

−1

P−1

.

再由 Ir −B2

O I

Ir O

O O

 Ir O

−B3 I

 =

Ir O

O O
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可得

A = P

Ir −B2

O I

Ir O

O O

 Ir O

−B3 I

Q.

故取 P̃ = P

Ir −B2

O I

, Q̃ =

 Ir O

−B3 I

Q, 就有

A = P̃

Ir O

O O

 Q̃, B = Q̃−1

Ir O

O O

 P̃−1.

1.4.4 用相抵研究特殊矩阵

¶幂等方阵

例 1.4.6 求所有满足 Ak = A 的 A ∈ Fn×n, 其中 k ∈ N∗.

解 设 A = P

Ir O

O O

Q, 其中 P,Q ∈ Fn×n 是可逆方阵. 由此可将 A 重新写成

A = P

Ir O

O O

QP

P−1 = P

R1 R2

O O

P−1,

其中 R1 ∈ Fr×r, R2 ∈ Fr×(n−r). 于是

Ak = P

R1 R2

O O

k

P−1.

归纳易得

R1 R2

O O

k

=

Rk
1 Rk−1

1 R2

O O

. 因此

Ak = A ⇐⇒ P

Rk
1 Rk−1

1 R2

O O

P−1 = P

R1 R2

O O

P−1

⇐⇒

Rk
1 Rk−1

1 R2

O O

 =

R1 R2

O O


⇐⇒ Rk−1

1

(
R1 R2

)
=
(
R1 R2

)
.



第一章 拾遗补阙篇 14

由最后一个等式及
(
R1 R2

)
行满秩可得 rank

(
Rk−1

1

)
= r, 因此 Rk−1

1 可逆, 从而 R1 可逆,

将 Rk
1 = R1 两边同乘 R−1

1 即得 Rk−1
1 = Ir. 【也可以由行满秩矩阵有右逆, 等式两边同乘(

R1 R2

)
的一个右逆直接得到 Rk−1 = Ir.】故

A = P

R1 R2

O O

P−1 = P

 I −R−1
1 R2

O I


︸ ︷︷ ︸‹P

R1 O

O O

 I R−1
1 R2

O I

P−1

︸ ︷︷ ︸‹P−1

= P̃

R1 O

O O

 P̃−1, 其中 Rk−1
1 = Ir.

反过来, 对于任意满足 Rk−1 = Ir (0 ⩽ r ⩽ n) 的方阵 R 与任意可逆方阵 P ∈ Fn×n,

A = P

R O

O O

P−1 都满足 Ak = A, 因此这样的 A 即是所求.

¶幂幺方阵

例 1.4.7 求所有满足 A2 = I 的 A ∈ Fn×n.

解 1 A2 = I ⇐⇒
(
A+ I

2

)2

=
A+ I

2
, 由例 1.4.6 可知 A+ I

2
= P

Ir O

O O

P−1, 也即

A = P

2Ir O

O O

P−1 − I, 其中 P ∈ Fn×n 是可逆方阵, 0 ⩽ r ⩽ n. 进一步化简可得

A = P

2Ir O

O O

P−1 − PIP−1 = P

Ir

−In−r

P−1, r = rank(I + A).

解 2 设 λ 是 A 的特征值, α 是与之对应的特征向量, 则由 A2 = I 得

A2α = λ2α = α =⇒ λ = ±1.

−1 的几何重数

m1 = n− rank(I + A),

1 的几何重数

m2 = n− rank(I − A).
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而 A2 = I ⇐⇒ (I + A)(I − A) = O, 由 Sylvester 秩不等式有

rank(I + A) + rank(I − A) ⩽ rank((I + A)(I − A)) + n = n,

故

m1 +m2 ⩾ 2n− n = n =⇒ m1 +m2 = n = A 的代数重数.

因此 A 可相似对角化为

Ir

−In−r

, 其中 r = rank(I + A).

¶幂零方阵

例 1.4.8 求所有满足 A2 = O 的 A ∈ Fn×n.

证明 设 A = P

Ir O

O O

Q, 其中 P,Q ∈ Fn×n 是可逆方阵. 由此可将 A 重新写成

A = P

Ir O

O O

QP

P−1 = P

R1 R2

O O

P−1,

其中 R1 ∈ Fr×r, R2 ∈ Fr×(n−r). 于是

A2 = P

R2
1 R1R2

O O

P−1.

因此

A2 = O ⇐⇒ P

R2
1 R1R2

O O

P−1 = P

R1 R2

O O

P−1 ⇐⇒ R1

(
R1 R2

)
= O.

因为
(
R1 R2

)
行满秩, 可在最后一个等式两边同乘它的一个右逆, 得到 R1 = O, 进而 R2

行满秩, r ⩽ n− r. 设 R2 =
(
O Ir

)
Q̃, 其中 Q̃ ∈ F(n−r)×(n−r) 是可逆方阵. 故

A = P

O R2

O O

P−1 = P

O (O Ir )‹Q
O O

P−1

= P

 I O

O Q̃−1


︸ ︷︷ ︸‹P

O Ir

O O

 I O

O Q̃

P−1

︸ ︷︷ ︸‹P−1

= P̃

O Ir

O O

 P̃−1.

反过来, 对于任意可逆方阵 P ∈ Fn×n 和 0 ⩽ r ⩽ n

2
, A = P

O Ir

O O

P−1 都满足 A2 = O,

因此这样的 A 即是所求.
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注 1.4.9 在 Frobenius 秩不等式中代入 B = I, C = A, 可得 2 rank(A) ⩽ n, 也能得到上面证

明中的 r ⩽ n− r.

1.5 秩不等式与等式

例 (4.6) rank

A B

C D

 = rank(A) ⇐⇒ 存在矩阵 X,Y , 使得

AX = B, Y A = C, Y AX = D.

证明 ⇐: 由初等变换可得

rank

 A AX

Y A Y AX

 = rank

 A O

Y A O

 = rank

A O

O O

 = rank(A).

⇒: 设 A = P

Ir O

O O

Q, 其中 P,Q 是可逆方阵. 则可设

A B

C D

 =

P

I




Ir O B1 B2

O O B3 B4

C1 C2 D1 D2

C3 C4 D3 D4


Q

I

 .

注意到左上角分块 Ir 可逆, 运用 Schur 公式 (本质上即初等变换) 可得 Schur 补
O B3 B4

C2 D1 D2

C4 D3 D1

−


O

C1

C3

 I−1
r

(
O B1 B2

) rank(A B
C D )=rank(A)

============== O,

也即 
O B3 B4

C2 D1 D2

C4 D3 D1

 =


O

C1

C3

(O B1 B2

)
=


O O O

O C1B1 C1B2

O C3B1 C3B2

 .

故

B = P

B1 B2

O O

 , C =

C1 O

C3 O

Q, D =

C1

C3

(B1 B2

)
.
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下面通过解矩阵方程求所需的 X,Y .

AX = B ⇐⇒ P

Ir O

O O

QX = P

B1 B2

O O

 ⇐⇒

Ir O

O O

QX =

B1 B2

O O

 ,

Y A = C ⇐⇒ Y P

Ir O

O O

Q =

C1 O

C3 O

Q ⇐⇒ Y P

Ir O

O O

 =

C1 O

C3 O

 .

由此可见 QX =

B1 B2

O O

, Y P =

C1 O

C3 O

 即 X = Q−1

B1 B2

O O

, Y =

C1 O

C3 O

P−1

满足上面两个方程. 此外,

Y AX =

C1 O

C3 O

Ir

O

(Ir O
)B1 B2

O O

 =

C1

C3

(B1 B2

)
= D.

这就证明了所构造的 X, Y 满足要求.

例 (4.7) rank(AB) = rank(A) ⇐⇒ 存在矩阵 X, 使得 ABX = A.

证明 ⇐: 设 X 满足 ABX = A. 由常用的秩不等式可知

rank(ABX) ⩽ rank(AB) ⩽ rank(A) = rank(ABX),

这就迫使 rank(AB) = rank(A).

⇒: 设 A = P

Ir O

O O

Q, 其中 P,Q 是可逆方阵. 记 QB =

R1 R2

∗ ∗

, 则
AB = P

Ir O

O O

QB = P

Ir O

O O

R1 R2

∗ ∗

 = P

R1 R2

O O

 .

由 rank(AB) = r 可推出
(
R1 R2

)
行满秩, 故其必有右逆. 设 Y 满足

(
R1 R2

)
Y = Ir,

观察到 ABY = P

R1 R2

O O

Y = P

Ir

O

. 为了构造满足 ABX = A 的 X, 只需取 X =(
Y O

)
Q.

推论 1.5.1 由此可得

rank(AB) = rank(B) ⇐⇒ rank
(
BTAT) = rank

(
BT) ⇐⇒ 存在 X 使得 BTATX = BT

Y=XT
⇐===⇒存在 Y 使得Y AB = B.
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例 (4.8) rank

A B

O D

 = rank(A) + rank(D) ⇐⇒ 存在矩阵 X,Y , 使得 AX + Y D = B.

证明 ⇐: 由初等变换可得

rank

A AX + Y D

O D

 = rank

A YD

O D

 = rank

A O

O D

 = rank(A) + rank(D).

⇒: 设 A = P1

Ir O

O O

Q1, D = P2

Is O

O O

Q2, 其中 P1, Q1, P2, Q2 均为可逆方阵. 则

可设

A B

D

 =

P1

P2



Ir B1 B2

O B3 B4

Is

O


Q1

Q2

 ,

其中 B = P1

B1 B2

B3 B4

Q2. 由初等变换可知

rank


Ir B1 B2

O B3 B4

Is

O

 = rank


Ir

O B4

Is

O

 = rank


Ir

Is

O B4

O

,

从 rank

A B

O D

 = r + s 就推出 B4 = O. 接下来只需构造如下矩阵方程:

Ir O

O O


︸ ︷︷ ︸
选前 r 行

∗ ∗

∗ ∗

+

∗ ∗

∗ ∗

Is O

O O


︸ ︷︷ ︸
选前 s 列

=

B1 B2

B3 O

 .

易知可按如下方式构造:Ir O

O O

B1 B2

O O

+

O O

B3 O

Is O

O O

 =

B1 B2

B3 O

 .

进而

P1

Ir O

O O

B1 B2

O O

Q2 + P1

O O

B3 O

Is O

O O

Q2 = P1

B1 B2

B3 O

Q2 = B.
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也即

B = AQ−1

B1 B2

O O

Q2︸ ︷︷ ︸
X

+P1

O O

B3 O

P−1
2︸ ︷︷ ︸

Y

D.

推论 1.5.2 此结论可理解成已知矩阵 A,B,D,问何时线性方程组 AX+Y D = B 有解 X,Y .

例 (4.9) 对于任意 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C ∈ Fp×q, 有 Frobenius 秩不等式

rank(AB) + rank(BC) ⩽ rank(ABC) + rank(B).

特别地, 当 B = In 时, 上式成为 Sylvester 秩不等式

rank(A) + rank(C) ⩽ rank(AC) + n.

证明 由初等变换可得

rank(AB) + rank(BC) = rank

BC

AB

 ⩽ rank

BC B

AB


= rank

 B

−ABC AB

 = rank

 B

−ABC


= rank(ABC) + rank(B).

等号成立当且仅当 rank

BC

AB

 = rank

BC B

AB

. 由例 (4.8) 结论, 这等价于存在

矩阵 X,Y , 使得 B = BCX + Y AB.

1.6 Smith 标准形

定义 1.6.1 设 P 是整数方阵. 若 P 是可逆方阵, 并且 P−1 也是整数方阵, 则 P 称为 Z 上的

模方阵. 设 A,B ∈ Zm×n. 若存在 Z 上的模方阵 P,Q, 使得 A = PBQ, 则称 A 与 B 在 Z 上

模相抵.

定理 1.6.2 设 P 是整数方阵.P 是 Z 上的模方阵当且仅当 det(P ) = ±1.
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定义 1.6.3 设 P ∈ F[x]n×n. 当且仅当 0 6= det(P ) ∈ F 时, P−1 ∈ F[x]n×n, P 称为 F[x] 上的

模方阵. 设 A,B ∈ F[x]m×n. 若存在 F[x] 上的模方阵 P,Q, 使得 A = PBQ, 则称 A 与 B 在

F[x] 上模相抵.

定义 1.6.4 设 P ∈ Rn×n, 其中 R 是整环. 当且仅当 det(P ) 是 R 中的单位 (即可逆元) 时,

P−1 ∈ Rn×n, P 称为 R 上的模方阵. 设 A,B ∈ Rm×n. 若存在 R 上的模方阵 P,Q, 使得

A = PBQ, 则称 A 与 B 在 R 上模相抵.

例 1.6.5 Z2×2 中的模方阵全体在矩阵乘法运算下构成群 G, G 可由

0 1

1 0

 ,

1 1

0 1

 和1 −1

0 1

 生成.

证明 ¬ 先证明所有 2 阶初等模方阵都在 G 中: 对任意 n ∈ N,1 n

0 1

 =

1 1

0 1

n

,

1 −n

0 1

 =

1 −1

0 1

n

,

1 0

n 1

 =

0 1

1 0

1 n

0 1

0 1

1 0

 ,

1 0

0 −1

 =

 1 0

−1 1

0 1

1 0

1 0

1 1

1 −1

0 1

 ,

−1 0

0 1

 =

0 1

1 0

1 0

0 −1

0 1

1 0

 .

 对任意 A =

a1 a2

a3 a4

 ∈ G, 总可以通过初等模变换将其变成单位方阵, 从而 A ∈ G:

• 用更相减损术对 A 进行初等模变换, 得到 B =

b1 b2

b3 b4

, 其中 b1 > 0, |b3| < b1.

• 不断重复上一步骤, 最终得到 C =

c1 c2

0 c4

. 因为 det(C) = c1c4 = ±1, 所以 c1, c4 ∈

{1,−1}.

• 继续作初等模变换, 得到 D =

1 d2

0 1

, 进而可得 I.

https://baike.baidu.com/item/%E6%9B%B4%E7%9B%B8%E5%87%8F%E6%8D%9F%E6%9C%AF
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例 1.6.6 F[x]2×2 中的模方阵全体在矩阵乘法运算下构成群 G, G 可由

1 λ(x)

0 1

,
0 1

1 0


和

a1 0

0 a2

 这三类矩阵生成, 其中 λ(x) ∈ F[x], a1, a2 ∈ F\ {0}.

证明 ¬ 所有 2 阶初等模方阵都在 G 中: 第一类和第二类初等模变换方阵已经被包含; 第三

类初等模变换方阵可由前两个生成元得到.

 对任意 A =

a1(x) a2(x)

a3(x) a4(x)

 ∈ G, 总可以通过初等模变换将其变成单位方阵, 从而

A ∈ G:

• 用初等模方阵对 A 进行多项式带余除法, 可以得到 B =

b1(x) b2(x)

0 b4(x)

. 这时有

det(B) = b1(x)b4(x) ∈ F\ {0}.

定理 1.6.7 对于任意整数矩阵 A ∈ Zm×n, 存在 Z 上的模方阵 P,Q, 使得

PAQ = diag(d1, d2, · · · , dr, O),

其中 d1, d2, · · · , dr 是正整数, 并且每个 dk 整除 dk+1, 1 ⩽ k ⩽ r − 1.

证明 对矩阵的维数 (m,n) 使用数学归纳法. 不妨设 A 6= O 并且 mn ⩾ 2. 当 A =

a1

a2

 时,
由辗转相除法, 存在模方阵 P , 使得 PA =

d

0

, 其中 d = gcd(a1, a2). 当 A =
(
a1 a2

)
时,

同样存在模方阵 Q, 使得 AQ =
(
d 0

)
. 当 m ≥ 2 或 n ≥ 2 时, 设 B = (bij) 与 A 模相抵,

b11 > 0, 并且使得 b11 尽可能小. 我们断言 b11 整除所有 bij. 分三种情形来反证.

(1) 存在 bi1 不能被 b11 整除. 存在模方阵 P , 使得 PB = (cij), 其中 c11 = gcd(b11, bi1) <

b11, 与 b11 的最小性矛盾.

(2) 存在 b1j 不能被 b11 整除.存在模方阵 Q, 使得 BQ = (cij), 其中 c11 = gcd(b11, b1j) <

b11, 与 b11 的最小性矛盾.

(3) 存在 i 6= 1 和 j 6= 1, 使得 bij 不能被 b11 整除. 设 BT1j(−
b1j
b11

)Tj1(1) = (cij), 则

c11 = b11, ci1 = (1− b1j
b11

)bi1 + bij 不能被 c11 整除. 化为情形 (1), 矛盾. 断言证毕.

由于 b11 整除所有 bij, 故存在初等模方阵 P,Q, 使得 PBQ =

b11

b11C

. 对整数方阵 C

应用归纳假设, 即可完成证明.
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定义 1.6.8 设 A 是整数矩阵.A 的所有 k 阶子式的最大公约数 Dk 称为 A 的 k 阶行列式因

子. 特别规定: D0 = 1; 当 k > rank(A) 时, Dk = 0.

定理 1.6.9 Dk = d1d2 · · · dk, 1 ⩽ k ⩽ r, 其中 d1, d2, · · · , dr 如定理 1.6.7 所述.

证明 设 P,Q 如定理 1.6.7 所述, 则

diag(d1, d2, · · · , dk) = P [ 1 2 ··· k
1 2 ··· m ] A Q[ 1 2 ··· n

1 2 ··· k ].

根据 Binet–Cauchy 公式,

d1d2 · · · dk =
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽m
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

det
(
P [ 1 2 ··· k

i1 i2 ··· ik ]
)

det
(
A[ i1 i2 ··· ik

j1 j2 ··· jk
]
)

det
(
Q[ j1 j2 ··· jk

1 2 ··· k
]
)
.

可被 Dk 整除. 另一方面, 对于任意 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ik ⩽ m, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n,

A[ i1 i2 ··· ik
j1 j2 ··· jk

] = P−1[ i1 i2 ··· ik
1 2 ··· r ] diag(d1, d2, · · · , dr) Q−1[ 1 2 ··· r

j1 j2 ··· jk ].

再根据 Binet–Cauchy 公式,

det
(
A[ i1 i2 ··· ik

j1 j2 ··· jk
]
)
=

∑
1⩽t1<t2<···<tk⩽r

dt1dt2 · · · dtk det
(
P−1[ i1 i2 ··· ik

t1 t2 ··· tk
]
)

det
(
Q−1[ t1 t2 ··· tk

j1 j2 ··· jk
]
)

可被 d1d2 · · · dk 整除. 综上, Dk = d1d2 · · · dk.

定义 1.6.10 根据定理 1.6.9, dk =
Dk

Dk−1

由 A唯一确定, 称为 A的第 k 个不变因子, 1 ⩽ k ⩽
r.m× n 矩阵 diag(d1, d2, · · · , dr, O) 称为 A 的模相抵标准形或 Smith 标准形.

注 1.6.11 模方阵在任意环上都可以定义, 而 Smith 标准形一般需要在主理想整环上定义.

1.7 矩阵的相似

例 1.7.1 设 A =

a b

c d

 ∈ F2×2, P =

1 λ

0 1

 ∈ F2×2 是初等方阵, 则

B = (bij) := P−1AP =

a− λc b+ λ(a− d)− λ2c

c d+ λc

 .

注意到: ¬ B 与 A 的主元之和相等.  若 c 6= 0, 总能找到 λ, 使 b11 = 0 或 b22 = 0. ® 若

F = C, 总能找到 λ, 使 b12 = 0.
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例 1.7.2 举出符合以下要求的同阶方阵 A 与 B:

¬ tr(A) = tr(B) 但 A 与 B 不相似: A =

0 0

0 0

, B =

0 1

0 0

.

 det(A) = det(B) 但 A 与 B 不相似: 同上.

® rank(A) = rank(B) 但 A 与 B 不相似: A =
(
1
)
, B =

(
2
)

.

例 1.7.3 若 Ai 与 Bi 相似 (i = 1, 2), 则 A1 ⊗ A2 与 B1 ⊗ B2 相似.

证明 设 Ai = PiBiP
−1
i , Pi ∈ Fn×n 是可逆方阵 (i = 1, 2), 则

(P1 ⊗ P2) (B1 ⊗ B2) (P1 ⊗ P2)
−1 = (P1 ⊗ P2) (B1 ⊗ B2)

(
P−1
1 ⊗ P−1

2

)
=
(
P1B1P

−1
1

)
⊗
(
P2B2P

−1
2

)
= A1 ⊗ A2.

由习题 3.3.8 可知 det(P1 ⊗ P2) = (det(P1))
n (det(P2))

n 6= 0.

例 1.7.4 设 A = (aij) ∈ Rn×n, 其中 aij = i+ j. 求 A 的所有特征值.

解 先作分解

A =


1 1

2 1
... ...

n 1


1 1 · · · 1

1 2 · · · n

 .

则由例 (3.12) 知

φA(x) = det(xIn − A) = xn−2 det

xI2 −

1 1 · · · 1

1 2 · · · n



1 1

2 1
... ...

n 1





= xn−2 det


x− n(n+ 1)

2
−n

−n(n+ 1)(2n+ 1)

6
x− n(n+ 1)

2


= xn−2

[(
x− n(n+ 1)

2

)2

− n2(n+ 1)(2n+ 1)

6

]
.

所以 A 的所有特征值为 n− 2 个 0 加上
n(n+ 1)

2
± n

 
(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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定理 1.7.5 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值都属于 F. 则 A 可以在 F 上相似于对角方阵 ⇐⇒ 每

个特征值的几何重数等于代数重数.

证明 ⇒: 设 φA(x) =
k∏

i=1

(x−λi)
ni , λ1, · · · , λk 两两不同,则 A = P−1


λ1In1

. . .

λkInk

P ,

其中 P 是可逆方阵. 根据定义, λi 的几何重数 (即 λi 对应的特征子空间的维数)

mi = n− rank(λiI − A) = n− rank

P−1

λiI −


λ1In1

. . .

λkInk


P



= n− rank

λiI −


λ1In1

. . .

λkInk


 = ni.

⇐: 设 φA(x) =
k∏

i=1

(x − λi)
ni , 其中 λ1, λ2, · · · , λk 两两不同. 设 {αj | si−1 + 1 ⩽ j ⩽ si}

是线性方程组 (λiI − A)x = 0 的一个基础解系, s0 = 0, si = n1 + · · · + ni, 1 ⩽ i ⩽ k. 易知

P =
(
α1 α2 · · · αn

)
满足 AP = P diag(λ1In1 , λ2In2 , · · · , λkInk

). 假设 Px = 0, 即

AT
k∑

i=1

si∑
j=si−1+1

xjαj =
k∑

i=1

λT
i

si∑
j=si−1+1

xjαj =
k∑

i=1

λT
i βi = 0, ∀t.

其中 βi =

si∑
j=si−1+1

xjαj. 则

(
β1 · · · βk

)

1 λ1 · · · λk−1

1

1 λ2 · · · λk−1
2

... ... . . . ...

1 λk · · · λk−1
k

 = O.

由于 λ1, λ2, · · · , λk 两两不同, k 阶 Vandermonde方阵
(
λj−1
i

)
可逆.故 βi =

si∑
j=si−1+1

xjαj = 0,

∀i. 故 x = 0. 因此, P 是可逆方阵, A 与 diag(λ1In1 , λ2In2 , · · · , λkInk
) 相似.

例 1.7.6 任给 n 次首一多项式 f ∈ F[x], 求 A ∈ Fn×n, 使得 φA(x) = f(x).
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解 记 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn, 只需找 f 的友方阵

A =


0 −a0

1
. . . −a1
. . . 0

...

1 −an−1

 .

定理 1.7.7 对于任意 A ∈ Fn×n, 存在 α ∈ Fn×1 使得 dA,α = dA.

证明 设 dA =
k∏

i=1

pni
i , 其中 p1, · · · , pk ∈ F[x] 是两两互素的首一不可约多项式, deg(pi) 和 ni

都是正整数. 设 qi =
dA
pi

. 由于 qi(A) 6= O, 故存在 αi ∈ Fn×1 使得 qi(A)αi 6= 0. 设 fi =
dA
pni
i

,

βi = fi(A)αi. 由 pni
i (A)βi = dA(A)αi = 0 和 pni−1

i (A)βi = qi(A)αi 6= 0 得 dA,βi
= pni

i . 设

α =
k∑

i=1

βi.若 dA,α 6= dA,则由 pi (i = 1, · · · , k)的不可约性知 dA,α整除某个 qi,而对于 j 6= i,

qi(A)βj = 0, 因而 qi(A)βi = qi(A)α = 0, 但这与 dA,βi
= pni

i ∤ qi 矛盾. 故 dA,α = dA.

定理 1.7.8 设 A ∈ Fn×n 满足 dA = φA, f ∈ F[x], g = gcd(dA, f),则 rank(f(A)) = n−deg(g).

证明 根据定理 5.15, 存在 α ∈ Fn×1 满足 dA,α = dA = φA, 于是 α, Aα, · · · , An−1α 是

Fn×1 的一组基, 进而 f(A) 的零空间中的每个元素可表示为 x = r(A)α, 其中 r ∈ F[x] 且

deg(r) ⩽ n− 1. 下面求 r 需满足的性质.

f(A)x = 0 ⇐⇒ f(A)r(A)α = 0 ⇐⇒ dA,α | fr ⇐⇒ dA | fr ⇐⇒ dA
g

| r.

记 h =
dA
g

(注意 h 是由已知条件确定的), 则

{x | f(A)x = 0} =
{
r(A)x | r是h的倍式且 deg(r) ⩽ n− 1

}
.

而 {
r(A) | r是h的倍式且 deg(r) ⩽ n− 1

}
是由

h(x), xh(x), · · · , xn−deg(h)−1h(x)

生成的 n− deg(h) 维线性空间, 于是 rank(f(A)) = n− (n− deg(h)) = n− deg(g).
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1.8 根子空间

本节的主线是对 F-线性空间 V 上线性变换 A 的化零多项式要求的减弱:

φA
φA可能不存在−−−−−−−→ dA

dA可能不存在−−−−−−−→ dA,α

dA,α可能不存在−−−−−−−−→ · · ·

在引入三大根子空间分解定理前, 先熟悉各种例子.

例 1.8.1 (A 可能没有特征值) 设 V = F[x],A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf(x). 对于任意非零多项式

f(x) ∈ V , 不存在常数 λ ∈ F, 使得 xf(x) = λf(x). 因此, A 没有特征值.

注 1.8.2 不同于矩阵的特征多项式一定可以在 F 的某个扩域 K 上找到根, 即使 V 是有限维

线性空间, 线性变换 A 的特征值也要求只能在 F 中 (因为线性空间 V 是在数域 F 上的), 即

若 φA(x) 在 F 中没有根, 则 A 没有特征值和特征向量. 另外, φA(x) 仅当 V 是有限维线性空

间才有定义.

例 1.8.3 (A 可能有无穷多个特征值) 设 R 上的线性空间 V = C∞(R). 对于任意 λ ∈ R,

f ′(x) = λf(x) ⇐⇒ f(x) = a eλx, 其中 a ∈ R. 因此, 所有实数 λ 都是微分变换 D 的特征值,

对应的特征向量 f(x) = a eλx, a 6= 0.

例 1.8.4 (dA(x) 可能不存在) R 上的微分变换 D 有特征值, 但没有最小多项式.

例 1.8.5 (dA(x) 可能不存在) R 上的积分变换 S 既没有特征值, 也没有最小多项式.

例 1.8.6 (dA(x) 不存在但 dA,α 存在) 设 V = F[x], D ∈ L(V ) 是微分映射. 则对任意 f ∈ V ,

dD,f (x) =

xdeg(f)+1, f 6= 0,

1, f = 0.

例 1.8.7 (dA,α(x) 可能不存在) 设 charF = 0, 则 F[x] 上的积分变换 S 关于任意非零向量 α

都没有最小多项式.

例 1.8.8 (dA,α(x) 可能不存在) 设 V = F[x],A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf(x). 则

a0I + a1A+ a2A2 + · · ·+ akAk : f(x) 7→ (a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k)f(x).

由此可知对任意 0 6= f ∈ V , dA,f 不存在.

dA(x) 包含 φA(x) 的所有根, 而 dA,α(x) 在 F 中的根一定是 A 的特征值.
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定理 1.8.9 设 V 是 F 上的有限维线性空间, A ∈ L(V ). 若 φA =
k∏

i=1

fi, 其中 f1, · · · , fk ∈

F[x] 两两互素, 则 V =
k⊕

i=1

Wi, 其中 Wi = Ker fi(A), dimWi = deg(fi). 特别地, 若某个

fi = (x− λi)
ni , ni ⩾ 1, 则 Wi = Ker(λiI − A)ni 是 λi 对应的根子空间.

定理 1.8.10 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ) 有最小多项式 dA. 若 dA =
k∏

i=1

fi, 其中

f1, · · · , fk ∈ F[x] 两两互素, 则 V =
k⊕

i=1

Ker fi(A). 特别地, 若某个 fi = (x− λi)
ni , ni ⩾ 1, 则

λi 是 A 的特征值, Ker(λiI − A)ni 是 λi 对应的根子空间.

定理 1.8.11 (根子空间分解) 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ), S 是 A 的所有特征值的

集合, Wλ 是 λ 对应的根子空间. 若对于任意 α ∈ V , dA,α 存在并且可以在 F[x] 中分解为一

次因式的乘积, 则 V =
⊕
λ∈S

Wλ.

注 1.8.12 注意定理 1.8.9 只适用于有限维线性空间, 而定理 1.8.10 和定理 1.8.11 对空间维

数不作限制. 另外, 定理 1.8.11 的逆命题也成立 (参见习题 9.6.9).
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习题 1.2.5 求所有满足 f(1) = f(2) = f(3) = 1, f(−1) = f(−2) = f(−3) = −1 的多项式

f(x).

解 若 f1, f2 均为满足题意的解, 则 h := f1 − f2 满足 h(±1) = h(±2) = h(±3) = 0, 于是若已

得到一个特解 f0(x), 则满足题意的所有多项式为

f(x) = f0(x) + g(x)(x+ 3)(x+ 2)(x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3),

其中 g(x) 为任意多项式. 在求特解时, 除了常规的待定系数法外, 还可以设

f0(x) = 1 + (x− 1)(x− 2)(x− 3)
(
c0 + c1x+ c2x

2
)
.

当然, 由于本题的特殊性, 也可以直接设 f0(x) = c1x + c3x
3 + c5x

5 为奇函数, 用此方法可解

出一个特解

f0(x) =
1

60
x5 − 1

4
x3 +

37

30
x.

习题 1.2.6 求所有满足 f(1) = f ′(1) = f ′′(1) = 1, f(−1) = f ′(−1) = f ′′(−1) = −1 的多项式

f(x).

解 若 f1, f2 均为满足题意的解, 则 h := f1 − f2 满足 h(1) = h′(1) = h′′(1) = h(−1) =

h′(−1) = h′′(−1) = 0. 由多项式知识可知, ±1 均是 h(x) 的重根, 且重数至少为 3. 于是若已

得到一个特解 f0(x), 则满足题意的所有多项式为

f(x) = f0(x) + g(x)(x− 1)3(x+ 1)3,

其中 g(x) 为任意多项式. 由待定系数法可解出一个特解

f0(x) =
1

2
x5 − 1

8
x4 − 3

2
x3 +

3

4
x2 + 2x− 5

8
.

28
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注 2.0.1 本题的背景是结点处具有二阶导数信息的 Hermite 插值.

习题 2.1.8 (8) 设 m ∈ N∗, 求 Am, 其中

A =


a1b1 a1b2 a1b3 a1b4

a2b1 a2b2 a2b3 a2b4

a3b1 a3b2 a3b3 a3b4

a4b1 a4b2 a4b3 a4b4

 .

解 因为 A =


a1

a2

a3

a4


(
b1 b2 b3 b4

)
, 而

(
b1 b2 b3 b4

)

a1

a2

a3

a4

 = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4,

所以

Am =


a1

a2

a3

a4

 (a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4)
m−1

(
b1 b2 b3 b4

)

= (a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4)
m−1 A.

习题 2.1.16 设多项式列 Q0 = 1, Q1 = x, Qn =
Q2

n−1 − 1

Qn−2

, ∀n ⩾ 2. 用矩阵乘积表示 Qn 的通

项公式, 并证明 Qn ∈ Z[x].

解 由递推关系, 1 = Q2
n−1 − QnQn−2 = Q2

n − Qn+1Qn−1, 移项整理得
Qn+1 +Qn−1

Qn

=

Qn +Qn−2

Qn−1

=
Q2 +Q0

Q1

= x. 于是 Qn = xQn−1 − Qn−2(因此 Qn ∈ Z[x]), 用矩阵乘积表

示即

Qn =
(
1 0

) Qn

Qn−1

 =
(
1 0

)x −1

1 0

Qn−1

Qn−2

 = · · · =
(
1 0

)x −1

1 0

n−1x

1

 .

习题 2.1.16 (2) xn =
axn−1 + b

cxn−1 + d
, 其中 a, b, c, d 是常数. 利用矩阵乘积求递推数列 {xn}n∈N

的通项公式.

https://math.ecnu.edu.cn/~sfzhu/course/NumerAnal/Interpolation3.pdf
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解 令 xn =
yn
zn
, 则

yn
zn

=
ayn−1 + bzn−1

cyn−1 + dzn−1

. 不妨设 yn = ayn−1 + bzn−1, zn = cyn−1 + dzn−1, 则yn

zn

 =

a b

c d

yn−1

zn−1

 = · · · =

a b

c d

ny0

z0

 .

若记

a b

c d

n

=

an bn

cn dn

, 则 xn =
anx0 + bn
cnx0 + dn

.

习题 2.1.17 设 n是正整数, a1, a2, · · · , an−1 是任意实数, 定义递推数列 u0 = u1 = v0 = v1 =

1,

uk+1 = uk + akuk−1, vk+1 = vk + an−kvk−1, ∀k = 1, · · · , n− 1.

证明: un = vn.

证明 类似例 2.7, 有

un =
(
1 0

)1 an−1

1 0

1 an−2

1 0

 · · ·

1 a1

1 0

1 1

1 0

1

0

 ,

vn =
(
1 0

)1 a1

1 0

1 a2

1 0

 · · ·

1 an−1

1 0

1 1

1 0

1

0


=
(
1 0

)1 1

1 0

 1 1

an−1 0

 · · ·

 1 1

a2 0

 1 1

a1 0

1

0

 .

利用 1 1

1 0

 1 1

ak 0

 =

1 ak

1 0

1 1

1 0


即可得 un = vn.

习题 2.1.18 设 a0, a1, a2, · · · 是整数, b0, b1, b2, · · · 是正整数, 满足 a0 = 0, a1 = 1,

an+1 =

anbn + an−1, bn−1 = 1

anbn − an−1, bn−1 > 1

, n = 1, 2, · · · .

证明: max{an, an+1} ⩾ n.

证明 设

cn =

1, bn = 1,

−1, bn > 1,
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则递推关系可表示为 an+1

an

 =

bn cn−1

1 0

 an

an−1

 .

利用 bk ck−1

1 0

 =

bk 1

1 0

1 0

0 ck−1

 与

1 0

0 ck−1

bk−1 1

1 0

 =

bk−1 1

ck−1 0


可得 an+1

an

 =

bn cn−1

1 0

bn−1 cn−2

1 0

 · · ·

b1 c0

1 0

1

0


=

bn 1

1 0

bn−1 1

cn−1 0

bn−2 1

cn−2 0

 · · ·

b1 1

c1 0

1

0

 .

设 un

vn

 =

bn−1 1

cn−1 0

bn−2 1

cn−2 0

 · · ·

b1 1

c1 0

1

0

 ,

下面用归纳法证明当 n ⩾ 2 时有

 un ⩾ 1,

un + vn ⩾ n
(情形 1) 或

 un ⩾ n,

un + vn ⩾ 1
(情形 2):

¬ 当 n = 2 时

u2

v2

 =

b1

c1

. 若 b1 = 1, 则 c1 = 1, 从而 u2 = v2 = 1, 满足情形 1; 若

b1 > 1(即 b1 ⩾ 2), 则 c1 = −1, 从而 u2 ⩾ 2, u2 + v2 = u2 − 1 ⩾ 1, 满足情形 2. 因此当 n = 2

时命题成立.

 假设命题对任意小于 n (n ⩾ 3)的正整数成立,且注意到

un

vn

 =

bn−1un−1 + vn−1

cn−1un−1

.

• 若

un−1

vn−1

对应情形 1: 若 bn−1 = 1,则 cn−1 = 1,从而 un = un−1+vn−1 ⩾ n−1 ⩾ 1,

un + vn = un−1 + (un−1 + vn−1) ⩾ 1+ (n− 1) = n, 满足情形 1; 若 bn−1 > 1, 则 cn−1 = −1, 从

而 un = bn−1un−1+ vn−1 ⩾ 2un−1+ vn−1 ⩾ 1+(n−1) = n, un+ vn = (bn−1 − 1) un−1+ vn−1 ⩾
un−1 + vn−1 ⩾ n− 1 ⩾ 1, 满足情形 2.

• 若

un−1

vn−1

 对应情形 2: 若 bn−1 = 1, 则 cn−1 = 1, 从而 un = un−1 + vn−1 ⩾ 1,

un + vn = un−1 + (un−1 + vn−1) ⩾ (n− 1) + 1 = n, 满足情形 1; 若 bn−1 > 1, 则 cn−1 = −1, 从

而 un = bn−1un−1+vn−1 ⩾ 2un−1+vn−1 ⩾ n, un+vn = (bn−1 − 1) un−1+vn−1 ⩾ un−1+vn−1 ⩾ 1,

满足情形 2.
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由 ¬  可知命题对 n ⩾ 2 成立. 于是由an+1

an

 =

bn 1

1 0

un

vn

 =

bnun + vn

un


可知, 若 an = un < n, 则必有 an+1 = bnun + vn ⩾ un + vn ⩾ n, 也即 max {an, an+1} ⩾ n.

习题 2.2.3 设方阵 A =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

, B =


O A O

O O A

A O O

. 求所有与 B 乘积可交换的方阵.

解 设与 B 乘积可交换的方阵为


X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

, 其中每个 Xij 均为 3 阶方阵. 则有


X13A X11A X12A

X23A X21A X22A

X33A X31A X32A

 =


AX21 AX22 AX23

AX31 AX32 AX33

AX11 AX12 AX13

 .

若记 X := X11, Y := X12, Z := X13, 则每个 Xij 都可由 A,A−1, X, Y, Z 表示. 计算可得结果
X Y Z

A−1ZA A−1XA A−1Y A

AY A−1 AZA−1 AXA−1

 ,

其中 X,Y, Z 为任意 3 阶方阵.

习题 2.2.4 设 m× n 网格图 G 的顶点集 V = {(x, y) | x = 1, 2, · · · ,m; y = 1, 2, · · · , n}, 两

个顶点 (x1, y1) 与 (x2, y2) 相邻当且仅当 |x1 − x2| + |y1 − y2| = 1. 把 V 按照字典顺序排列.

用分块矩阵表示 G 的邻接矩阵.

解 题目描述的网格图 G 即 Grid[{m, n}], 其对应的邻接矩阵 A = Im ⊗ Pn + Pm ⊗ In, 其中

Pk =



0 1

1 0 1

1 0
. . .

. . . . . . 1

1 0


k×k

.
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习题 2.2.5 定义两个图 G1, G2 的直积 G = G1 × G2 如下: G 的顶点集 V = {(v1, v2) |

vi 是 Gi 的顶点}, (u1, u2) → (v1, v2) 是 G 的边当且仅当 (u1 = v1 且 u2 → v2 是 G2 的边) 或

者 (u2 = v2 且 u1 → v1 是 G1 的边). 用 G1, G2 的邻接矩阵表示 G 的邻接矩阵.

解 分别记 G1, G2, G 的邻接矩阵为 G̃1, G̃2, G̃. 设 G1, G2 分别有 m,n 个顶点, 并按

(1, 1), · · · , (1, n), (2, 1), · · · , (2, n), · · · , (m, 1), · · · , (m,n)

的顺序标记 G 的顶点. 将 G̃ 的邻接矩阵按顶点的第一个分量划分成 m × m 分块, 分析可

知, 按 “u1 = v1 且 u2 → v2 是 G2 的边” 给出的直积的邻接矩阵为 Im ⊗ G̃2, 按 “u2 = v2 且

u1 → v1 是 G1 的边” 给出的直积的邻接矩阵为 G̃1 ⊗ In. 于是通过 “按矩阵元素取或” 可得

G̃ = f
(
Im ⊗ G̃2 + G̃1 ⊗ In

)
,

其中

f : {0, 1, 2}mn×mn → {0, 1}mn×mn, (f(M))ij =

1, Mij = 2,

Mij, 其他.

习题 2.2.6 设 n 维超立方体图 Qn 的顶点集 V = {0, 1}n, 两个顶点 (x1, x2, · · · , xn) 与

(y1, y2, · · · , yn) 相邻当且仅当 |x1 − y1| + |x2 − y2| + · · · + |xn − yn| = 1. 把 V 按照字典顺序

排列. 思考 Qn 与 Qn−1 的关系, 并用分块矩阵递推表示 Qn 的邻接矩阵.

解 用 Q̃i 表示 Qi 的邻接矩阵. 则 Q̃1 =

0 1

1 0

, 且当 n ⩾ 2 时, Q̃n =

Q̃n−1 I2n−1

I2n−1 Q̃n−1

.

习题 2.2.7 设矩阵乘积 AC,BD 有意义. 证明: (A⊗ B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

证明 记 A = (aij), C = (cij), 那么 A⊗B = (aijB), C ⊗D = (cijD).(A⊗B)(C ⊗D) 在 (i, j)

位置处的分块是 ∑
k

(aikB) (ckjD) =

(∑
k

aikckj

)
BD = (AC)ijBD,

其中 (AC)ij 表示 AC 在 (i, j) 位置处的元素. 这表明 (A ⊗ B)(C ⊗D) 在 (i, j) 位置处的分

块就是 (AC)⊗ (BD) 在 (i, j) 位置处的分块.

推论 2.0.2 ¬如果 A ∈ Fn×n与 B ∈ Fm×m可逆,那么 A⊗B可逆,且 (A⊗ B)−1 = A−1⊗B−1.

 归纳可得

(A1A2 · · ·An)⊗ (B1B2 · · ·Bn) = (A1 ⊗ B1) (A2 ⊗ B2) · · · (An ⊗ Bn) .
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习题 2.3.2 证明: 对于三类初等方阵 P , 均存在列向量 α,β, 使得 P = I +αβT.

证明 利用基础矩阵的分解 Eij = eie
T
j 可得

Sij = I − Eii − Ejj + Eij + Eji = I − eie
T
i − eje

T
j + eie

T
j + eje

T
i

= I + (ei − ej) (ej − ei)
T ,

Di(λ) = I + (λ− 1)Eii = I + (λ− 1)eie
T
i ,

Tij(λ) = I + λEij = I + λeie
T
j .

习题 2.3.3 若 n 维列向量 α,β 满足 αTβ = 0, 则 n 阶方阵 P = I + αβT 称为平延. 证明:

对于任意两个不平行的列向量 u,v, 存在平延 P , 使得 Pu = v.

证明
(
I +αβT)u = u + αβTu = u +

(
βTu

)
α = v ⇐⇒

(
βTu

)
α = v − u. 尝试取

α = v − u, 只需证明存在 β 使得 βTu = 1 且 βTα = 0. 由 u,v 不平行知 u,α 不平行, 从

而 β 至少是二维向量. 由此可知所需方程组必有解.

习题 2.3.5 设 A是m×n矩阵, i1, i2, · · · , im是 1, 2, · · · ,m的排列, j1, j2, · · · , jn是 1, 2, · · · , n

的排列. 证明: P = Im [ i1 i2 ··· im
1 2 ··· m ] 和 Q = In

[
1 2 ··· n
j1 j2 ··· jn

]
都是置换方阵, 使得

PAQ = A
[
i1 i2 ··· im
j1 j2 ··· jn

]
.

特别地, 当 m = n 且 (i1, i2, · · · , im) = (j1, j2, · · · , jn) 时, Q = PT.

证明 因为 P,Q 分别是由单位方阵 Im, In 作行、列重排得到的, 由定义知它们都是置换方阵.

若 m = n 且 (i1, i2, · · · , im) = (j1, j2, · · · , jn), 记置换

σ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n} , k 7→ ik.

则 Pij = Iσ−1(i)j = δσ−1(i)j = δjσ−1(i) = Ijσ−1(i) = Qji. 于是 Q = PT.

习题 2.3.6 证明: 任意三阶以上方阵 Tij(λ) 都可以表示为

Tpq(a)Tuv(b)Tpq(−a)Tuv(−b)

的形式, 其中 i 6= j, p 6= q, u 6= v.
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证明 设 αi,αj,αk 为行向量, 则以下初等变换满足要求:

...

αi

...

αj

...

αk

...



k−=j7−−−→



...

αi

...

αj

...

αk −αj

...



i−=(λk)7−−−−−→



...

αi − λαk + λαj

...

αj

...

αk −αj

...



k+=j7−−−→



...

αi − λαk + λαj

...

αj

...

αk

...



i+=(λk)7−−−−−→



...

αi + λαj

...

αj

...

αk

...


.

此即 Tij(λ) = Tik(λ)Tkj(1)Tik(−λ)Tkj(−1), 只要使 k 异于 i, j 即可.

习题 2.3.7 证明: 对于任意 m× n 矩阵 A, 存在一系列 m 阶初等方阵 P1, P2, · · · , Ps 和 n 阶

置换方阵 Q, 使得 Ps · · ·P2P1AQ 形如

Ir ∗

O O

, 其中 0 ⩽ r ⩽ min{m,n}.

证明 易知任意多个相同阶数的初等方阵 Sij 的乘积为置换方阵, 这允许我们在下面过程中

在 A = (aij) 的右边 (先后) 乘上不同的 Sij 作为所需的置换方阵 Q. 下面取定任意的 n, 对

m 使用数学归纳法:

¬ 当 m = 1 时, 若所有元素全为 0 则已符合所要形式; 若有某个 a1j 6= 0, 则先左乘

D1

(
1

a1j

)
, 再右乘 S1j 可化为所要形式.

 假设当 m = k 时欲证命题成立, 当 m = k+1 时, 由假设可先作变换将前 k 行化为所

要形式: 
Ir−1 ∗

O O

∗ ∗

 .
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利用已有的 Ir−1, 可以通过左乘 Tk+1,1 (−ak+1,1)Tk+1,2 (−ak+1,2) · · ·Tk+1,r−1 (−ak+1,r−1) 将第

k + 1 行的前 r − 1 列元素化为 0. 此时若第 k + 1 行所有元素全为 0 则已符合所要形式; 若

有某个 ak+1,t 6= 0 (t > r− 1), 先右乘 Sr,t 将该元素换位至第 r 列, 再左乘 Dr

(
1

ak+1,t

)
Sr,k+1

将第 k + 1 行与第 r 行换位并将左上角化为 Ir 的下三角部分. 为了将左上角完全化为 Ir, 还

需左乘 T1,r (−a1,r)T2,r (−a2,r) · · ·Tr−1,r (−ar−1,r). 故 m = k 时命题也成立.

综上 ¬  可知命题对任意 m× n 矩阵成立.

习题 2.3.8 对角元素都是 1 的上 (下) 三角矩阵称为单位上 (下) 三角矩阵. 证明: 对于任意

m× n 矩阵 A, 存在一系列 m 阶单位下三角的初等方阵 P1, P2, · · · , Ps 和 m 阶置换方阵 Q,

使得 Ps · · ·P2P1QA 是上三角矩阵.

证明 (为方便起见, 以下选用不同于题目中的矩阵记号.) 按照线性方程组 Gauss 消元法的

步骤, 我们可以对 A 进行 LU 分解, 唯一的问题是当主元为 0 时无法继续进行. 于是改用

Gauss 列主元消去法: 对于第 k 个主元, 我们仅在该主元所在列的下方寻找绝对值最大的元

素, 通过左乘置换方阵 Pk 将其所在行与第 k 个主元所在行交换, 接着选取若干个初等方阵

Tij (i > j)使得它们的乘积 Lk(注意到当 i > j 时 Tij 为单位下三角方阵, 从而它们的乘积 Lk

仍是单位下三角方阵) 左乘当前矩阵后, 从第 k + 1 行开始都可以利用第 k 个主元进行消元.

这样最终就得到

LmPmLm−1Pm−1 · · ·L2P2L1P1A = U

的形式. 下面只需证明任意 LrPrLsPs (r > s) 都可以合并成 LP 的形式. 事实上,

LrPrLsPs = LrPrLs

(
P−1
r Pr

)
Ps = Lr

(
PrLsP

−1
r

)
(PrPs) ,

而每个 Lk 都形如 

1
. . .

1

∗ 1
... . . .

∗ 1


,

其中除去对角线外非零元素 “∗” 位于第 k 列的第 k + 1 至 m 行. 可见, 当 r > s 时, Pr 仅对

Ls 含 “∗” 行作交换, 从而 PrLsP
−1
r 仍是单位下三角方阵, 记作 L̃s. 于是

LrPrLsPs =
(
LrL̃s

)
(PrPs) =: LP.
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重复上述过程最终就能得到 LPA = U 的形式.

注 2.0.3 本题的背景是 LU = PA 这种矩阵分解形式, 其中 P 指置换方阵, L 指下三角矩阵,

U 指上三角矩阵. 选主元的 PLU 分解可参见 https://zhuanlan.zhihu.com/p/326665113

以及 https://zhuanlan.zhihu.com/p/279323822. 计算实例:
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
1

2

1

2
−1

2
1


︸ ︷︷ ︸

L


2 3 1 0

0 1 2 3

0 0 3 4

0 0 0
1

2


︸ ︷︷ ︸

U

=


0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0


︸ ︷︷ ︸

P


0 1 2 3

1 2 0 0

2 3 1 0

0 0 3 4


︸ ︷︷ ︸

A

.

习题 2.3.9 (3) 设 R3 中以 x, y, z 轴为转轴的三类旋转变换分别对应矩阵

P1(θ) =


1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 , P2(θ) =


cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , P3(θ) =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 .

证明: 对于任意 A ∈ R3×3, 存在 θ1, θ2, θ3, 使得 P1(θ1)P2(θ2)P3(θ3)A 是上三角方阵.

证明 注意到 Pi(θ) (i = 1, 2, 3) 左乘任意 A ∈ R3×3 不改变 A 的第 i 行. 记 A = (aij). 下面分

别用 s 和 c 简记 sin θ 和 cos θ.

¬ 若 a11 6= 0, 取 P3(θ3) =


c −s 0

s c 0

0 0 1

, 则

A(1) := P3(θ)A =


ca11 − sa21 ca12 − sa22 ca13 − sa23

sa11 + ca21 sa12 + ca22 sa13 + ca23

a31 a32 a33

 .

取

s = − a21√
a211 + a221

, c =
a11√

a211 + a221
,

则 a
(1)
11 =

»
a211 + a221 > 0, a(1)21 = 0. 同理, 由于 a

(1)
11 6= 0, 可选取 P2(θ2) 左乘 P3(θ3)A 得到

A(2), 使 a
(2)
11 > 0, a(2)21 = a

(2)
31 = 0. 再左乘 P1(θ1) 得到

A(3) := P1(θ1)P2(θ2)P3(θ3)A =


a
(2)
11 a

(2)
12 a

(2)
13

0 ca
(2)
22 − sa

(2)
32 ca

(2)
23 − sa

(2)
33

0 sa
(2)
22 + ca

(2)
32 sa

(2)
23 + ca

(2)
33

 .

https://zhuanlan.zhihu.com/p/326665113
https://zhuanlan.zhihu.com/p/279323822
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• 若 a
(2)
22 6= 0, 取

s = − a
(2)
32…(

a
(2)
22

)2
+
(
a
(2)
32

)2 , c =
a
(2)
22…(

a
(2)
22

)2
+
(
a
(2)
32

)2 ,
此时 A(3) 即为所要的上三角方阵.

• 若 a
(2)
22 = 0, 直接取 c = 0, s = 1, 就有 a

(2)
32 = 0, 也得到所要的上三角方阵.

 若 a11 = 0, 不妨设 A 第 1 列不全为 0 (否则取 θ3 = θ2 = 0 就变成 ¬ 中处理第 2 列

的情形).

• 若 a21 6= 0, 在左乘 P3(θ3) 时, 取 s = −1, c = 0, 就使 a
(1)
11 = a21 6= 0, a(1)21 = 0. 接下来

两次左乘化为 ¬ 中情形.

• 若 a21 = 0, a31 6= 0, 取 θ3 = 0, 接着在左乘 P2(θ2) 时, 取 s = 1, c = 0, 便完成了对第 1

列的处理, 剩余 1 次左乘化为 ¬ 中情形.

综上可知对任意 A ∈ R3×3, 存在 θ1, θ2, θ3, 使得 P1(θ1)P2(θ2)P3(θ3)A 是上三角方阵.

注 2.0.4 本题的背景是 QR 分解的 Givens 方法.

习题 2.4.12 设 n 阶复数方阵 A = (aij) 满足 |aii| >
∑
j ̸=i

|aij|, ∀i. 证明: 线性方程组 Ax = 0

只有零解, 从而 A 是可逆方阵.

证明 只需证 A 的行向量线性无关. 用反证法, 假设 A 的行向量 α1, · · · ,αn 线性相关, 则在

C 中存在一组不全为 0 的数 k1, · · · , kn, 使得

k1α1 + · · ·+ knαn = 0.

不妨设

|kl| = max {|k1|, · · · , |kn|} .

对于第 l 个分量的等式

k1al1 + · · ·+ klall + · · ·+ knaln = 0,

从 kl 6= 0 可得

all = −k1
kl
al1 − · · · − kl−1

kl
al,l−1 −

kl+1

kl
al,l+1 − · · · − kn

kl
aln = −

∑
j ̸=l

kj
kl
alj,

于是

|all| =

∣∣∣∣∣∣∑j ̸=l

kj
kl
alj

∣∣∣∣∣∣ ⩽∑j ̸=l

|kj|
|kl|

|alj| ⩽
∑
j ̸=l

|alj|,

而这与已知条件矛盾.
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习题 2.4.10 (Sherman–Morrison–Woodbury 公式) 设 A 是 m 阶可逆方阵, B 是 m × n 矩

阵, C 是 n×m 矩阵. 证明: A+BC 是可逆方阵当且仅当 I + CA−1B 是可逆方阵, 并且

(A+BC)−1 = A−1 − A−1B(I + CA−1B)−1CA−1.

特别地, Im − BC 是可逆方阵当且仅当 In − CB 是可逆方阵, 并且

(Im − BC)−1 = Im +B(In − CB)−1C.

证明 考虑方程 (A+BC)x = b. 记 ξ := Cx, 则方程转化为 (A+BC)x = Ax+Bξ, 也即A B

C −In

x

ξ

 =

b

O

 .

对左边的矩阵进行分解:A B

C −In

 =

 Im O

CA−1 In

A B

O −In − CA−1B

 .

由

 Im O

CA−1 In

−1

=

 Im O

−CA−1 In

 可得
A B

O −In − CA−1B

x

ξ

 =

 Im O

−CA−1 In

b

O

 =

 b

−CA−1b

 .

于是

In + CA−1B可逆 ⇐⇒ det (−In − CA−1B) 6= 0
Laplace 展开⇐======⇒

det

A B

O −In − CA−1B

 = det (A) · det (−In − CA−1B) 6= 0

⇐⇒

A B

O −In − CA−1B

可逆
⇐⇒

A B

O −In − CA−1B

x

ξ

 =

 b

−CA−1b

有唯一解
∗⇐⇒ (A+BC)x = b有唯一解 ⇐⇒ A+BC可逆.

关于 ∗ 处 ⇐⇒ 的说明: ¬ ⇒: 由 ξ = Cx 知显然.  ⇐: 只需注意到 Ax+ Bξ = b 蕴含着

(−In − CA−1B)ξ = −CA−1b.



第二章 讲义习题选做 40

注 2.0.5 更多内容可参见 Sherman–Morrison–Woodbury 公式.

习题 2.4.13 设 n + 1 阶杨辉三角矩阵 A =


C0

0

C0
1 C1

1

... ... . . .

C0
n C1

n · · · Cn
n

, B = (bij) = (A−1 + A)−1,

C = (cij) = (I +A)−1, 其中 0 ⩽ i, j ⩽ n. 证明: 当 i− j 是奇数时, bij = 0; 当 i− j 是正偶数

时, cij = 0.

习题 2.4.14 设 S1, S2, · · · , S2n 是 {1, 2, · · · , n} 的所有子集, A = (aij) ∈ F2n×2n ,

aij =

1, Si ⊂ Sj

0, Si 6⊂ Sj

.

证明: 存在置换方阵 P 使得 PAPT 是单位上三角方阵, 并且 A−1 =
(
(−1)|Si|+|Sj |aij

)
.

习题 2.4.15 设 A = (aij) ∈ Fn×n, aij =

1, j | i

0, j ∤ i
. 证明: A−1 =

(
µ
(

i
j

)
aij

)
, 其中

µ(x) =

(−1)k, x 是 k 个不同素数的乘积,

0, 否则.

习题 2.4.16 首先给出几个定义.

• 设 M ∈ Fn×n.若存在置换方阵 P , 使得 PTMP =

M11 M12

O M22

, 其中 M11,M22 都是

阶数 ⩾ 1 的方阵, 则 M 称为可约的, 否则 M 称为不可约的.

• 设 M ∈ Rm×n. 若 M 的元素都是非负实数, 则 M 称为非负矩阵. 若 M 的元素都是

正实数, 则 M 称为全正矩阵.

• 设 M ∈ Rn×n 是非负矩阵.若存在正整数 k, 使得 Mk 是全正矩阵, 则 M 称为本原的,

否则 M 称为非本原的.

设 A ∈ Rn×n 是非负矩阵. 证明:

(1) A是不可约的 ⇐⇒ 对于任意 i 6= j,存在正整数 k,使得 Ak 的 (i, j)元素 > 0 ⇐⇒

存在正整数 k ⩽ n,使得 I+A+· · ·+Ak−1的元素都 > 0 ⇐⇒ 存在正实数 λ,使得 (λI−A)−1

的元素都 > 0.

https://www.cs.cornell.edu/~bindel/class/cs6210-f09/lec12.pdf
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(2) 存在置换方阵 P , 使得 PTAP 是准上三角方阵, 其中每个准对角块都是不可约方阵.

(3) 若 A 是本原的, 则 A 是不可约的.

(4) 若 A 是非本原且不可约的, 则存在正整数 m ⩾ 2 和置换方阵 P , 使得

PTAP =


O A1

O
. . .
. . . Am−1

Am O

 ,

其中每个准对角块都是零方阵, 空白处元素都是 0.

提示 设 Si = {k ∈ N | (Ak)ii > 0}, di 是 Si 中所有元素的最大公约数.

注意到 p, q ∈ Si ⇒ p+ q ∈ Si. 故当 k 充分大时, kdi ∈ Si.

对于任意 i 6= j, 由于 A 是不可约的, 存在正整数 p, q 使得 (Ap)ij > 0, (Aq)ji 6= 0. 当 k

充分大时, (kdi + p+ q) ∈ Sj. 得 dj | di. 故 d1 = · · · = dn = m.

综上, 对于任意 i, j, 存在 nij 使得 (Anij+km)ij > 0, (Anij+km+r)ij = 0, ∀k ∈ N, r ∈

{1, · · · ,m− 1}.

若 m = 1, 则当 k 充分大时, Ak 的元素都 > 0, 与 A 非本原矛盾. 故 m ≥ 2.

注意到 nii ≡ 0, nij + njk ≡ nik (mod m), ∀i, j, k. 在 {1, 2, · · · , n} 上定义等价关系

i ∼ j ⇔ nij ≡ 0 (mod m), 得到 m 个等价类 I1, · · · , Im.

A
[
I1 ··· Im
I1 ··· Im

]
=


O A1

O
. . .
. . . Am−1

Am O

 .

习题 3.1.7 (4) 计算以下方阵的行列式.

A = (aij) =


0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

 .

解 1 观察到 A 为 4 阶反对称阵, 写出

A4 = {(1, 2, 3, 4), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3)} ,



第二章 讲义习题选做 42

A的 Pfaffian多项式 Pf(A) = a12a34−a13a24+a14a23 = af+cd−be,于是 |A| = (af + cd− be)2.

解 2 将 A 按 2× 2 分块: 
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

.

由 Schur 公式,

det (A) =

∣∣∣∣∣∣ 0 a

−a 0

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
 0 f

−f 0

−

−b −d

−c −e

 0 a

−a 0

−1b c

d e


∣∣∣∣∣∣

= a2 ·

∣∣∣∣∣∣f
 0 1

−1 0

− 1

a

−b −d

−c −e

0 −1

1 0

b c

d e

∣∣∣∣∣∣
= a2 ·

∣∣∣∣∣∣f
 0 1

−1 0

+
1

a

b d

c e

−d −e

b c

∣∣∣∣∣∣
= a2 ·

∣∣∣∣∣∣f
 0 1

−1 0

+
1

a

 0 cd− be

be− cd 0

∣∣∣∣∣∣
= a2 ·

∣∣∣∣∣∣af + cd− be

a

 0 1

−1 0

∣∣∣∣∣∣
= (af + cd− be)2.

注 2.0.6 本题的背景是反对称阵的 Pfaffian 多项式, 可参见谢启鸿高等代数官方博客以及

https://zhuanlan.zhihu.com/p/269149418.

习题 3.1.7 (7) 计算以下方阵的行列式.

A = (aij) =


a b c d

−b a −d c

−c d a −b

−d −c b a

 .

https://www.cnblogs.com/torsor/p/3554028.html
https://zhuanlan.zhihu.com/p/269149418
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解 1 ¬ 首先考虑 a = 0 的情形. 这时 A 为 4 阶反对称阵, 与习题 3.1.7 (4) 类似, 可以写出

A 的 Pfaffian 多项式

Pf(A) = a12a34 − a13a24 + a14a23 = −b2 − c2 − d2,

于是 det (A) = Pf(A)2 = (b2 + c2 + d2)2.

 考虑 a 的一般情形. 注意到

det (A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

−b a −d c

−c d a −b

−d −c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
交换第 1、2 列
==========
交换第 3、4 列

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b a d c

a −b c −d

d −c −b a

−c −d a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b a d c

−a b −c d

−d c b −a

−c −d a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

即在 A 中进行 a ↔ b、c ↔ d 的对换后不改变 det (A). 因此 det (A) 作为以 a, b, c, d 为变

元的多元多项式, 其中 a 与 b、c 与 d 地位等价, 且在 a 取 0 时化为 (b2 + c2 + d2)2. 于是

det (A) = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

解 2 注意到 A 的任意两行 (列) 均正交, 所以 Ã :=
1√

a2 + b2 + c2 + d2
A 是正交方阵, 从而

det (A) = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

习题 3.1.7 (10) 计算以下方阵的行列式.

A =


1 + a 1 + a2 1 + a3 1 + a4

1 + b 1 + b2 1 + b3 1 + b4

1 + c 1 + c2 1 + c3 1 + c4

1 + d 1 + d2 1 + d3 1 + d4

 .
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解 1 通过加边可得

det (A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 −1 −1

0 1 + a 1 + a2 1 + a3 1 + a4

0 1 + b 1 + b2 1 + b3 1 + b4

0 1 + c 1 + c2 1 + c3 1 + c4

0 1 + d 1 + d2 1 + d3 1 + d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 −1 −1

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [2abcd− (a− 1)(b− 1)(c− 1)(d− 1)] (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c).

解 2 注意到

A =


a

b

c

d




1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

+


1

1

1

1


(
1 1 1 1

)

=


a

b

c

d




1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3




I4 +


1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



−1


1

a
1

b
1

c
1

d


(
1 1 1 1

)

.

由 Sylvester 行列式恒等式得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
I4 +


1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



−1


1

a
1

b
1

c
1

d


(
1 1 1 1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
I1 +

(
1 1 1 1

)

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



−1


1

a
1

b
1

c
1

d



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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于是

det (A) = abcd(b−a)(c−a)(d−a)(c−b)(d−b)(d−c)


1 +

(
1 1 1 1

)

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



−1


1

a
1

b
1

c
1

d




.

要求 x :=
(
1 1 1 1

)

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3



−1

, 只需解方程


1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

xT =


1

1

1

1

. 运用

Cramer 法则,

∆ = (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c),

∆1 = ∆|a=1 = (b− 1)(c− 1)(d− 1)(c− b)(d− b)(d− c),

∆2 = ∆|b=1 = (1− a)(c− a)(d− a)(c− 1)(d− 1)(d− c),

∆3 = ∆|c=1 = (b− a)(1− a)(d− a)(1− b)(d− b)(d− 1),

∆4 = ∆|d=1 = (b− a)(c− a)(1− a)(c− b)(1− b)(1− c),

于是

x =

(
(b− 1)(c− 1)(d− 1)

(b− a)(c− a)(d− a)

(1− a)(c− 1)(d− 1)

(b− a)(c− b)(d− b)

(1− a)(1− b)(d− 1)

(c− a)(c− b)(d− c)

(1− a)(1− b)(1− c)

(d− a)(d− b)(d− c)

)
.

进而可得

det (A) =abcd(b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c)

+ bcd(b− 1)(c− 1)(d− 1)(c− b)(d− b)(d− c)

+ acd(1− a)(c− 1)(d− 1)(c− a)(d− a)(d− c)

+ abd(1− a)(1− b)(d− 1)(b− a)(d− a)(d− b)

+ abc(1− a)(1− b)(1− c)(b− a)(c− a)(c− b).

习题 3.2.1 设 A ∈ Cm×n. 利用 Binet–Cauchy 公式证明 det(AAH) ≥ 0.

证明 设 M 是一个复方阵, 则 det
(
MMH) = det (M) · det

(
MH) = det (M) · det (M) ⩾ 0. 不

妨设 m ⩽ n(否则 det
(
AAH) = 0 自然使结论成立). 于是由 Binet–Cauchy 公式, det

(
AAH)
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可分解为 Cm
n 组 m 阶方阵乘积的行列式之和, 其中每组的两个方阵互为共轭转置, 它们的乘

积的行列式为非负实数. 故 det
(
AAH) ⩾ 0.

习题 3.2.3 (1) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 · · · cos(n− 1)θ2
... ... . . . ...

1 cos θn · · · cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 可以证明第 I 类 Chebyshev 多项式的三角形式 Tn(cos θ) = cos(nθ): 比较 De Moivre 公

式 (cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ 两边实部可得

cosnθ =

bn
2 c∑

k=0

(
n

2k

)
cosn−2k θ · i2k sin2k θ =

bn
2 c∑

k=0

(−1)k
(
n

2k

)
cosn−2k θ

(
1− cos2 θ

)k
.

由此还能得到 deg (Tn(x)) = n, 且

Tn(x)的首项系数 =

bn
2 c∑

k=0

(−1)k
(
n

2k

)
(−1)k = 2n−1.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

图 2.1: 第 I 类 Chebyshev 多项式

由此可将原来的方阵分解为以下形式:


1 cos θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 · · · cos(n− 1)θ2
... ... . . . ...

1 cos θn · · · cos(n− 1)θn

 =


1 cos θ1 · · · cosn−1 θ1

1 cos θ2 · · · cosn−2 θ2
... ... . . . ...

1 cos θn · · · cosn−1 θn





1 ∗ ∗ · · · ∗

1 ∗ · · · ∗

2 · · · ∗
. . . ...

2n−2


.
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故结果为 2
(n−1)(n−2)

2

∏
1⩽i<j⩽n

(cos θj − cos θi).

习题 3.2.3 (2) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos 1
2
θ1 cos 3

2
θ1 · · · cos 2n− 1

2
θ1

cos 1
2
θ2 cos 3

2
θ2 · · · cos 2n− 1

2
θ2

... ... . . . ...

cos 1
2
θn cos 3

2
θn · · · cos 2n− 1

2
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 由于 cos 2k + 1

2
θ+ cos 2k − 1

2
θ = 2 cos kθ cos 1

2
θ, 从最右一列起, 将前一列加到该列上, 可

将原行列式转化为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos 1
2
θ1 2 cos θ1 cos 1

2
θ1 · · · 2 cos(n− 1)θ1 cos 1

2
θ1

cos 1
2
θ2 2 cos θ2 cos 1

2
θ2 · · · 2 cos(n− 1)θ2 cos 1

2
θ2

... ... . . . ...

cos 1
2
θn 2 cos θn cos 1

2
θn · · · 2 cos(n− 1)θn cos 1

2
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=2n−1

n∏
k=1

cos 1
2
θk ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 · · · cos(n− 1)θ2
... ... . . . ...

1 cos θn · · · cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由习题 3.2.3 (1) 结果可得本题结果为 2
n(n−1)

2

n∏
k=1

cos 1
2
θk

∏
1⩽i<j⩽n

(cos θj − cos θi).

习题 3.2.3 (3) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin θ1 sin 2θ1 · · · sinnθ1

sin θ2 sin 2θ2 · · · sinnθ2
... ... . . . ...

sin θn sin 2θn · · · sinnθn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 可以证明第 II类 Chebyshev多项式的三角形式 Un(cos θ) = sin(n+ 1)θ

sin θ
: 比较 De Moivre

公式 (cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ 两边虚部可得

sin(n+1)θ =

bn
2 c∑

k=0

(
n+ 1

2k + 1

)
cosn−2k θ·i2k sin2k+1 θ =

bn
2 c∑

k=0

(−1)k
(
n+ 1

2k + 1

)
cosn−2k θ

(
1− cos2 θ

)k sin θ.

由此还能得到 deg (Un(x)) = n, 且

Un(x)的首项系数 =

bn
2 c∑

k=0

(−1)k
(
n+ 1

2k + 1

)
(−1)k = 2n.
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-1.0 -0.5 0.5 1.0

-4
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图 2.2: 第 II 类 Chebyshev 多项式

由此可将原来的方阵分解为以下形式:
sin θ1 sin 2θ1 · · · sinnθ1

sin θ2 sin 2θ2 · · · sinnθ2
... ... . . . ...

sin θn sin 2θn · · · sinnθn

 =


1 cos θ1 · · · cosn−1 θ1

1 cos θ2 · · · cosn−2 θ2
... ... . . . ...

1 cos θn · · · cosn−1 θn




sin θ1 ∗ · · · ∗

2 sin θ2 · · · ∗
. . . ...

2n−1 sin θn

 .

故结果为 2
n(n−1)

2

n∏
k=1

sin θk
∏

1⩽i<j⩽n

(cos θj − cos θi)

习题 3.2.3 (4) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin 1

2
θ1 sin 3

2
θ1 · · · sin 2n− 1

2
θ1

sin 1

2
θ2 sin 3

2
θ2 · · · sin 2n− 1

2
θ2

... ... . . . ...

sin 1

2
θn sin 3

2
θn · · · sin 2n− 1

2
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 由于 sin 2k + 1

2
θ − sin 2k − 1

2
θ = 2 sin 1

2
θ cos kθ, 从最右一列起, 将该列减去前一列, 可将
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原行列式转化为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin 1

2
θ1 2 sin 1

2
θ1 cos θ1 · · · 2 sin 1

2
θ1 cos(n− 1)θ1

sin 1

2
θ2 2 sin 1

2
θ2 cos θ2 · · · 2 sin 1

2
θ2 cos(n− 1)θ2

... ... . . . ...

sin 1

2
θn 2 sin 1

2
θn cos θn · · · 2 sin 1

2
θn cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=2n−1

n∏
k=1

sin 1

2
θk ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 · · · cos(n− 1)θ2
... ... . . . ...

1 cos θn · · · cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由习题 3.2.3 (1) 结果可得本题结果为 2
n(n−1)

2

n∏
k=1

sin 1

2
θk

∏
1⩽i<j⩽n

(cos θj − cos θi).

习题 3.2.3 (5) 旧 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 32 · · · n2

22 32 42 · · · 12

... ... ... . . . ...

n2 12 22 · · · (n− 1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 先从首尾开始向中间依次对调两行, 将行列式转化为循环方阵行列式, 再将第一列进行

(n− 1) 次列交换后换到最后一列:

(−1)
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n2 12 22 · · · (n− 1)2

(n− 1)2 n2 12 · · · (n− 2)2

... ... ... . . . ...

12 22 32 · · · n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

(n+2)(n−1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 · · · (n− 1)2 n2

n2 12 · · · (n− 2)2 (n− 1)2

... ... . . . ... ...

22 32 · · · n2 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由讲义例 3.10 结论, 上式可化为

(−1)
n(n−1)

2

n−1∏
k=0

f
(
ωk
)
,

其中 f(x) =
n∑

k=1

k2xk−1, ω = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
是 n 次单位根. 我们可以用母函数法得到 f(x)
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的封闭表达式:
n∑

k=1

xk =
xn+1 − x

x− 1

求导
==⇒

n∑
k=1

kxk−1 =
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(x− 1)2

两边乘x
====⇒

n∑
k=1

kxk =
nxn+2 − (n+ 1)xn+1 + x

(x− 1)2

求导
==⇒

n∑
k=1

k2xk−1 =
(−2n2 − 2n+ 1) xn+1 + n2xn+2 + (n+ 1)2xn − x− 1

(x− 1)3

习题 3.2.3 (6) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn
... ... . . . ...

sn−1 sn · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 其中 sk =

n∑
i=1

xk
i .

解 观察到此方阵为
(
s(i−1)+(j−1)

)
. 若记 V =


1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

... ... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

, 则原方阵即 V V T.

于是行列式为
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi)
2.

习题 3.2.3 (7) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 · · · cn−1

−cn−1 c0 · · · cn−2

... ... . . . ...

−c1 −c2 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 设 f(x) =
n−1∑
k=0

ckx
k, Z =

 In−1

−1

. 则原方阵 C = f(Z), Zn = −I. 设 n 阶复方阵

Ω =
(
ω(i−1)(2j−1)

)
, 其中 ω = cos π

n
+ i sin π

n
为 2n 次单位根. 记 A = (aij) = ΩΩ, 则

aij =
n∑

k=1

ω(i−1)(2k−1)ω(2k−1)(j−1) =
n∑

k=1

(ωω)(2k−1)(j−1) ω(2k−1)(i−j) =
n∑

k=1

ω(2k−1)(i−j) = nδij.
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这说明 A = ΩΩ = nI, 故 Ω 可逆, Ω−1 =
1

n
Ω. 又因为

ZΩ =



ω ω3 · · · ω2n−1

ω2 ω2×3 · · · ω2(2n−1)

... ... . . . ...

ω(n−1) ω(n−1)×3 · · · ω(n−1)(2n−1)

−1 −1 · · · −1


=



ω ω3 · · · ω2n−1

ω2 ω2×3 · · · ω2(2n−1)

... ... . . . ...

ω(n−1) ω(n−1)×3 · · · ω(n−1)(2n−1)

ωn ωn×3 · · · ωn(2n−1)



=



1 1 · · · 1

ω ω3 · · · ω2n−1

ω2 ω2×3 · · · ω2(2n−1)

... ... . . . ...

ω(n−1) ω(n−1)×3 · · · ω(n−1)(2n−1)


︸ ︷︷ ︸

Ω


ω

ω3

. . .

ω2n−1

 ,

所以 Z = Ω diag
(
ω, ω3, · · · , ω2n−1

)
Ω−1. 记 D = diag

(
ω, ω3, · · · , ω2n−1

)
, 则

Zk = ΩDkΩ−1 =⇒ C = f(Z) = Ωf(D)Ω−1.

于是

det (C) = det (f(D)) = det


f (ω)

f
(
ω3
)

. . .

f
(
ω2n−1

)

 =
n∏

k=1

f
(
ω2k−1

)
.

习题 3.2.3 (8) 计算行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cq+1
p+1 Cq+2

p+1 · · · Cq+n
p+1

Cq+1
p+2 Cq+2

p+2 · · · Cq+n
p+2

... ... · · · ...

Cq+1
p+n Cq+2

p+n · · · Cq+n
p+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 其中 Cq+j

p+i 是组合数.

解 为了将矩阵

(
(p+ i)!

(q + j)!(p− q + i− j)!

)
中 (p + 1)! 和 (q + j)! 这两个 “i 与 j 不混合” 的

系数提出来, 我们借助矩阵分块的视角, 将该矩阵分解为

diag ((p+ i)!)

(
1

(p− q + i− j)!

)
diag

(
1

(q + j)!

)
.
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为了构造 Vandermonde 行列式, 我们进一步改写为

diag
(

(p+ i)!

(p− q + i− 1)!

)(
(p− q + i− 1)!

[(p− q + i− 1)− j + 1]!

)
diag

(
1

(q + j)!

)
.

记 xi = p− q + i− 1, 则已经构造出 fj(xi) =
xi!

(xi − j + 1)!
的形式, deg (fj(x)) = j − 1. 再利

用次数高低顺序与带余除法进行列变换:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) f2(x1) · · · fn(x1)

f1(x2) f2(x2) · · · fn(x2)
... ... . . . ...

f1(xn) f2(xn) · · · fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−1
1

1 x2 · · · xn−1
2

... ... . . . ...

1 xn · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽i<j⩽n

(j− i) =
n−1∏
i=1

(n− i)! =
n∏

i=1

(i−1)!.

故所求行列式结果为

n∏
k=1

(k − 1)!(p+ k)!

(p− q + k − 1)!(q + k)!
.

习题 3.2.4 证明:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a2 − b2 − c2 2(ab+ c) 2(ca− b)

2(ab− c) 1 + b2 − c2 − a2 2(bc+ a)

2(ca+ b) 2(bc− a) 1 + c2 − a2 − b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1 + a2 + b2 + c2)3.

证明

LHS ¬+=(b×®−c×)
============

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a2 + b2 + c2 c(1 + a2 + b2 + c2) −b(1 + a2 + b2 + c2)

2ab− 2c 1 + b2 − c2 − a2 2bc+ 2a

2ac+ 2b 2bc− 2a 1 + c2 − a2 − b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + a2 + b2 + c2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 c −b

2ab− 2c 1 + b2 − c2 − a2 2bc+ 2a

2ac+ 2b 2bc− 2a 1 + c2 − a2 − b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + a2 + b2 + c2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2ab− 2c 1 + b2 + c2 − a2 − 2abc 2ab2 + 2a

2ac+ 2b −2a− 2ac2 1 + c2 − a2 + b2 + 2abc

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + a2 + b2 + c2)

[
(1 + b2 + c2 − a2)2 − 4a2b2c2 + 4a2(b2 + 1)(c2 + 1)

]
= (1 + a2 + b2 + c2)3.

习题 3.2.5 设 n 阶复数方阵 Ω =
(
ω(i−1)(j−1)

)
, 其中 ω = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
是 n 次单位根.

证明: det(Ω) = n
n
2 eiθ, 其中 θ =

(n− 1)(3n− 2)

4
π.
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证明 ¬ 先证明 det (Ω) 模长为 n
n
2 . 只需证 |det (Ω)|2 = det (Ω)det (Ω) = det

(
ΩΩ

)
= nn. 记

A = (aij)ΩΩ, 则

aij =
n∑

k=1

ω(i−1)(k−1)ω(k−1)(j−1) =
n∑

k=1

(ωω)(k−1)(j−1) ω(k−1)(i−j) =
n∑

k=1

ω(k−1)(i−j) = nδij.

这说明 A = ΩΩ = nI. 故 det
(
ΩΩ

)
= nn.

 再证明辐角 θ =
(n− 1)(3n− 2)

4
π. 如图 2.3, 由几何关系, 当 0 ⩽ i < j ⩽ n− 1 时,

arg
(
ωj − ωi

)
= arg

(
ωj
)
+

1

2

[
π −

(
arg
(
ωj
)
− arg

(
ωi
))]

=
2πj

n
+

1

2

[
π − 2π(j − i)

n

]
=

π(2j + 2i+ n)

2n
.

于是

arg (det (Ω)) = arg
( ∏

0⩽i<j⩽n−1

(
ωj − ωi

))
=

∑
0⩽i<j⩽n−1

arg
(
ωj − ωi

)
=

∑
0⩽i<j⩽n−1

π(2j + 2i+ n)

2n
=

π

2n

n−2∑
i=0

n−1∑
j=i+1

(2j + 2i+ n)

=
(n− 1)(3n− 2)

4
π.

ω j

ωi
ω j − ωi

2π ( j − i )
n

π (n − 2 j + 2i )
2n

图 2.3

习题 3.2.7 (1) 计算行列式和逆矩阵: A =


1 + a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1 + a2b2 · · · a2bn
... ... . . . ...

anb1 anb2 · · · 1 + anbn

.
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解 由 Sylvester 行列式恒等式,

det (A) = det

In +


a1

a2
...

an


(
b1 b2 · · · bn

)


= det

I1 +
(
b1 b2 · · · bn

)

a1

a2
...

an



 = 1 +
n∑

i=1

aibi.



第二章 讲义习题选做 55

代数余子式 Aii = 1− aibi +
n∑

k=1

akbk, 而当 i 6= j 时, 若 i < j, 提取因子后 Aij 化为

(−1)i+jajbi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1b1 a1b2 a1 a1bn

a2b1 1 + a2b2 a2 a2bn

1 + ai−1bi−1 ai−1

ai+1 1 + ai+1bi+1

1 + aj−1bj−1

b1 b2 1 bj−1 bj bn

1 + aj+1bj+1

anb1 anb2 an 1 + anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣wwwww利用第 i 列 (元素 1 所在列) 消元

(−1)i+jajbi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 a1 0

0 1 a2 0

1 ai−1

ai+1 1

1

0 0 1 0 0 0

1

0 0 an 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣wwwww将红色分块内的第 1 列经 j − i− 1 次换列调至最右列

(−1)i+j · (−1)j−i−1ajbi = (−1)2j−1ajbi = −ajbi.

同理, 当 i > j 时, 也有 Aij = −ajbi. 故可写出 A−1 =
1

det (A)A
∗.

习题 3.2.16 设 f(x) =
m∑
i=0

fix
i 和 g(x) =

n∑
i=0

gix
i 都是复系数多项式, fmgn 6= 0. 如下 m+ n
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阶方阵

S =



f0 f1 · · · fm
. . . . . . . . . . . .

f0 f1 · · · fm

g0 g1 · · · gn
. . . . . . . . . . . .

g0 g1 · · · gn



}
n行

}
m行

称为 Sylvester 方阵, det(S) 称为 Sylvester 结式. 证明:

(1) det(S) = fn
mg

m
n

m∏
i=1

n∏
j=1

(vj − ui), 其中 u1, · · · , um 和 v1, · · · , vn 分别是 f 和 g 的所有

根.

(2) det(S) 6= 0 当且仅当 gcd(f, g) = 1.

习题 4.1.1 (4)(5)(6) 计算下列矩阵的秩.
1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8




12 22 32 42 52

22 32 42 52 62

32 42 52 62 72

42 52 62 72 82




13 23 33 43 53

23 33 43 53 63

33 43 53 63 73

43 53 63 73 83


解 考虑 m× n 矩阵 A = (aij), 其中 aij = (i+ j − 1)k, k ∈ N. 由

(i+ j − 1)k =
k∑

s=0

(
k

s

)
(i− 1)k−sjs

将 i 与 j 分离可得

A =
(
(i− 1)k−j+1

)
m×(k+1)︸ ︷︷ ︸

B

diag
(
C0

k , C
1
k , · · · , Ck

k

)︸ ︷︷ ︸
D

(
ji−1

)
(k+1)×n︸ ︷︷ ︸
C

.

因为 B 中可找到由 0, 1, · · · ,min{m, k + 1} − 1 生成的 Vandermonde 方阵作为子矩阵, 所以

rank(B) = min{m, k + 1}. 因为 C 中可找到由 1, 2, · · · ,min{n, k + 1} 生成的 Vandermonde

方阵作为子矩阵, 所以 rank(C) = min{n, k + 1}. 又因为 rank(D) = k + 1, 所以

rank(A) = rank(BDC) ⩽ min {rank(B), rank(D), rank(C)}

= min {min {m, k + 1} , k + 1,min {n, k + 1}} = min {m,n, k + 1} .

另一方面, 记 r = min {m,n, k + 1}, 往证 rank(A) ⩾ r. 注意到: ¬ 行满秩矩阵只需经过列变

换即可化成标准形;  列满秩矩阵只需经过行变换即可化成标准形; ® 任一矩阵左乘列满秩

或者右乘行满秩矩阵不改变原矩阵的秩. 未完待续
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习题 4.1.4 证明: 任意非零矩阵 A 都可以表示为 BC 的形式, 其中 B 是列满秩的, C 是行

满秩的.

证明 设 A = P

Ir O

O O

Q, 其中 P =

P1 P2

P3 P4

 , Q =

Q1 Q2

Q3 Q4

 是可逆方阵. 由 A 6= O

知 r ⩾ 1, 于是

A =

P1 P2

P3 P4

Ir

O

(Ir O
)Q1 Q2

Q3 Q4

 =

P1

P3

(Q1 Q2

)
.

由 P,Q 是满秩方阵, 以及线性无关向量组的任一部分组线性无关, 可知

P1

P3

 列满秩,(
Q1 Q2

)
行满秩. 这就是所要的分解.

习题 4.1.5 (1) 设 A ∈ Fm×n. 证明以下命题彼此等价:

¬ A 有右逆.

 A 是行满秩的.

® ATx = 0 只有零解.

¯ 存在 B ∈ F(n−m)×n, 使得

A

B

 可逆.

证明 ¬ ⇒ : 设 B 为 A 的一个右逆: AB = Im. 则 m = rank(AB) ⩽ rank(A) ⩽ m, 因此

rank(A) = m, A 行满秩.

 ⇒ ®: 因为行满秩矩阵只需经过列变换即可化成标准形, 所以可设 A =
(
Im O

)
Q,

其中 Q ∈ Fn×n 是可逆方阵. 于是 ATx = QT

Im

O

x = 0 ⇐⇒

Im

O

x = 0 ⇐⇒ x = 0.

® ⇒ ¯: 因为 ATx = 0只有零解,所以可经过行变换得到 PAT =

Im

O

,其中 A ∈ Fn×n

是可逆方阵. 于是 AT = P−1

Im

O

. 取 B =
(
O In−m

) (
P−1

)T, 则 BT = P−1

 O

In−m

,
(
AT BT

)
= P−1

Im

In−m

 = P−1In = P−1. 故

A

B

 =
(
P−1

)T
可逆.

¯ ⇒ ¬: 设

A

B

(Cn×m Dn×(n−m)

)
= In, 则由分块乘法得 AC = Im.
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习题 4.1.6 (1)(2) 设 A,C ∈ Fm×n, B,D ∈ Fn×p. 证明:

(1) 若 A,B 都是行满秩的, 则 AB 也是行满秩的.

(2) 若 C,D 都是列满秩的, 则 CD 也是列满秩的.

证明 只需证明:

(1) 右乘行满秩矩阵不改变原矩阵的秩.

(2) 左乘列满秩矩阵不改变原矩阵的秩.

下面给出 (1) 的证明, (2) 同理. 设 Am×nBn×p = Em×p. 一方面, rank(E) = rank(AB) ⩽
rank(A). 另一方面, 由 Sylvester 秩不等式, rank(E) = rank(AB) ⩾ rank(A) + rank(B)− n =

rank(A). 故 rank(E) = rank(A).

习题 4.1.7 (1) 设 A ∈ Fn×n, A∗是 A的伴随方阵.证明: rank(A∗) =


n, rank(A) = n

1, rank(A) = n− 1

0, rank(A) ⩽ n− 2

.

证明 设 A = P

Ir

O

Q, 其中 P,Q ∈ Fn×n 是可逆方阵. 则

rank(A∗) = rank

P

Ir

O

Q

∗

¬
== rank

Q∗

Ir

O

∗

P ∗

 
== rank

Ir

O

∗

.

上式中等号 ¬ 来自习题 3.3.7, 等号  是因为 P ∗ = det(P )P−1, Q∗ = det(Q)Q−1 可逆, 而

左 (右) 乘可逆方阵不改变原矩阵的秩. 注意到

Ir

O

 中非零元素 (若有) 只能位于主对

角线上, 若 r = n, 则

Ir

O

∗

主对角线全为非零元素, rank

Ir

O

∗

= n; 若 r = n− 1,Ir

O

∗

= diag(0, · · · , 0, 1), rank

Ir

O

∗

= 1; 若 r ⩽ n − 2, 则

Ir

O

∗

= On×n,

rank

Ir

O

∗

= 0.

习题 4.1.7 (2) 求所有 A,B ∈ Cn×n 满足 A∗ = B∗ 6= O.

证明 由习题 4.1.7 (1) 结论, A∗ 6= O ⇐⇒ rank(A∗) ⩾ 1 ⇐⇒ rank(A) ⩾ n − 1. 由习题

3.3.7, (A∗)∗ = (det(A))n−2 A, 因此 A∗ = B∗ ⇐⇒ (det(A))n−2 A = (det(B))n−2 B.
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¬ 若 rank(A) = n, 则 det(A) 6= 0, 从而 det(B) 6= 0. 记 λ =
(det(A))n−2

(det(B))n−2 , 则 B = λA,

由习题 3.3.7 可知

B∗ = (λA)∗ = λn−1A∗ = A∗ ⇐⇒ λn−1 = 1.

故 B = λA, 其中 λ = cos 2kπ

n− 1
+ i sin 2kπ

n− 1
(k = 0, · · · , n− 2).

 若 rank(A) = n − 1, 则 rank(A∗) = 1. 设 A∗ = P diag (1, On−1)Q, 其中 P,Q 是可逆

方阵, 则

A∗ = P


1

0
...

0


(
1 0 · · · 0

)
Q = αβT,

其中 α 是 P 的最后一列, βT 是 Q 的最后一行. 未完待续

习题 4.1.8 (3) 证明秩等式:

rank(A⊗ B) = rank(A) rank(B).

证明 设 A = P1

Ir1

O

Q1, B = P2

Ir2

O

Q2, 其中 P1, Q1, P2, Q2 都是可逆方阵. 由

Kronecker 积的混合积性质 (习题 2.2.7) 可得

A⊗ B = (P1 ⊗ P2)

Ir1

O

⊗

Ir2

O

 (Q1 ⊗Q2) .

而 P1 ⊗ P2 与 Q1 ⊗Q2 均可逆, 因此

rank (A⊗ B) = rank

Ir1

O

⊗

Ir2

O

 = r1r2 = rank(A) rank(B).

习题 4.1.8 (5) 证明秩不等式:

rank(AC − BD) ⩽ rank(A− B) + rank(C −D),

其中 A,B ∈ Fm×n, C,D ∈ Fn×p.

证明 ¬ 若B = O,则欲证不等式变为 rank(AC) ⩽ rank(A)+rank(C−D),这可由 rank(AC) ⩽
rank(A) 直接得到. 类似地, 若 C = O, 则欲证不等式也平凡地成立.
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 下面考虑 B 6= O 且 C 6= O 的情形. 由初等变换可得

rank(A− B) + rank(C −D) = rank

A− B

C −D

 = rank

AC − BC

BC − BD


= rank

AC − BC BC − BD

BC − BD

 = rank

AC − BD BC − BD

BC − BD BC − BD

 ⩾ rank(AC − BD).

习题 4.1.8 (6) 证明秩不等式:

−n

2
⩽ rank(AB)− rank(BA) ⩽ m

2
,

其中 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m.

证明 不妨设 A =

Ir O

O O

, B =

B1 B2

B3 B4

, 其中 B1 ∈ Fr×r. 若 rank(A) ⩽ m

2
, 则

rank(AB)− rank(BA) ⩽ rank(AB) ⩽ rank(A) ⩽ m

2
,

右边不等式已经成立, 故可不妨设 r = rank(A) > m

2
, 从而 rank(B2) ⩽ m− r <

m

2
. 由

AB =

B1 B2

O O

 , BA =

B1 O

B3 O


可知

rank(AB) = rank
(
B1 B2

)
⩽ rank(B1) + rank(B2),

rank(BA) = rank

B1

B3

 ⩾ rank(B1).

于是

rank(AB)− rank(BA) ⩽ rank(B1) + rank(B2)− rank(B1) = rank(B2) ⩽
m

2
.

将 A,B 互换即可得到左边不等式.
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习题 4.1.10 设复系数多项式 f(x) =
m∑
i=0

fix
i, g(x) =

n∑
i=0

gix
i, 构造 m+ n 阶复数方阵

S =



f0 f1 · · · fm
. . . . . . . . . . . .

f0 f1 · · · fm

g0 g1 · · · gn
. . . . . . . . . . . .

g0 g1 · · · gn



}
n行

}
m行

求证: rank(S) = max{deg(f) + n, deg(g) +m} − deg(gcd(f, g)).

证明 设 u(x) =
n−1∑
k=0

ukx
k, v(x) =

m−1∑
k=0

vkx
k. 注意到

(
u0 · · · un−1 v0 · · · vm−1

)
S



1

x

x2

...

xm+n−1


= u(x)f(x) + v(x)g(x),

考虑解空间, 视 x 为
(
u0 · · · un−1 v0 · · · vm−1

)T
, 就有

rank(S) = rank
(
ST) = m+ n− dim

{
x | STx = 0

}
= m+ n− dim {(u0, · · · , un−1, v0, · · · , vm−1) | u(x)f(x) + v(x)g(x) = 0} .

而

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 0 ⇐⇒ u(x) · f(x)

gcd(f, g) = −v(x) · g(x)

gcd(f, g) ,

因为 gcd
(

f(x)

gcd(f, g) ,
g(x)

gcd(f, g)

)
= 1, 所以上式又等价于

f(x)

gcd(f, g)

∣∣∣∣∣v(x), g(x)

gcd(f, g)

∣∣∣∣∣u(x).
记

u(x) = w(x) · g(x)

gcd(f, g) , v(x) = −w(x) · f(x)

gcd(f, g) ,
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则 w(x) 成为自由变量, 且满足约束条件deg(w) = deg(u) + deg(gcd(f, g))− deg(g) ⩽ n− 1 + deg(gcd(f, g))− deg(g),

deg(w) = deg(v) + deg(gcd(f, g))− deg(f) ⩽ m− 1 + deg(gcd(f, g))− deg(f).

故

rank(S) = m+ n− (max {deg(w)}+ 1)

= m+ n− (min {n− deg(g),m− deg(f)}+ deg(gcd(f, g))− 1 + 1)

= m+ n+ max {deg(g)− n, deg(f)−m} − deg(gcd(f, g))

= max {deg(f) + n, deg(g) +m} − deg(gcd(f, g)).

习题 4.1.11 设复系数多项式 f(x) =
n∑

i=0

fix
i, g(x) =

n∑
i=0

gix
i,构造 n阶复数方阵 B = (bij),

f(x)g(y)− f(y)g(x)

x− y
=

n∑
i,j=1

bijx
i−1yj−1.

求证: rank(B) = max{deg(f), deg(g)} − deg(gcd(f, g)).

习题 4.2.2 设 A1, A2 ∈ Fm×n, b1, b2 ∈ Fm×1. 证明: 若线性方程组 A1x = b1 与 A2x = b2 在

Fn×1 中有相同的非空解集, 则存在可逆方阵 P ∈ Fm×m, 使得 PA1 = A2 且 Pb1 = b2.

证明 设A1x = b1与A2x = b2的解空间为 {α0 + λ1α1 + · · ·+ λn−rαn−r | λ1, · · · , λn−r ∈ F},

其中 r = rank(A1) = rank(A2). 由 α1, · · ·αn−r 线性无关可设 α1, · · ·αn−r = Q

In−r

O

, 其
中 Q ∈ F(n−r)×(n−r) 为可逆方阵. 再由 AiQ

In−r

O

 = O 可设 AiQ =
(
O Ci

)
(i = 1, 2). 因

为 rank(Ci) = rank(Ai) = r, 所以可设 Ci = Pi

Ir

O

, 其中 Pi ∈ Fm×m 为可逆方阵, i = 1, 2.

取 P = P2P
−1
1 就有 PA1 = P2P

−1
1

(
O C1

)
Q−1 =

(
O C2

)
Q−1 = A2.

习题 4.2.3 设矩阵 A 是行 (列) 满秩. 证明: B 是 A 的广义逆矩阵 ⇐⇒ B 是 A 的右 (左)

逆.

证明 以 A 行满秩为例:
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⇒: 设 A = P
(
I O

)
Q, 其中 P,Q 是可逆方阵. 则 B = Q−1

 I

O

P−1,

AB = P
(
I O

)
QQ−1

 I

O

P−1 = PIP−1 = I.

⇐: 若 B 是 A 的一个右逆, 则

ABA = (AB)A = IA = A, BAB = B(AB) = BI = B.

这即是广义逆矩阵的等价定义.

习题 4.2.4 设矩阵 A = PQ, 其中 P 列满秩, Q 行满秩. 证明:

(1) 若 A = P̃ Q̃, P̃ 列满秩, Q̃ 行满秩, 则存在可逆方阵 R, 使得 P̃ = PR, Q̃ = R−1Q.

(2) 若 P †, Q† 分别是 P,Q 的广义逆矩阵, 则 A† = Q†P † 是 A 的广义逆矩阵.

(3) A 的每个广义逆矩阵都可以表示为 Q†P † 的形式, 其中 P †, Q† 分别是 P,Q 的广义

逆矩阵.

证明 (1) 设 P̃ †, Q̃† 为 P̃ , Q̃ 的广义逆矩阵. 由习题 4.2.3 知 P̃ †P̃ = Q̃Q̃† = Ir, 其中 r =

rank(A). 由 P̃ Q̃ = PQ, 两边同时左乘 P̃ † 得到 Q̃ = P̃ †PQ. 同理可得 P̃ = PQQ̃†. 将它们代

入 PQ = P̃ Q̃ 即得 PQ = PQQ̃†P̃ †PQ. 设 P †, Q† 为 P,Q 的广义逆矩阵, 将它们分别左乘、

右乘于等式两端得到

P †PQQ† = P †PQQ̃†P̃ †PQQ† =⇒ Ir = QQ̃†P̃ †P.

故取 R = QQ̃†, 就有 R−1 = P̃ †P . 由上可知 R 满足所需性质.

(2) 只需验证其满足广义逆矩阵的等价定义:

AA†A = PQQ†P †PQ = PQ = A, A†AA† = Q†P †PQQ†P † = Q†P † = A†.

(3) 设 B 是 A 的任一广义逆矩阵. 由广义逆矩阵的等价定义 (的第一条),

ABA = A =⇒ PQBPQ = PQ.

设 P †, Q† 为 P,Q 的广义逆矩阵. 由习题 4.2.3 知 P †P = QQ† = Ir. 将 P †, Q† 分别左乘、右

乘于等式两端得到 QBP = Ir. 再在两边同时分别左乘、右乘 Q†, P † 就得到 B = Q†P †.

习题 4.2.5 (1) 设 A 是对称方阵. 证明: 对于任意正整数 k ⩽ rank(A), A 有 k 或 k+ 1 阶可

逆主子矩阵.
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证明 ¬ 先证明 A 有 rank(A) 阶可逆主子矩阵. 设 A = P

Ir O

O O

Q, 其中 P,Q 是可逆方

阵. 则

A = P


Ir O

O O


︸ ︷︷ ︸

选前 r 行、前 r 列

QP−T

PT = P

R O

O O


︸ ︷︷ ︸
记为 S

PT.

由 AT = P

RT O

O O

PT = A 可知 RT = R, 即 R 是对称可逆方阵. 将 P 分块为
(
P1 P2

)
,

其中 P1 列数为 r. 那么 A =
(
P1 O

)Ir O

O O

PT
1

O

. 因为 P1 列满秩, 所以可选出 P1 的

r 阶可逆子矩阵 P1

[
i1,··· ,ir
1,··· ,r

]
. 由 A = PSPT 及 Binet–Cauchy 公式,

det
(
A
[
i1,··· ,ir
i1,··· ,ir

])
= det

(
P
[
i1,··· ,ir
1,··· ,r

])
det(R) det

(
PT [ i1,··· ,ir

1,··· ,r
])

=
[
det
(
P
[
i1,··· ,ir
1,··· ,r

])]2 det(R) 6= 0.

故 A
[
i1,··· ,ir
i1,··· ,ir

]
就是 A 的 rank(A) 阶可逆主子矩阵.

 设 A ∈ Fn×n. 当 n = 1 时显然成立. 下面对 n 归纳, 设当 n− 1 时命题成立. 由

A =


∗

∗

∗ ∗ ann

A1



=


0

0

0 0 0

A1

+


∗

∗

0 0 ann

O

+


0

0

∗ ∗ 0

O


知 rank(A) ⩽ rank(A1) + 2. 下面分 3 类讨论:

• 若 rank(A) = rank(A1). 由 A1 的可逆主子矩阵也是 A 的可逆主子矩阵即得证.

• 若 rank(A) = rank(A1) + 1. 只需证当 k = rank(A) 时命题成立, 只需注意到 A 的

rank(A) 阶可逆主子矩阵即 k 阶可逆主子矩阵.

• 若 rank(A) = rank(A1) + 2. 只需证当 k = rank(A1) + 1 时命题成立. 只需注意到 A

的 rank(A) 阶可逆主子矩阵即 k + 1 阶可逆主子矩阵.

推论 2.0.7 若 A 是对称方阵, 则 A 一定有 rank(A) 阶可逆主子矩阵.
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注 2.0.8 设

A =



0 1

1 0

0 1

1 0
. . .

0 1

1 0


,

则 A 的任意奇数阶主子矩阵均不可逆 (因此 A 的任意偶数阶主子矩阵均可逆), 由此说明习

题 4.2.5 (1) 的结论不能再改进.

习题 4.2.5 (3) 设 A 是反对称方阵且对角元素都是 01. 证明: r = rank(A) 是偶数, 并且对

于任意正偶数 k ⩽ r, A 有 k 阶可逆主子矩阵.

证明

习题 4.2.11 设方阵 A 满足 Am = O, Am−1 6= O, m ⩾ 1.A 称为幂零方阵, m 称为 A 的幂零

指数. 证明:

(1) 存在可逆方阵 P , 使得 P−1AP 是上三角方阵.

(2) 存在可逆方阵 P , 使得 B = P−1AP =


O B1

O
. . .
. . . Bm−1

O

, 其中每个对角块是零
方阵, Bi 形如

(
I O

)
, 其余空白处元素都是 0.

(3) 存在可逆方阵 P , 使得 C = P−1AP =


O C1

O
. . .
. . . Cm−1

O

, 其中每个对角块是零

方阵, Ci 形如

 I

O

, 其余空白处元素都是 0.C 称为 Weyr 块.

1对角元素都是 0 并不能由 A 是反对称方阵推出, 因为当 charF = 2 时, 1 = −1.
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(4) 存在置换方阵 P , 使得 PTBP = diag(J1, J2, · · · , Js), 其中每个 Ji =

 Ini−1

0

 是
ni 阶方阵, m = n1 ⩾ n2 ⩾ · · · ⩾ ns.diag(J1, J2, · · · , Js) 称为 Jordan 方阵, Ji 称为 Jordan 块.

证明 (1) 对幂零指数 (或最小多项式) 归纳. 当幂零指数为 1 时, 该方阵本身即为零方阵, 结

论成立.

假设当幂零指数为 m − 1 (m ⩾ 2) 时结论成立. 设 A = P0

I

O

Q0, 其中 P0, Q0 是

可逆方阵, 并将 Q0P0 对应地分块为

R1 R2

R3 R4

, 则
A = P0

I

O

Q0P0P
−1
0 = P0

I

O

R1 R2

R3 R4

P−1
0 = P0

R1 R2

O O

P−1
0 .

由此可见对任意 k ⩾ 1,

Ak = P0

R1 R2

O O

k

P−1
0 = P0

Rk
1 Rk−1

1 R2

O O

P−1
0 .

由 A 的幂零指数为 m 可知

Rm−1
1

(
R1 R2

)
= O 且 Rm−2

1

(
R1 R2

)
6= O.

由 R1, R2 的设法可知
(
R1 R2

)
行满秩, 因此将以上两式的等号两边同时右乘

(
R1 R2

)
的

一个右逆就得到 Rm−2
1 6= O 且 Rm−1

1 = O, 即 R1 的幂零指数为 m − 1. 由归纳假设, 存在可

逆方阵 Q 使 Q−1R1Q = U 是上三角方阵. 故

A = P0

QUQ−1 ∗

O O

P−1
0 = P0

Q

1

U ∗

O O

Q−1

1

P−1
0 .

将 P0

Q

1

 取为 P 即为所求.

(2) 从 (1) 的证明过程可见, 上述结论可加强为: 存在可逆方阵 P , 使得 P−1AP =

(Bij)m×m 是准上三角方阵, 其中对角块 Bii 都是零方阵. 对幂零指数归纳. ¬ 当幂零指数为

1 时, 该方阵本身即为零方阵, 结论成立.  假设当幂零指数为 m − 1 (m ⩾ 2) 时结论成立.

按照 (1) 的记号可得

A = P0

R1 R2

O O

P−1
0 .
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由归纳假设, 存在可逆方阵 Q 使 Q−1R1Q =


O B1

O
. . .
. . . Bm−2

O

. 于是

A = P0

Q

I




O B1 ∗

O
. . . ∗
. . . Bm−2 ∗

O ∗

O


Q−1

I

P−1
0 .

由此可设 A
相似∼



O B1 C1

O
. . . C2

. . . Bm−2
...

O Cm−1

O


将 P0

Q

I

. 注意到利用 Bi 形如
(
I O

)

的特点, 可以这样将 C1 变为 O:

I

I C1

. . .

I

I


︸ ︷︷ ︸
只是为了凑相似, 实际无效果



O B1 C1

O
. . . C2

. . . Bm−2
...

O Cm−1

O





I

I −C1

. . .

I

I



=



O B1 O

O
. . . C2

. . . Bm−2
...

O Cm−1

O


,
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重复类似操作可得 A
相似∼



O B1 O

O
. . . O
. . . Bm−2

...

O Cm−1

O


.注意到该矩阵从第一行到 Cm−1的最

后一行所在行构成的子矩阵行满秩, 从而 Cm−1 行满秩. 因此存在可逆方阵 R 使 Cm−1R
−1 =(

I O
)

. 故

I

I
. . .

I

R


︸ ︷︷ ︸
只是为了凑相似, 实际无效果



O B1 O

O
. . . O
. . . Bm−2

...

O Cm−1

O





I

I
. . .

I

R−1



=



O B1

O
. . .
. . . Bm−2

O Bm−1

O


.

由相似是等价关系即得证.

(3) 由 (2) 可知, AT 相似∼


O B1

O
. . .
. . . Bm−1

O

, 于是

A
相似∼


O

BT
1 O

. . . . . .

BT
m−1 O


相似∼


O BT

m−1

O
. . .
. . . BT

1

O

 ,

其中第二个相似用到了


I

. ..

I

(起 “中心对称” 效果). 取 Ci = BT
m−i 即得证.



第二章 讲义习题选做 69

(4) 注意到 (2) 中 B 的特点是每行最多有 1 个 1. 我们从第一行开始, 找到最靠左的 1,

沿其所在列向下找到主对角线上的 0, 再向右找第一个 1, 接着向下找主对角线上的 0……如

此重复直至找不到 1; 然后在前面未选中的行中找到最靠上的含 1 的行, 从这个 1 开始重复

上述步骤. 最终就能根据以上的选法选出所有的 1, 将 B 重排成 Jordan 方阵, 这个选主子矩

阵的过程自然对应了一个置换相似.

习题 5.1.5 设 A ∈ Rn×n. 证明:

(1) A+ AT 的特征值都是实数.

(2) A− AT 的特征值都是纯虚数或 0.

(3) 若 n 是奇数, 则 A 必有实特征值.

(4) 若 A 无实特征值, 则 det(A) > 0.

证明 (1) 等价于证明 “若 A 是对称方阵, 则 A 的特征值都是实数”. 设 (λ,α) 是 A 的一个

特征对 (在 C 和 Cn×1 上考虑), 则

Aα = λα =⇒ αHAα = λαHα =⇒
(
αHAα

)H
= λαHα

=⇒ αHAα = λαHα =⇒ λαHα = λαHα
αHα>0
====⇒ λ = λ.

(2) 等价于证明 “若 A 是反对称方阵”, 则 A 的特征值都是纯虚数或 0. 设 (λ,α) 是 A

的一个特征对 (在 C 和 Cn×1 上考虑), 则

Aα = λα =⇒ αHAα = λαHα =⇒
(
αHAα

)H
= λαHα

=⇒ −αHAα = λαHα =⇒ −λαHα = λαHα
αHα>0
====⇒ λ+ λ = 0 ⇐⇒ Reλ = 0.

(3) 因为 φA(x) 在 C 上有奇数个根, 而共轭虚根成对出现, 所以必有实根.

(4) 由 A 无实特征值可知 n 是偶数. 设 λ1, · · · , λn
2
, λ1, · · · , λn

2
∈ C\R 为 A 的所有特征

值. 由相似三角化可得 det(A) =
n
2∏

i=1

λiλi > 0.

习题 5.1.8 设 A ∈ Fn×n 不是纯量方阵. 证明:

(1) 对于任意 b1, b2, · · · , bn−1 ∈ F, 存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 P−1AP 的前 n − 1 个

对角元素依次是 b1, b2, · · · , bn−1.

(2) 若 tr(A) = 0 且 |F| > n, 则存在可逆方阵 X,Y ∈ Fn×n, 使得 A = XY − Y X.

证明 (1) 对 n 归纳. 设 A = (aij). 当 n = 2 时,
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• 若 a12 6= 0, 则

 1 0

−x 1

A

1 0

x 1

 =

a11 + xa12 ∗

∗ ∗

, 存在 x 使 a11 + xa12 = b1.

• 若 a21 6= 0, 则

1 x

0 1

A

1 −x

0 1

 =

a11 + xa21 ∗

∗ ∗

, 存在 x 使 a11 + xa21 = b1.

• 若 a12 = a21 = 0, 则 a11 6= a22,

1 0

1 1

A

 1 0

−1 1

 =

 a11 0

a11 − a22 a22

, 化为前述
情形.

当 n ⩾ 3 时, A 有 n − 1 阶主子矩阵 B 不是纯量方阵. 对 B 应用归纳假设, A 可相似于b1 α

β C

 形式. 若 C 不是纯量方阵, 对 C 应用归纳假设, 结论成立. 下设 C 是纯量方阵.

• 若 α 6= 0, 则

1

γ I

b1 α

β C

 1

−γ I

 =

b1 −αγ ∗

∗ C + γα

, 存在 γ 6= 0 使

αγ = 0, C + γα 不是纯量方阵. 根据归纳假设, 结论成立.

• 若 β 6= 0, 则

1 −γ

I

b1 α

β C

1 γ

I

 =

b1 − γβ ∗

∗ C + βγ

, 存在 γ 6= 0 使

γβ = 0, C + βγ 不是纯量方阵. 根据归纳假设, 结论成立.

(2) 由 (1) 及 |F| > n 知, 存在可逆方阵 P ∈ Fn×n 使得 B = (bij) := P−1AP 的前

n − 1 个对角元素均为 0, 再由 tr(A) = 0 知 B 的对角线元素全为 0. 设 X = diag(1, · · · , n),

Y = (yij), 其中

yij =


bij
i− j

, 若 i 6= j,

1, 若 i = j.

则 XY − Y X =
(
(i− j)yij

)
= B = P−1AP , 从而 A 是 PXP−1 和 PY P−1 的换位子.

习题 5.1.10 设 A,B ∈ Fn×n 满足 AB = O, M1 = diag(A + B,O), M2 = diag(A,B). 证明:

φM1 = φM2 . 并举例说明 M1 与 M2 有可能不相似.

证明

φM1 = det

xI2n −

A+B

O

 = det

xIn − (A+B)

xIn

 = xn det(xIn − (A+B)),
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φM2 = det

xIn − A

xIn − B

 = det (xIn − A) det (xIn − B) = det
(
x2In − x(A+B)

)
= xn det (xIn − (A+B)) = φM1 .

M1 与M2 不相似的例子: 取 A = E1n ∈ Fn×n,则 A2 = O.再取 B = −A.则 rank(M1) =

0, 而 rank(M2) = 2.M1 与 M2 不相似.

注 2.0.9 本题结论的等价表述: φA(x)φB(x) = xnφA+B(x).

习题 5.1.11 设 A,B ∈ Fn×n 满足 rank(A) = rank(B) = 1. 证明:

(1) φA(x) = xn − tr(A)xn−1.

(2) tr(A) 6= 0 是 A 可以相似于对角方阵的充分必要条件.

(3) tr(A) = tr(B) 是 A 与 B 相似的充分必要条件.

证明 (1) 设 A =


a1
...

an

(b1 · · · bn

)
是 A 的满秩分解. 由例 (3.12) 结论,

φA(x) = xn−1

(
x−

n∑
i=1

aibi

)
= xn − tr(A)xn−1.

(2) 由 (1)知 A的特征值为 n−1个 0加上 tr(A). ¬必要性: 若 A可相似成对角方阵且

tr(A) = 0, 则 rank(A) = rank(O) = 0, 矛盾.  充分性: 当 tr(A) 6= 0 时, A 的特征值 tr(A)

的几何重数 m1 ⩾ 1, 特征值 0 的几何重数 m2 = n− rank(0I −A) = n− rank(A) = n− 1, 故

m1 +m2 ⩾ n, 说明 A 可相似对角化.

(3) 只需证充分性: ¬ 若 tr(A) = tr(B) 6= 0, 由 (2) 知 A 和 B 分别可相似对角化为

diag(0, · · · , 0, tr(A))和 diag(0, · · · , 0, tr(B)). 若 tr(A) = tr(B) = 0,由 rank(A) = 1知存在

线性无关的α1, · · · ,αn−1 ∈ {x | Ax = 0}.将该向量组扩充为可逆方阵 P =
(
α1 · · · αn−1 αn

)
,

则结合 tr(A) = 0 可知 AP =


0 · · · 0 ∗
... . . . ... ...

0 · · · 0 ∗

, 故可设

AP = P


β

0 0 0

O

, 即 P−1AP =


β

0 0 0

O

.
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由 rank(A) = 1 可知 β 6= 0, 因此存在 n− 1 阶可逆方阵 Q 使 Qβ =


1

0
...

0

. 于是


1

Q


︸ ︷︷ ︸‹Q


β

0 0 0

O




1

Q−1


︸ ︷︷ ︸‹Q−1

=


Qβ

0 0 0

O

,

也即 Q̃P−1APQ̃−1 = E1n. 同理 B 也可相似为 E1n. 由相似是等价关系知 A 与 B 相似.

习题 5.1.12 (2) 设 A,B ∈ Fn×n. 证明: 若 rank(ABA) = rank(A), 则 AB 与 BA 相似.

证明 设 A = P

Ir O

O O

Q, 对应于分块地设 B = Q−1

B1 B2

B3 B4

P−1. 则

rank(ABA) = rank(A) =⇒ rank

Ir O

O O

QBP

Ir O

O O

 = rank

B1 O

O O

 = r.

因此 B1 是可逆方阵. 另外有

AB = P

B1 B2

O O

P−1 相似∼

B1 B2

O O

 ,

BA = Q−1

B1 O

B3 O

Q
相似∼

B1 O

B3 O

 .

下面通过待定系数法证明以上两式右端都相似于

B1 O

O O

. 设

B1 B2

O O

 =

I X

I

B1 O

O O

I −X

I

 =

B1 −B1X

O O

 ,

B1 O

B3 O

 =

 I

Y I

B1 O

O O

 I

−Y I

 =

 B1 O

Y B1 O

 .
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观察可知应取 X = −B−1
1 B2, Y = B3B

−1
1 . 这就证明了 AB 与 BA 相似.

【也可利用定理 5.8, 由 Spec(B1) ∩ {0} = ∅ 直接得到 AB 与 BA 都与

B1 O

O O

 相似.】

习题 5.1.12 (3) 设 A,B ∈ Fn×n. 证明: 若 rank(ABA) = rank(B), 则 AB 与 BA 相似.

证明 设 A = P

Ir O

O O

Q, 对应于分块地设 B = Q−1

B1 B2

B3 B4

P−1. 则

rank(ABA) = rank(B) =⇒ rank

Ir O

O O

QBP

Ir O

O O

 = rank(B1) = rank(B).

由例 (4.6) 结论知 rank(B) = rank(B1) ⇐⇒ 存在矩阵 X,Y , 使得

B2 = B1X, B3 = Y B1, B4 = Y B1X.

于是

AB = P

B1 B1X

O O

P−1, BA = Q−1

 B1 O

Y B1 O

Q.

由 I X

I

B1 B1X

O O

I −X

I

 =

B1 O

O O


与  I

−Y I

 B1 O

Y B1 O

 I

Y I

 =

B1 O

O O


可知 AB 与 BA 均相似于

B1 O

O O

.

习题 5.1.12 (4) 设 A,B ∈ Fn×n. 举例: rank(AB) = rank(BA), AB 与 BA 不相似.

解 A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

, B =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

.AB =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

, BA =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

.

假设矩阵 P 满足 PAB = BAP , 计算易知 P 必有零行, 因此不存在可逆方阵 P , 使得

PAB = BAP , 即 AB 与 BA 不相似.
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习题 5.1.13 设 A = (aij) ∈ Cn×n, φA(x) =
n∑

k=0

ckx
k, λ 是 A 的任意特征值. 证明:

(1) |λ| ⩽ 1 + max
0⩽k⩽n−1

|ck|.

(2) |λ| ⩽ 2 max
0⩽k⩽n−1

|ck|
1

n−k .

(3) (Gershgorin 圆盘定理) 存在 k 使得 |λ− akk| ⩽
∑
j ̸=k

|akj|.

证明 (1) 不妨设 |λ| > 1. 记 c = max
0⩽k⩽n−1

|ck|. 由定理 5.2 知 φA(x) 为 n 次首一多项式, 即

cn = 1. 于是

φA(λ) = 0 =⇒ λn = −
n−1∑
k=0

ckλ
k.

由三角不等式可得

|λ|n =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ckλ
k

∣∣∣∣∣ ⩽
n−1∑
k=0

|ck||λ|k ⩽ c

n−1∑
k=0

|λ|k = c
|λ|n − 1

|λ| − 1
⩽ c|λ|n

|λ| − 1
.

整理即得 |λ| ⩽ 1 + max
0⩽k⩽n−1

|ck|.

(2) 不妨设 λ 6= 0. 记 c = max
0⩽k⩽n−1

|ck|
1

n−k , 则 |ck| ⩽ cn−k. 用反证法, 假设 c

|λ|
<

1

2
, 则由

|λ|n =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ckλ
k

∣∣∣∣∣ 可得
1 =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ck
λn−k

∣∣∣∣∣ ⩽
n−1∑
k=0

|ck|
|λ|n−k

⩽
n−1∑
k=0

(
c

|λ|

)n−k

=
n∑

k=1

(
c

|λ|

)k

<
n∑

k=1

1

2k
< 1,

矛盾. 故原不等式得证.

(3) 设 x =


x1

...

xn

 是 A 的与 λ 对应的特征向量. 不妨设 n ⩾ 2. 则

Ax = λx ⇐⇒ λxi =
n∑

j=1

aijxj ⇐⇒ (λ− aii)xi =
∑
j ̸=i

aijxj, i = 1, · · · , n.

设 k ∈ {1, · · · , n} 是任意一个满足 |xk| = ‖x‖∞ 的指标, 由 x 6= 0 可知 |xk| 6= 0. 于是

(λ− akk)xk =
∑
j ̸=k

akjxj ⇐⇒ λ− akk =
∑
j ̸=k

akj
xj

xk

.

由三角不等式可得

|λ− akk| =

∣∣∣∣∣∣∑j ̸=k

akj
xj

xk

∣∣∣∣∣∣ ⩽∑k ̸=j

|akj|
|xj|
‖x‖∞

⩽
∑
j ̸=k

|akj|.
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习题 5.2.2 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 n 阶方阵 A = (aij) 的所有特征值. 证明:
n∑

i=1

λ2
i =

n∑
i,j=1

aijaji.

证明 因为 λ2
1, λ

2
2, · · · , λ2

n 是 A2 的所有特征值, 所以
n∑

i=1

λ2
i = tr(A2) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijaji.

习题 5.2.3 设正整数 m ⩾ 2, ω = cos 2π
m

+ i sin 2π

m
. 证明:

(1) 对于任意 f ∈ C[x], 存在 g ∈ C[x] 使得
m∏
k=1

f
(
ωkx

)
= g (xm).

(2) 对于任意 A ∈ Cn×n, B = Am 的特征多项式 φB(x) = (−1)(m−1)n

m∏
k=1

φA

(
ωkx

1
m

)
.

证明 (1) 设
m∏
k=1

f
(
ωkx

)
=

n∑
k=0

akx
k. 注意到

m∏
k=1

f
(
ωkωx

)
=

m∏
k=1

f
(
ωkx

)
, 因此

n∑
k=0

akx
k =

n∑
k=0

ak(ωx)
k.

由于 ω = cos 2π
m

+ i sin 2π

m
, 对任意满足 m ∤ k 的 k, ωk 6= 1, 此时从 ak(1 − ωk) = 0 推出

ak = 0. 故
m∏
k=1

f
(
ωkx

)
一定可写成 g(xm) 的形式.

(2) 由 xm − am = −xm
[(a

x

)m
− 1
]
= −xm

m∏
k=1

(a
x
− ωk

)
= −

m∏
k=1

(
a− ωkx

)
以及 A 与

In 乘积可交换得

xmIn − Am = −
m∏
k=1

(
A− ωkxIn

)
.

因此

φB(x
m) = det(xmIn − Am) = det

(
−

m∏
k=1

(
A− ωkxIn

))
= (−1)n

m∏
k=1

det
(
A− ωkxIn

)
= (−1)n

m∏
k=1

(−1)nφA

(
ωkx

)
= (−1)(m+1)n

m∏
k=1

φA

(
ωkx

)
= (−1)(m−1)n

m∏
k=1

φA

(
ωkx

)
.

把上式中的 x 用 x
1
m 代入即得 φB(x) = (−1)(m−1)n

m∏
k=1

φA

(
ωkx

1
m

)
.

习题 5.2.9 设 A 是可逆复数方阵, 并且存在正整数 i < j, 使得 Ai 与 Aj 相似. 证明: 存在正

整数 k, 使得 Ak 的特征值都是 1.
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证明 设 λ1, · · · , λn 是 A ∈ Cn×n 的所有特征值. 注意到从 Ai 相似∼ Aj 可推出

Ais 相似∼ Ais−1j 相似∼ · · · 相似∼ Aijs−1 相似∼ Ajs , ∀s ⩾ 1.

由 i 6= j 可知 is, is−1j, · · · , ijs−1, js 这 s + 1 个数两两不同, 于是当 s + 1 > n! 时, 一定存在

α < β,使得 Aα 的特征值 λα
1 , · · · , λα

n 与 Aβ 的特征值 λβ
1 , · · · , λβ

n 满足 λα
i = λβ

i (i = 1, · · · , n).

取 k = β − α. 由 A 可逆知 λi 6= 0, 因此 λk
i = 1 (i = 1, · · · , n), 也即 Spec(Ak) = {1}.

习题 5.2.10 设 I 是指标集合, {Ai | i ∈ I} 是一组两两乘积可交换的复数方阵.

(1) 证明: 存在复数向量 α 是所有 Ai 的公共特征向量.

(2) 证明: 存在可逆复数方阵 P 使得 P−1AiP 都是上三角方阵.

(3) 对实数域 R 和任意数域 F 上的方阵, 推广上述结论.

解 (1) ¬ 先证明乘积可交换的两个复数方阵的情形. 不妨设 I = {1, 2}, A1A2 = A2A1. 设 λ

作为 A1 的特征值的几何重数是 r. 令 x1. · · · ,xr 是 A 的与 λ 相伴的特征空间的一组基, 设

X =
(
x1 · · · xr

)
. 对每一个 j = 1, · · · , r, 有

A1(A2xj) = A1A2xj = A2A1xj = A2λxj = λ(A2xj).

由此可见 A2xj 也在 A 的与 λ 相伴的特征空间中, 因此 A2xj 是 X 的列向量的线性组合, 从

而存在 C2 ∈ Cr×r, 使得 A2X = XC2. 令 (µ,u) 是 C2 的一个特征对. 由 X 的列向量组线性

无关及 u 6= 0 可知 Xu 6= 0. 因为

A2(Xu) = A2Xu = XC2u = Xµu = µ(Xu),

同时 Xu 也在 A 的与 λ 相伴的特征空间中, 即

A1(Xu) = λ(Xu),

所以 α = Xu 就是 A1 与 A2 的公共特征向量.

 假设对某个 m ⩾ 2, 命题已经对由不超过 m 个矩阵组成的交换族成立. 不妨设 I =

{1, · · · ,m,m + 1}. 设 λ 是 A1 的一个特征值. 令 x1. · · · ,xr 是 A 的与 λ 相伴的特征空间的

一组基, 设 X =
(
x1 · · · xr

)
. 同 ¬ 可得, 对任意 j ∈ {2, · · · ,m + 1}, 存在 Cj ∈ Cr×r, 使

得 AjX = XCj. 于是由

AiAjX = AiXCj = XCiCj 与 AjAiX = AjXCi = XCjCi
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可知 X(CiCj − CjCi) = O, 而 X 列满秩, 故 CiCj = CjCi, 即 C2, · · · , Cm+1 是交换族. 由归

纳假设, 它们有公共特征向量 u. 同 ¬ 可知 α = Xu 就是 A1, · · · , Am+1 的一个公共特征向

量.

(2) 对 Ai 的大小归纳.

¬ 当 Ai ∈ C1×1 时命题自动成立.

 设对某个 n ⩾ 1, 命题已对大小不超过 n× n 的矩阵组成的交换族成立. 设 α 是所有

Ai 的公共特征向量, 且 Aα = λiα. 因为 α 6= 0, 所以存在可逆方阵 P 以 α 为第一列. 于是

AiP = Ai

(
α ∗

)
=
(
α ∗

)λi ∗

Bi

 , ∀i ∈ I.

由 Ai = P

λi ∗

Bi

P−1 及乘积可交换的性质得

AiAj = P

λi ∗

Bi

λj ∗

Bj

P−1 = P

λj ∗

Bj

λi ∗

Bi

P−1 = AjAi,

由此可得

λi ∗

Bi

λj ∗

Bj

 =

λj ∗

Bj

λi ∗

Bi

, 进而得到 BiBj = BjBi. 对 Bi 运用

归纳假设即可.

(3) ¬ 实数域 R 上的交换族里的矩阵在 C 上有公共特征向量.

 任意数域 F 上的交换族里的矩阵在 F 的代数闭包上有公共特征向量.

习题 5.3.9 证明: 任意复数方阵 A 可以唯一地表示为 A = B + C 的形式, 其中 B 可以相似

于对角方阵, C 是幂零方阵, 并且 B,C 都可以表示为 A 的多项式. 这种表示形式称为 A 的

Jordan–Chevalley 分解.

证明 ¬ 先对 A 的 Jordan 标准形证明结论. 设 A 的全体不同特征值为 λ1, · · · , λs 且 J =
J1

. . .

Js

, 其中 Ji 是 A 以 λi 为特征值的所有 Jordan 块的直和, 其阶数为 λi 的代数

重数 ni. 则对每个 i 都有 Ji = Mi + Ni, 其中 Mi = λiI 是对角方阵, Ni 是幂零方阵, 且

MiNi = NiMi. 设

M =


M1

. . .

Ms

 , N =


N1

. . .

Ns

 ,
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则 J = M + N , 其中 M 是对角方阵, N 是幂零方阵, 且 MN = NM . 因为 λ1, · · · , λs 两两

不同, 所以多项式 (x− λ1)
n1 , · · · , (x− λs)

ns 两两互素. 由中国剩余定理, 存在多项式 g 满足

g(x) = hi(x)(x− λi)
ni + λi (i = 1, · · · , s, hi ∈ C[x]).

因为 g(Ji) = hi(Ji)(Ji − λiI)
ni + λiI = λiI = Mi, 所以

g(J) =


g(J1)

. . .

g(Js)

 =


M1

. . .

Ms

 = M.

从而 N = J −M = J − g(J) 也是 J 的多项式.

 再考虑一般情形. 设 P−1AP = J , 则 A = PJP−1 = P (M +N)P−1. 令 B = PMP−1,

C = PNP−1, 则 B 可以相似于对角方阵, C 是幂零方阵. 又

g(A) = g(PJP−1) = Pg(J)P−1 = PMP−1 = B,

从而 C = A− g(A) 也是 A 的多项式.

® 下证上述分解的唯一性.假设 A = B+C = B1+C1 是两种满足要求的分解.由 B1 与

C1 乘积可交换及 C1 可表成 A 的多项式可得 AB1 = B1A(对非零多项式的次数归纳可得),

同理 AC1 = C1A. 由 A 与 B1 乘积可交换及 B = g(A) 可得 BB1 = B1B, 同理 CC1 = C1C.

设 C 与 C1 的幂零指数分别为 r, t, 则 (C1 − C)r+t = O. 于是

B − B1 = C1 − C =⇒ (B − B1)
r+t = (C1 − C)r+t = O.

引理 设 A,B ∈ Fn×n, 且 AB = BA. 若 A,B 都可对角化, 则存在可逆方阵 Q ∈ Fn×n, 使得

Q−1AQ 与 Q−1BQ 同为对角方阵.

【引理的证明: 因为 A 可对角化, 所以存在可逆方阵 P , 使 P−1AP =


λ1I

. . .

λsI

, 其中
λ1, · · · , λs 是 A 的全体两两不同的特征值. 由 AB = BA 可得

(P−1AP )(P−1BP ) = (P−1BP )(P−1AP ).

对 P−1BP 作相应分块 P−1BP = (Bij)s×s, 代入上式可得 λiIBij = BijλjI 即 (λi − λj)Bij =

O.因此当 i 6= j 时 Bij = O, 即 P−1BP =


B11

. . .

Bss

.因为 B 可对角化, 所以 P−1BP
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也可对角化, 从而每个分块 Bii 都可对角化, 即存在可逆方阵 Pi, 使 P−1
i BiiPi 为对角方阵

(i = 1, · · · , s). 因此 
P−1
1

. . .

P−1
s

P−1BP


P1

. . .

Ps


为对角方阵. 同时,

P−1
1

. . .

P−1
s

P−1AP


P1

. . .

Ps

 =


λ1I

. . .

λsI

 .

故 Q = P


P1

. . .

Ps

 为所需的可逆方阵.】

由以上引理, 设 Q 是使得 Q−1BQ 与 Q−1B1Q 都是对角方阵的可逆方阵, 则(
Q−1BQ−Q−1B1Q

)r+t
= Q−1(B − B1)

r+tQ = O.

由 Q−1BQ−Q−1B1Q 是对角方阵可知它只能是零方阵, 进而 B = B1, C = C1.

注 2.0.10 B,C 都可以表示为 A 的多项式 =⇒ BC = CB.

习题 5.3.11 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 n 阶复数方阵 A 的所有特征值.ρ(A) = max
1⩽i⩽n

|λi| 称为 A 的

谱半径.

(1) 证明: lim
k→+∞

Ak = O 的充分必要条件是 ρ(A) < 1.

(2) 设 r 是幂级数
∞∑
k=0

ckz
k 的收敛半径. 证明: 当 ρ(A) < r 时, 矩阵幂级数

∞∑
k=0

ckA
k 收

敛.

证明 (1) 不妨设 A 即为 Jordan 方阵.

⇒: lim
k→+∞

Ak = O =⇒ lim
k→+∞

λk
i = 0 =⇒ |λi| < 1 (i = 1, · · · , n) =⇒ ρ(A) < 1.
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⇐: 不妨只考虑 A 是一个 Jordan 方块 Jn(λ) =: λI + J 的情形. 则

lim
k→+∞

Ak = lim
k→+∞


λI +


0 1

. . . . . .
. . . 1

0


︸ ︷︷ ︸

J



k

= lim
k→+∞

k∑
i=0

λk−i

(
k

i

)
J i

= lim
k→+∞

n−1∑
i=0

λk−i

(
k

i

)
J i = O.

(2) 不妨只考虑 A 是一个 Jordan 方块 Jn(λ) =: λI + J 的情形. 设 f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, 由

Cauchy-Hadamard 定理可见 f ′(z) =
∞∑
k=1

kckz
k−1 的收敛半径也是 r. 则当 ρ(A) < r 时,

f(A) = f(λI + J) =
n−1∑
k=0

f (k)(λ)

k!
Jk =



0 f(λ) f ′(λ)
f (n−1)(λ)

(n− 1)!

f ′(λ)

f(λ)

0


.

习题 5.3.12 (1) 求所有满足 eX = I 的 X ∈ Rn×n.

(2) 对哪些 A ∈ Rn×n, 存在 X ∈ Rn×n, 使得 eX = A？

(3) 对哪些 A ∈ Rn×n, 存在 X ∈ Cn×n, 使得 eX = A？

证明 (1) 设 X = P


X1

. . .

Xk

P−1, 其中 P 是可逆方阵, X1, · · · , Xk 是 Jordan 块.

则 eX = P


eX1

. . .

eXk

P−1. 若 eX = I, 则 eXi = I, i = 1, · · · , k. 下面考虑 eJn(λ) =
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eλ



1

0!

1

1!

1

2!

1

(n− 1)!

1

2!
1

1!
1

0!


, 当 n ⩾ 2 时, 由于副对角线的存在, eJn(λ) 6= I, 故 n = 1, 且

eλ = 1, 即 λ = 2kπ i (k ∈ Z). 容易发现, 为了使 X ∈ Rn×n, 2kπ i 必与 −2kπ i 成对出现, 且

这时 (经过相似将它们调整到对角线上相邻位置后) 有 1 i

− i

2

3

2

2kπ i

−2kπ i


3

2
− i

i

2
1

 =

 2kπ

−2kπ

 .

故所求的 X = P diag (O, Y1, · · · , Yt)P
−1, 其中 Yi =

 2kiπ

−2kiπ

 (ki ∈ Z), O 为 n − 2t

阶零方阵, P 为任意 n 阶可逆方阵.

(2) 设 eX = A有解X = P


X1

. . .

Xk

P−1 ∈ Rn×n,其中 P 是可逆方阵, X1, · · · , Xk

是 Jordan 块. 则 A = P


eX1

. . .

eXk

P−1. 由 (1) 中 eJn(λ) 的表达式以及 det
(
eJn(λ)

)
=

etr(Jn(λ)) > 0 可知

(3) 由 det
(
eX
)
= etr(X) 可知 det(A) 6= 0, 即 A 须为可逆方阵. 反过来, 对于任一可逆方

阵 A, 未完待续

习题 5.4.5 设 f1, f2, · · · , fk ∈ F[x] 是两两互素的首一多项式, Ai 是 fi 的友方阵. 证明:

f1f2 · · · fk 的友方阵与 diag(A1, A2, · · · , Ak) 相似.

证明 不妨设 k = 2. 记 B =

A1

A2

. 则 dB(x) = lcm (dA1(x), dA2(x)). 又 dAi
(x) =

φAi
(x) = fi(x), 所以 dB(x) = lcm(f1(x), f2(x)) = f1(x)f2(x). 而由 deg(dB) = deg(f1) +

deg(f2) 也可知 dB = φB, 因此 B 与 φB 即 f1f2 的友方阵相似.k ⩾ 3 的情形归纳即得.

习题 5.4.7 (1) 设 A ∈ Fn×n, α,β ∈ Fn×1 满足 gcd(dA,α, dA,β) = 1. 证明: dA,α+β = dA,αdA,β.
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证明 设 f 是 A 在 F 上关于 α+ β 的任一化零多项式, 即 f(A)(α+ β) = 0, 那么 f(A)α =

−f(A)β. 两边同乘 dA,α(A) 得到 dA,α(A) · f(A)α = −dA,α(A) · f(A)β = 0. 这说明 dA,α · f 是

A在 F上关于 β 的一个化零多项式 (注意以上 ·均表示多项式乘积).于是 dA,β | (dA,α ·f).结

合 dA,α 与 dA,β 互素可知 dA,β | f .同理, dA,α | f .再次运用 dA,α与 dA,β 互素可得 dA,αdA,β | f .

令 f = dA,α+β, 就得到 dA,αdA,β | dA,α+β. 另一方面, 由 dA,α(A) · dA,β(A)(α + β) = dA,α(A) ·

dA,β(A)α+ dA,α(A) · dA,β(A)β = 0 可得 dA,α+β | dA,αdA,β. 综上, dA,α+β = dA,αdA,β.

习题 5.4.8 设 Hessenberg 方阵 A = (aij) ∈ Fn×n 满足
n∏

i=2

ai,i−1 6= 0. 证明: dA = φA.

证明 注意到 (λI − A)
[

2,··· ,n
1,··· ,n−1

]
是上三角方阵, 因此

det
(
(λI − A)

[
2,··· ,n

1,··· ,n−1

])
= (−1)n−1

n∏
i=2

ai,i−1 6= 0,

从而对任意 λ ∈ F,都有 rank(λI−A) ⩾ n−1.故当 λ ∈ Spec(A)时,就有 rank(λI−A) = n−1,

即以 λ 为特征值的 Jordan 块只有 1 个. 又因为 Jordan 块的最小多项式与特征多项式相等,

且 A 的最小多项式是其 Jordan 标准形中所有 Jordan 块最小多项式的最小公倍式, 所以

dA = φA.

习题 5.4.9 设 A =


B I

B
. . .
. . . I

B

, 其中 B ∈ Fn×n 满足 dB = φB 在 F[x] 中不可约. 证

明: dA = φA.

证明 设如上的 A 是 m×m 分块. 设 f 是 A 的任一化零多项式, 即

f(A) =


f(B) f ′(B)

f (m−1)(B)

(m− 1)!

f ′(B)

f(B)


= O =⇒ f (k)(B) = O, k = 0, 1, · · · ,m− 1.

因此 dB | gcd
(
f, f ′, · · · , f (m−1)

)
. 再令 f = dA, 由 dB 在 F[x] 中不可约知 dmB | dA. 注意到

deg (dmB ) = m deg(dB) = m deg(φB) = mn, 而后者即为 A 的阶数, 故 dA = dmB = φA.

习题 5.4.10 证明: 对于任意 A ∈ Fn×n, 存在 f ∈ F[x], 使得 A 的伴随方阵 A∗ = f(A).
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证明 ¬ 若 A 可逆, 设 A 的特征多项式 φA(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, 其中

a0 = (−1)n det(A) 6= 0. 由 Cayley-Hamilton 定理,

φA(x) = O =⇒ A

(
− 1

a0
An−1 − an−1

a0
An−2 − · · · − a1

a0
I

)
= I,

因此

A−1 = − 1

a0
An−1 − an−1

a0
An−2 − · · · − a1

a0
I.

故

A∗ = det(A)A−1 = − det(A)
(

1

a0
An−1 +

an−1

a0
An−2 + · · ·+ a1

a0
I

)
.

 若 A 不可逆, 设 y 是变元, 则由¬, 存在 f ∈ F[x], 使得 (yI + A)∗ = f(yI + A). 令

y = 0 就得到 A∗ = f(A).

习题 5.4.11 设 charF = 0, A,B ∈ Fn×n 满足 AB − BA = A. 证明: A 是幂零方阵.

证明 ¬ 先证明对 1 ⩽ k ⩽ n, tr
(
Ak
)
= 0. 当 k = 1 时显然成立. 当 k ⩾ 2 时,

tr
(
Ak
)
= tr

(
Ak−1(AB − BA)

)
= tr

(
AkB

)
− tr

(
Ak−1BA

)
= tr

(
AkB

)
− tr

(
AAk−1B

)
= 0.

 再证明若对 1 ⩽ k ⩽ n, tr
(
Ak
)
= 0, 则 A 是幂零方阵. 不妨设 A 是 Jordan 标准形,

A 的对角元为 λ1, · · · , λn. 由 tr
(
Ak
)
= 0 得到方程组

λk
1 + · · ·+ λk

n = 0, k = 1, · · · , n.

若 A不是幂零方阵, 则存在 λi 6= 0, 结合上述方程组以及 charF = 0知至少有另一个 λj 6= λi

满足 λj 6= 0. 故 (必要时进行重新编号后) 不妨设

λk
1 + · · ·+ λk

r = 0, k = 1, · · · , r,

其中 λ1, · · · , λr 两两不同. 也即
λ1 · · · λr

... . . . ...

λr
1 · · · λr

r

x =


0
...

0

有解x =


1
...

1

 .

而由 Vandermonde 行列式可知

det


λ1 · · · λr

... . . . ...

λr
1 · · · λr

r

 =
r∏

k=1

λk

∏
1⩽i<j⩽r

(λj − λi) 6= 0,

于是上述方程组不可能有非零解, 矛盾. 故 A 是幂零方阵.
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习题 5.5.1 举例: “∀x ∈ F, xI − A 与 xI − B 相抵” 不是 “A 与 B 相似” 的充分条件.

解 A =


1 1

1

1 1

1

 , B =


1 1

1 1

1

1

. 由 Jordan 标准形可知 A 与 B 不相似. 而对于

xI − A =


x− 1 −1

x− 1

x− 1 1

x− 1

 , B =


x− 1 −1

x− 1 −1

x− 1

x− 1

: ¬ 当 x = 1

时, 直接验证可知 xI −A 与 xI −B 相抵.  当 x 6= 1 时, 利用 x− 1 6= 0 可由初等变换将这

两个矩阵都相抵成 diag(x− 1, x− 1, x− 1, x− 1).

习题 5.5.2 设 A ∈ Fn×n, xI − A 与 diag(f1, f2, · · · , fn) 在 F[x] 上模相抵, fi 是首一多项式.

证明:

(1) 存在 P ∈ F[x]n×n 使得 (xI − A)P = λI, 其中 λ = lcm(f1, f2, · · · , fn) ∈ F[x].

(2) λ(A) = O.

(3) A 与 diag(A1, A2, · · · , An) 相似, 其中 Ai 是 fi 的友方阵.

证明 (1) 设 Q(xI − A)R =


f1

. . .

fn

, 其中 Q,R ∈ F[x]n×n 是模方阵. 则

Q(xI − A)R


λ

f1
. . .

λ

fn

 =


f1

. . .

fn




λ

f1
. . .

λ

fn

 = λI,

于是利用 λI 是纯量方阵就有

λI = Q−1λIQ = (xI − A)R


λ

f1
. . .

λ

fn

Q

︸ ︷︷ ︸
P

.
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(2) 设 (xI − A)P = λI, 且 P =
m∑
i=0

Pix
i, λI =

m∑
i=0

λix
iI, 其中 Pi ∈ Fn×n, λi ∈ F, m 是

某个充分大的正整数. 则 Pi−1 − PiA = λiI. 由此得到

λ(A) =
m∑
i=0

λiA
i =

m∑
i=0

(Pi−1 − PiA)A
i = O (下标越界的 Pi 视为零矩阵).

(3) 只需证


xI − A1

. . .

xI − An

 与 diag (f1, · · · , fn) 模相抵. 注意到 1 多项式的

友方阵是空矩阵, 又由例 (4.15), 对任意非 1首一多项式 fi, 其友方阵 Ai 的特征方阵 xI −Ai

的 Smith 标准形为 diag (Ik−1, fi), 其中 k = deg(fi). 然后经过主对角线元素重排就得证.

注 2.0.11 (2) 提供了证明定理 5.18 (2) 的另一途径.

习题 5.5.7 设 A,B ∈ Fn×n. 证明: 若 diag(A, · · · , A) 与 diag(B, · · · , B) 相似, 则 A 与 B 相

似.

证明 设 xI −A 的初等因子组为 p
mij

i (1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ mij ⩽ ni). 则 xI − diag(A, · · · , A︸ ︷︷ ︸
k个A

) 的初

等因子组为 “k 份” p
mij

i (1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ mij ⩽ ni). 从而 xI − diag(B, · · · , B︸ ︷︷ ︸
k个B

) 的初等因子组

也为 “k 份” p
mij

i (1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ mij ⩽ ni). 故 xI − B 的初等因子组为 p
mij

i (1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽
mij ⩽ ni), A 与 B 相似.

习题 6.1.2 设 P ∈ Rn×n 满足 ‖Pα‖ = ‖α‖, ∀α ∈ Rn×1. 证明: P 是正交方阵.

证明 1 先证明保范数可推出保内积. 由题, 对任意 α,β ∈ Rn×1,

(α+ β)TPTP (α+ β) = (α+ β)T(α+ β),

展开化简并注意 αTPTPβ = βTPTPα 即得到

αTPTPβ = αTβ.

依次取 α = ei,β = ej (i, j = 1, · · · , n) 就得到 P 的列向量两两正交、长度为 1.

证明 2 已知条件可等价转化为

αT(PTP − I)α = 0, ∀α ∈ Rn×1.
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因为 PTP−I是对称实方阵,所以存在 n阶正交方阵Q,使得 PTP−I = Q


λ1

. . .

λn

QT.

于是

αTQ


λ1

. . .

λn

QTα = 0, ∀α ∈ Rn×1.

取 α = ekQ, 即 αTQ = eT
k , 得 λk = 0, (k = 1, · · · , n). 故 PTP = I.

习题 6.1.4 设 α,β ∈ R3×1, α× β 是向量积运算, P 是 3 阶可逆实数方阵.

(1) 证明: 若 P ∈ SO(3,R), 则 (Pα)× (Pβ) = P (α× β), ∀α,β.

(2) 设 (Pα)× (Pβ) = P (α× β), ∀α,β.P 是否必为正交方阵？

解 (1) 不妨设 α 与 β 线性无关. 于是存在 γ ∈ Rn×1, 使得
(
α β γ

)
可逆. 由例 (2.13),

(
α β γ

)−1

=
1

det
(
α β γ

)


∗

∗

(α× β)T

 ,

(
α β γ

)−1

P−1 =
(
P
(
α β γ

))−1

=
1

det(P ) det
(
α β γ

)


∗

∗

((Pα)× (Pβ))T

 .

将第一式两边右乘 P−1 并与第二式对比就得到

(α× β)TP−1 = ((Pα)× (Pβ))T ⇐⇒ (Pα)× (Pβ) = P (α× β).

(2) 同 (1) 中推导可得 PPT = det(P )I. 两边求行列式得 (det(P ))2 = (det(P ))3. 故

det(P ) = 1, PPT = I, P 是正交方阵.

习题 6.1.6 求 n 阶 Givens 方阵 Gij(θ) 和 Householder 方阵 Hv 在 C 上的 Jordan 标准形.

证明 ¬ Givens 方阵: 因为

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 的特征值为 cos θ ± i sin θ, 无论 sin θ 是否为 0

其均能在 C 上相似对角化, 因此 Gij(θ) 一定能在 C 上相似对角化为

diag (cos θ + i sin θ, cos θ − i sin θ, 1, · · · , 1) .
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 Householder 方阵: 因为 v 6= 0, 所以 tr
(
vvT) = tr

(
vTv

)
= ‖v‖2 6= 0, 由习题 5.1.11

(2) 知 vvT 在 C 上可相似对角化, 进而 Hv 在 C 上可相似对角化. 而

φHv(x) = det
(
(x− 1)I +

2

vTv
vvT

)
= (x− 1)n−1 det ((x− 1) + 2) = (x− 1)n−1(x+ 1),

因此 Hv 可在 C 上相似对角化为

diag(−1, 1, · · · , 1).

习题 6.1.10 设 αk,βk,γk 如定义 (6.2) 所述, 1 ⩽ k ⩽ n. 证明:

(1) βk = Pαk, 其中 P = I −
k−1∑
i=1

γiγ
T
i 与

In−k+1

O

 正交相似.

(2) det(α1, · · · ,αk,βk+1, · · · ,βn) = det(β1, · · · ,βk,αk+1, · · · ,αn) = det(A).

证明 (1) 按定义 (6.2), 有

βk = αk −
k−1∑
i=1

(
γT
i αk

)
γi =

(
I −

k−1∑
i=1

γiγ
T
i

)
αk.

欲证 P = I −
k−1∑
i=1

γiγ
T
i 与

In−k+1

O

 正交相似, 即证 −
k−1∑
i=1

γiγ
T
i 与

O

−Ik−1

 正交
相似, 也即证

k−1∑
i=1

γiγ
T
i 与

Ik−1

O

 正交相似. 记 A =
k−1∑
i=1

γiγ
T
i , 由 γT

i γj = δij 得

A2 =

(
k−1∑
i=1

γiγ
T
i

)(
k−1∑
i=1

γiγ
T
i

)
=

k−1∑
i=1

γiγ
T
i γiγ

T
i =

k−1∑
i=1

γiγ
T
i = A.

由例 (4.10) 中幂等方阵的性质可得 A 相似于

Ir

O

, 其中 r = rank(A). 下面证明

rank(A) = k − 1. 先证
(
γ1 · · · γk−1

)
列满秩. 假设它不是列满秩的, 不妨设 γk−1 可由

γ1, · · · ,γk−2 线性表出为

γk−1 =
k−2∑
i=1

µiγi,
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则由 γT
i γk−1 = 0 (i = 1, · · · , k−2)、γT

i γj = 0 (1 ⩽ i < j ⩽ k−2)及 ‖γi‖ = 1 (i = 1, · · · , k−2)

可得 µi = 0 (i = 1, · · · , k − 2), 与假设矛盾. 于是

A =
k−1∑
i=1

γiγ
T
i =

(
γ1 · · · γk−1

)
︸ ︷︷ ︸

列满秩


γT
1

...

γT
k−1


︸ ︷︷ ︸
行满秩

秩为 k − 1(用到了左乘列满秩矩阵或右乘行满秩矩阵不改变原矩阵的秩). 因此 A 相似于Ik−1

O

, 即 A 的全体特征值为

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
k − 1 个

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n− k + 1 个

.

又因为 A =
k−1∑
i=1

γiγ
T
i 是实对称方阵, 由定理 6.7, 它可由正交方阵相似对角化. 由特征值即可

确定 A 正交相似于

Ik−1

O

. 从而原命题得证.

(2) 按定义 (6.2), 有

¬ βk = αk −
k−1∑
i=1

βT
i αk

βT
i βi

βi ⇐⇒  αk = βk +
k−1∑
i=1

βT
i αk

βT
i βi

βi.

于是利用互作线性表出进行初等变换有

det(A) = det (α1, · · · ,αk,αk+1, · · · ,αn)


== det (β1, · · · ,αk,αk+1, · · · ,αn)


== · · ·

== det (β1, · · · ,βk,αk+1, · · · ,αn)


== · · ·

== det (β1, · · · ,βk,βk+1, · · · ,βn)

¬
== det (α1, · · · ,βk,βk+1, · · · ,βn)

¬
== · · ·
¬
== det (α1, · · · ,αk,βk+1, · · · ,βn) .
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习题 6.1.12 (1) 设 A 是反对称实数方阵. 证明: I + A 可逆, 并且 B = (I + A)−1(I − A) 是

正交方阵.

(2) 设 B 是正交方阵, 并且 I +B 可逆. 证明: 存在反对称实数方阵 A 使得

B = (I + A)−1(I − A).

证明 (1) 因为 A 是反对称方阵, 所以 A 的特征值不可能为非 0 实数, 即 −1 /∈ Spec(A), 因

而 I + A 可逆. 对于 B = (I + A)−1(I − A), 注意到关于 A 的有理函数 (I + A)−1 与 I − A

乘积可交换 (这是因为若 MN = NM 且 N 可逆, 则 MN−1 = N−1M . 这里取 M = I − A,

N = I + A), 直接验证得

BTB =
(
I − AT) (I + AT)−1

(I + A)−1(I − A) = (I + A)(I − A)−1(I + A)−1(I − A) = I.

(2) 直接解得 A = (I +B)−1(I −B). 验证: AT =
(
I − BT) (I +BT)−1

= (I −B−1)(I +

B−1)−1,为证 AT = −A,即证 (I+B)(I−B−1)+(I−B)(I+B−1) = O,直接计算知成立.

习题 6.1.13 设正交方阵 A =

A1 A2

A3 A4

.证明: det
(
A1A

T
1

)
⩽ 1,等号成立当且仅当 A2 = O.

证明 由 ATA = I 分块乘法可得 AT
1A1 + AT

3A3 = I. 因为 AT
1A1 和 AT

3A3 都是半正定的, 即

对任意大小匹配的复向量 α, αHAT
1A1α ⩾ 0, αHAT

3A3α ⩾ 0. 特别地, 当 (α, λ) 为 AT
1A1 的

任一特征对时,

αHα = αH (AT
1A1 + AT

3A3

)
α = λαHα+αHAT

3A3α ⩾ λαHα,

于是 0 ⩽ λ ⩽ 1. 又因为 AT
1A1 是对称实方阵, 由正交对角化知

∣∣det(AT
1A1)

∣∣ ⩽ 1. 等号成立当

且仅当 AT
3A3 = O 即 A3 = O, 由 A 是正交方阵知这又等价于 A2 = O.

习题 6.1.14 设正交方阵 A =

A1 A2

A3 A4

, 其中 A1 是方阵. 证明:

(1) A1 的任意特征值 λ 满足 |λ| ⩽ 1, 从而 | det(A1)| ⩽ 1.

(2) | det(A1)| = 1 当且仅当 A = diag(A1, A4).

证明 (1) 由 ATA = I 分块乘法可得 AT
1A1 + AT

3A3 = I. 对 A1 的任一特征值 λ, 设其对应的

特征向量为 α, 则

αH (AT
1A1 + AT

3A3

)
α = αHα.
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利用 A1α = λα 展开即

|λ|2αHα = αHα− ‖A3α‖2 ⩽ αHα,

故 |λ|2 ⩽ 1, 即 |λ| ⩽ 1. 从而 | det(A1)| ⩽ 1.

(2) ⇐: 由 A3 = O 得 AT
1A1 = I, 故 | det(A1)| = 1.

⇒: | det(A1)| = 1 即 det
(
A1A

T
1

)
= 1.由习题 6.1.12 知 A2 = O.再由 A 是正交方阵、A1

是方阵得 A3 = O.

习题 6.1.15 设 A ∈ {−1, 1}n×n 满足 AAT = nI.证明: 若 A有 p× q 全一子矩阵, 则 pq ⩽ n.

证明 设由该子矩阵所在行除去这 q 列后得到的行向量为 α1, · · · ,αp. 由 AAT = nI 得

αiα
T
j + q = nδij.

故

0 ⩽ (α1 + · · ·+αp) (α1 + · · ·+αp)
T

= p(n− q) + p(p− 1)(−q)

= p(n− pq),

即 pq ⩽ n.

习题 6.1.16 设 P 是 n 阶可逆实数方阵, 并且对于任意 n 阶对称实数方阵 A, P−1AP 都是

对称方阵. 证明: 存在实数 λ 使得 λP 是正交方阵.

证明 由题, 对任意 n 阶对称实数方阵 A,

P−1AP = PTATP−T ⇐⇒ APPT = PPTAT = PPTA,

即 PPT 与任意 n 阶对称实数方阵乘积可交换. 依次取 A = Ekk (k = 1, · · · , n) 可知 PPT 必

为对角阵


λ1

. . .

λn

. 再依次取 A = Eij + Eji (i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , n, i 6= j) 可知

λi = λj (i 6= j). 故存在 µ > 0, 使得 PPT = µI. 若取 λ =
1
√
µ
, 则 (λP )(λP )T =

1

µ
PPT = I,

此 λ 即为所求.

习题 6.2.1 (1) 证明: 任意 3 阶正交方阵 A 可以正交相似于


cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 det(A)

 的形
式.
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(2) 说明上述结论的几何含义.

证明 (1) 由于奇数阶正交方阵的行列式必为其特征值 (定理 6.2 的推论), 所以 det(A) ∈

Spec(A). 由定理 6.6: 若 A 的特征值均为实数, 则 A 相似于

±I

det(A)

; 若 A 有虚特征

值, 则 A 相似于


cos θ sin θ

− sin θ cos θ

det(A)

(其中 sin θ 6= 0). 这两种形式都属于所要的形式.

(2) ¬ 若 det(A) = 1, 即 1 ∈ Spec(A), 则存在 α 6= 0, 满足 Aα = α, 于是 A 对应的线

性变换是以 α 为轴的旋转.

 若 det(A) = −1, 即 −1 ∈ spec(A), 则存在 α 6= 0, 满足 Aα = −α, 于是 A 对应的线

性变换是以 α 为轴的旋转与以 α 为法向的镜面反射的复合.

习题 6.2.2 设对称方阵 A,B ∈ Cn×n 满足 φA = φB.A 与 B 是否一定相似？

解 不一定. 反例: 令 A =

1 i

i −1

 , B = O, 则 φA(x) = φB(x) = x2, 但 rank(A) 6=

rank(B).

习题 6.2.3 设 A 是实数方阵, k ∈ N∗. 证明: A 可以相似于正交方阵 ⇐⇒ Ak 可以相似于正

交方阵.

证明 先证明如下引理:

引理 对于 k ∈ N∗ 与 λ ∈ C\{0}, Jn(λ)k 的 Jordan 标准形为 Jn
(
λk
)
.

【引理的证明: 对 Jn(λ) = λI + Jn(0) 作二项式展开得

Jn(λ)
k =

k∑
i=0

(
k

i

)
λk−iJn(0)

i =



λk C1
kλ

k−1 C2
kλ

k−2 Cn−1
k λk−n+1

C2
kλ

k−2

C1
kλ

k−1

λk


.

其中当 m > k 时 Cm
k 取为 0. 记 B = Jn (λ)

k − λkI. 由于 n− rank(B) 即 Jn(λ) 的 Jordan 标

准形中特征值为 λk 的 Jordan 块的个数, 所以只需证 rank(B) = n − 1. 注意到当 λ 6= 0 时,

det(B) = 0 且 B 的右上角 n− 1 阶子式行列式非零即得证.】
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由定理 6.6 知任意正交方阵可正交相似于

diag

 cos θ1 sin θ1

− sin θ1 cos θ1

 , · · · ,

 cos θs sin θs

− sin θs cos θs

 , I,−I

 ,

其中 θk ∈ (0, π) (k = 1, · · · , s). 于是

 cos θk sin θk

− sin θk cos θk

 的特征值为 cos θk ± i sin θk(互

异), 故任意正交方阵可在 C 上相似对角化. 由于 A 是实方阵, A 可在 R 上相似于正交方

阵 ⇐⇒ A 可在 C 上相似于正交方阵 ⇐⇒ A 可在 C 上相似于 diag
(
ei θ1 , · · · , ei θn

)
, 其中

θi ∈ R (i = 1, · · · , n).而这又等价于 Ak 可在 C上相似于 diag
(
ei(kθ1), · · · , ei(kθn)

)
(k ∈ N∗)(⇒

是显然的; ⇐ 是因为 det
(
Ak
)
6= 0 推出 A 可逆, 对 A 的一个 Jordan 块 Js(λ), 当 |λ| 6= 0 时,

Js(λ)
k 的 Jordan 标准形为 Js

(
λk
)
, 故由 Ak 可相似对角化能推出 A 的 Jordan 标准形中所

有 Jordan 块都是一阶的, 也即 A 可相似对角化, 且可知 A 的特征值模长均为 1). 进而等价

于 Ak 可在 C 上相似于正交方阵, 也即可在 R 上相似于正交方阵.

习题 6.2.4 设 A 是实数方阵. 证明: A 可以在 R 上相似于规范方阵 ⇐⇒ A 可以在 C 上相

似于对角方阵.

证明 ⇒: 由定理 6.9 知任意规范实数方阵可正交相似于

diag

 a1 b1

−b1 a1

 , · · · ,

 as bs

−bs as

 , λ2s+1, · · · , λn

 .

对于二阶实方阵

 ak bk

−bk ak

 (k = 1, · · · , s), 其特征值 ak ± bki 互异, 故可在 C 上相似对角

化. 故 A 可在 C 上相似于对角方阵.

⇐: 若 A 可在 C 上相似对角化, 可设 A 相似于 diag
(
λ1, λ1, · · · , λs, λs, λ2s+1, · · · , λn

)
,

其中 λ1, · · · , λs /∈ R, λ2s+1, · · · , λn ∈ R. 对于 λk = ak + bki (k = 1, · · · , s),

λk

λk

 与 ak bk

−bk ak

 在 C[x] 上的 Smith 标准形均为

1

(x− a)2 + b2

, 故它们在 C 上相似. 最终

的形式就说明 A 可以在 R 上相似于规范方阵.

习题 6.2.4 旧 证明: 上三角的规范实数方阵一定是对角方阵.

证明 只需证明如下结论: 若

A1 A2

O A3

 是规范实方阵, 则 A1, A3 均为规范实方阵.
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由 AAT = ATA 得 A1A
T
1 + A2A

T
2 = AT

1A1. 两边求迹并利用 tr
(
A1A

T
1

)
= tr

(
AT

1A1

)
得

tr
(
A2A

T
2

)
= A2 所有元素平方和 = 0, 故 A2 = O. 从而推出 A1A

T
1 = AT

1A1, 即 A1 规范. 同理

A3 规范. 这样在对角线上归纳就可证明原命题.

习题 6.2.5 (2)(3) 设 A 是 n 阶规范实数方阵, λ ∈ C 和 α ∈ Cn×1 是 A 的一个特征值和相

应的特征向量. 证明:

(2) α 也是 AT 的特征向量.

(3) 若 λ /∈ R, α = u+ iv, 其中 u,v ∈ Rn×1, 则 ‖u‖ = ‖v‖ 且 u ⊥ v.

证明 (2) 法一 由定理 6.15, 设酉方阵 P 使得 PHAP = D 为复对角方阵. 则

• α 是 A 的特征向量 ⇐⇒ PHα 是 D 的特征向量;

• α 是 AT 的特征向量 ⇐⇒ PHα 是 DH 的特征向量.

因此问题转化为证明: 若 β 是复对角方阵 D 的特征向量, 则 β 也是 D 的特征向量.

设 D = diag (λ1, · · · , λn), β =
(
b1 · · · bn

)T
.不妨设 b1, · · · , bs 6= 0, bs+1 = · · · = bn = 0.

则由


λ1b1

...

λsbs

 与

b1
...

bs

 共线可得 λ1 = · · · = λs =: λ. 于是 Dβ =



λb1
...

λbs

0
...

0


= λβ, 即 β 是 D

的特征向量.(我们还得到了 A 与 AT 对应于 α 的特征值共轭.)

法二 设 A 为复内积空间 Cn 上与 A 对应的规范变换, 则 Aα = λα. 下证 A∗α = λα.

利用定理 10.30 中 ¬ ⇔ ® 及定理 10.27 中 (A∗)∗ = A 可得∥∥∥A∗α− λα
∥∥∥2 = (A∗α− λα,A∗α− λα

)
= (A∗α,A∗α)− λ (A∗α,α)− λ (α,A∗α) + |λ|2 (α,α)

= (Aα,Aα)− λ (α,Aα)− λ (Aα,α) + |λ|2 (α,α)

= (Aα− λα,Aα− λα)

= ‖Aα− λα‖2

= 0.
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(3) 由 (2) 可设 Aα = λα 与 ATα = λα. 再设 λ = a+ i b (b 6= 0),α = u+ iv. 于是

Aα = λα =⇒

Au = au− bv

Av = av + bu

, ATα = λα =⇒

ATu = au+ bv

ATv = av − bu

.

从而uTAu = auTu− buTv

uTATu = auTu+ buTv

uTAu=(uTATu)
T

===========⇒ buTv = 0 =⇒ uTv = 0 =⇒ u ⊥ v.

类似有 vTAu = avTu− bvTv

uTATv = auTv − buTu

vTAu=(uTATv)
T

===========⇒
uTv=vTu=0

uTu = vTv =⇒ ‖u‖ = ‖v‖.

习题 6.2.6 设 n阶实数方阵 A = (aij)满足 aij = 0, ∀|i− j| ⩾ 2并且 ai,i+1ai+1,i > 0, ∀i < n.

(1) 证明: A 可以在 R 上相似于对称方阵, 从而 A 可以相似于对角方阵.

(2) 证明: dA = φA, 从而 A 有 n 个两两不同的实特征值.

证明 (1) 我们断言 A 可以在 R 上对角相似于三对角对称方阵. 通过待定系数法确定此相似:

设 
d1

. . .

dn



a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann




1

d1 . . .
1

dn

 =

(
di
dj
aij

)
n×n

,

则由其为 (三对角) 对称方阵可得

di
dj
aij =

dj
di
aji =⇒ d2i aij = d2jaji.

只考虑 i 6= j 也即只需考虑 |i− j| = 1 的情形. 由条件得 aijaji > 0, 若要求每个 di > 0, 则在

取定 d1 后, 由方程组 

d21a12
a21

= d22

d22a23
a32

= d23

...
d2n−1an−1,n

an,n−1

= d2n
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可依次解得 d2, · · · , dn. 这就构造出 A 在 R 上相似于 (三对角) 对称方阵的情形, 从而 A 可

相似对角化.

(2) 由条件得
n∏

i=2

ai,i−1 6= 0. 故由习题 5.4.8 知 dA = φA. 从而 A 的每个特征值只对应于

1 个 Jordan 块, 结合 (1) 知这些 Jordan 块都是 1 阶的, 即 A 有 n 个两两不同的实特征值

(还用到了对称方阵的特征值都是实数).

习题 6.2.7 设实数方阵 A 与 B 乘积可交换. 证明:

(1) 若 A 是规范方阵, 则 A 与 BT 乘积可交换.

(2) 若 A 和 B 都是规范方阵, 则 A+B 和 AB 也都是规范方阵.

证明 (1) 设 C = ABT − BTA. 为证 C = O, 只需证 tr
(
CTC

)
= 0. 而

tr
(
CTC

)
= tr

((
BAT − ATB

) (
ABT − BTA

))
= tr

(
BATABT − BATBTA− ATBABT + ATBBTA

)
= tr

(
BATABT)− tr

(
BATBTA

)
− tr

(
ATBABT)+ tr

(
ATBBTA

)
AB=BA

========
ATA=AAT

tr
(
BTBATA

)
− tr

(
BBTATA

)
− tr

(
BBTATA

)
+ tr

(
BBTATA

)
= tr

(
BTBATA

)
− tr

(
BBTATA

)
,

再由 tr
(
BTBATA

)
= tr

(
ATABTB

)
= tr

(
AATBTB

)
= tr

(
ABTATB

)
= tr

(
ATBABT) =

tr
(
ATABBT) = tr

(
BBTATA

)
即得 tr

(
CTC

)
= 0.

(2) 只需利用 ATA = AAT, BTB = BBT, ATB = BAT, ABT = BTA.

注 2.0.12 (1) 的证明也可由习题 6.2.10 (1) 得到 AT = f(A) 与 B 乘积可交换, 进而 A 与

BT 乘积可交换.

习题 6.2.8 分别给出满足下列条件的 n 阶实数方阵 A,B 的例子.

(1) A 与 B 乘积可交换, A 与 BT 乘积不交换.

(2) A 和 B 都是规范方阵, A+B 和 AB 都不是规范方阵.

解 (1) A = B =

0 1

0 0

.

(2) A =

0 1

1 1

 , B =

 0 1

−1 0

. 此时 A + B =

0 2

0 1

 与 AB =

−1 0

−1 1

 显然都
不符合 2 阶规范实方阵的形状.
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习题 6.2.9 设 A 是 n 阶实数方阵. 证明:

(1) 若 A+ AT 的特征值都是正数, 则 A 的特征值的实部都是正数.

(2) 若 A 的特征值的实部都是正数, 则 A+ AT 必有特征值是正数.

证明 (1) 因为对称方阵 A+AT 的特征值都是正实数, 所以由定理 7.4(2), A+AT 是正定的.

设 (λ,x) 是 A 的任一特征对, 即 Ax = λx, 则Ax = λx =⇒ xHAx = λxHx,

xHAT = λxH =⇒ xHATx = λxHx.

于是 xH (A+ AT)x = 2Re(λ)xHx. 由 A+ AT 的正定性与 xHx > 0 知 Re(λ) > 0.

(2) 用反证法. 假设 A+AT 的特征值的实部都非正数, 则 A+AT 是负定的, 同 (1) 可得

对 A 的任一特征对 (λ,x), 有 xH (A+ AT)x = 2Re(λ)xHx < 0, 于是 Re(λ) < 0, 与条件矛

盾.

习题 6.2.10 (1) 设 A 是 n 阶规范实数方阵, 则 A 与 AT 正交相似, 并且存在 f ∈ R[x] 使得

AT = f(A).

证明 ¬ 不妨设 A 已经是定理 6.9 中的准对角方阵. 则只需证规范实方阵

 a b

−b a

 与a −b

b a

 正交相似. 而这可由

1 0

0 −1

 a b

−b a

1 0

0 −1

 =

a −b

b a

 立即得到. 【也

可用

 1

1

 做相似.】

 对于正交方阵 P , AT = f(A) 能推出
(
PTAP

)T
= f

(
PTAP

)
, 故仍可假设 A 已经是

定理 6.9 中的准对角方阵, 进而只需考虑对所有二阶块

 ai bi

−bi ai

 (i = 1, · · · , s) 存在同一

个 f ∈ R[x], 使得 f

 ai bi

−bi ai

 =

ai −bi

bi ai

, 且对 λi (i = 2s + 1, · · · , n) 有 f(λi) = λi. 利

用 (x− ai)
2 + b2i 是

 ai bi

−bi ai

 的化零多项式, 构造 f 满足

f ≡ −x+ 2ai mod (x− ai)
2 + b2i ,

f ≡ λi mod x− λi.
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为了满足中国剩余定理的条件, 对于 λ2s+1, · · · , λn, 只保留其中相异的部分; 对于二次实多项

式 (x− ai)
2 + b2i , 若有两个多项式不互素, 则它们有公共根, 由 bi 6= 0 推出此根为虚根, 由其

共轭复数也是根以及二次实多项式的约束同样有这两个多项式相等, 故可以只保留其中两两

互素的多项式. 这样就由中国剩余定理构造出所需的 f .

习题 6.2.11 设 I 是指标集合, {Ai | i ∈ I} 是一组两两乘积可交换的规范方阵. 证明: 存在

正交方阵 P , 使得每个 P−1AiP 是定理 6.9 中的准对角方阵.

证明 由习题 5.2.10 (1) 知存在复数向量 α 是所有 Ai 的公共特征向量. 不妨设 ‖α‖ = 1. 当

Ai ∈ R1×1 时命题自动成立. 设对某个 n ⩾ 1, 命题已对大小不超过 n× n 的矩阵组成的交换

族成立 (允许调换对角块顺序).

¬ 若 α 是实向量, 则与其对应的特征值 λi ∈ R. 构造以 α 为第一列的正交方阵 P1, 则

AiP1 = Ai

(
α ∗

)
=
(
α ∗

)λi ∗

Bi

 , ∀i ∈ I.

则由 Ai = P1

λi ∗

Bi

PT
1 及乘积可交换的性质得

AiAj = P1

λi ∗

Bi

λj ∗

Bj

PT
1 = P1

λj ∗

Bj

λi ∗

Bi

PT
1 = AjAi,

由此可得 BiBj = BjBi. 另外, 由 Ai 规范以及正交相似保持规范性得

λi ∗

Bi

 规范, 从
λi

β BT
i

λi βT

Bi

 =

λi βT

Bi

λi

β Bi


可得 β = 0 且 BT

i Bi = BiB
T
i . 因此 {Bi | i ∈ I} 是一组两两乘积可交换的规范方阵. 对 Bi

运用归纳假设知存在正交方阵 P2 使得每个 P−1
2 BiP2 都是定理 6.9 中的准对角方阵. 于是

P = P1

1

P2

 为所需的正交方阵.

 若 α = u+ iv 不是实向量. 若 u = kv, 则
1

k + iα 为公共实特征向量, 对其作单位化

后化为 ¬ 中情形. 若 u 与 v 线性无关, 设 Ai 与 α 对应的特征值为 λi = a+ i bi.

• 若 λi ∈ R, ∀i, 则因为实方阵的实特征值一定有对应的实特征向量 (参见习题 6.3.9

(6)) 证明中的引理 (1)), 选 v 并进行单位化就得到 Ai 的一个公共实单位特征向量, 化为 ¬

中情形.
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• 若存在某个 λi /∈ R. 则由习题 6.2.5 (2)(3) 可得 ‖u‖ = ‖v‖ 且 u ⊥ v.

Ai(u+ iv) = (ai + bi i)(u+ iv) =⇒

Aiu = aiu− biv

Aiv = aiv + biu

⇐⇒ Ai

(
u v

)
=
(
u v

) ai bi

−bi ai

 .

记 ũ =
u

‖u‖
, ṽ =

v

‖v‖
, 则有

Ai

(
ũ ṽ

)
=
(
ũ ṽ

) ai bi

−bi ai

 .

将
(
ũ ṽ

)
扩充为正交方阵 P1 =

(
ũ ṽ ∗

)
, 则

AiP1 = Ai

(
ũ ṽ ∗

)
=
(
ũ ṽ ∗

) ai bi
−bi ai

∗

Bi

 , ∀i ∈ I.

则由 Ai = P1

 ai bi
−bi ai

∗

Bi

PT
1 及乘积可交换的性质得

AiAj = P1

 ai bi
−bi ai

∗

Bi

 aj bj
−bj aj

∗

Bj

PT
1

= P1

 aj bj
−bj aj

∗

Bj

 ai bi
−bi ai

∗

Bi

PT
1 = AjAi.

由此可得 BiBj = BjBi. 另外, 由 Ai 规范以及正交相似保持规范性得

 ai bi
−bi ai

∗

Bi

 规范, 而
准上三角规范实方阵是准对角方阵 (参见习题 6.2.4 旧证明中用到的结论), 因此上面 “∗” 为

零矩阵, 进而可知 BT
i Bi = BiB

T
i . 故 {Bi | i ∈ I} 是一组两两乘积可交换的规范方阵. 对 Bi

运用归纳假设知存在正交方阵 P2 使得每个 P−1
2 BiP2 都是定理 6.9 中的准对角方阵. 于是

P = P1

 1 0
0 1

P2

 为所需的正交方阵.

习题 6.3.2 设实数矩阵 A,B ∈ Rm×n 满足 ATA = BTB. 证明: 存在正交方阵 P 使得

PA = B.
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证明 由 ATA = BTB 知 A 与 B 有相同的正交相抵标准形, 即存在正交方阵 P1, P2, Q1, Q2

使得 P1AQ1 = P2BQ2. 再由定理 6.10 证明过程可知 Q1, Q2 分别为 ATA,BTB 作相似对角

化时所用的正交方阵, 自然可取 Q1 = Q2. 于是
(
PT
2 P1

)
A = B.

习题 6.3.4 设实数方阵 A 的行向量两两正交, 列行向量也两两正交. 证明: 存在置换方阵

P1, P2, 正交方阵 Q1, · · · , Qk 和实数 λ1, · · · , λk, 使得

A = P1


λ1Q1

. . .

λkQk

P2.

证明 设置换方阵 P1 使得 PT
1 A 的行向量模长为降序, 再设置换方阵 P2 使得 PT

1 AP
T
2 的列

向量模长为降序 (显然第二步不会破坏第一步的有序性). 记 B = PT
1 AP

T
2 , 对 B 的非零列

向量作 Gram–Schmidt 标准正交化得到正交方阵 P , 则由 B 的行 (列) 向量两两正交可知

B = P


a1

. . .

an

, 其中 a1 ⩾ · · · ⩾ an ⩾ 0(B 的列向量可能为零向量, 因此 ai 可能为

零). 类似地, 将上述操作改为对 B 的行向量进行可得 B =


b1

. . .

bn

Q, 其中 Q 是正交

方阵, b1 ⩾ · · · ⩾ bn ⩾ 0. 则有

BTB =


a21

. . .

a2n

 = QT


b21

. . .

b2n

Q.

由 BTB 特征值的唯一性及非负性可知 b1, · · · , bn 是 a1, · · · , an 的一个排列. 记 λ1, · · · , λk 为

这 n 个数中所有相异的数的降序排列, 其重数依次为 n1, · · · , nk. 则
Q11 · · · Qkk

... . . . ...

Qk1 · · · Qkk



λ1In1

. . .

λkInk

 =


λ1In1

. . .

λkInk



Q11 · · · Qkk

... . . . ...

Qk1 · · · Qkk

 ,

其中
(
Qij

)
k×k
是 Q 的分块. 两边计算得 λjQij = λiQij, 而当 i 6= j 时 λi 6= λj, 因此
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Qij = O, ∀i 6= j, 即 Q 是准对角方阵 (记为 diag (Q1, · · · , Qk)). 则

A = P1BP2 = P1


λ1In1

. . .

λkInk



Q1

. . .

Qk

P2 = P1


λ1Q1

. . .

λkQk

P2.

习题 6.3.5 设 λ1, λ2, · · · , λn ∈ C是A ∈ Rn×n的所有特征值.证明: A与 diag(|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|)

正交相抵当且仅当 A 是规范方阵.

证明 ⇐: 不妨设规范方阵 A 已经是定理 6.9 中的准对角方阵

diag

 a1 b1

−b1 a1

 , · · · ,

 as bs

−bs as

 , λ2s+1, · · · , λn

 .

则

ATA = diag
(
(a21 + b21)I2, · · · , (a2s + b2s)I2, λ

2
2s+1, · · · , λ2

n

)
= diag

(
|λ1|2I2, · · · , |λ2s|2I2, λ2

2s+1, · · · , λ2
n

)
.

于是由正交相抵标准形即得证.

⇒: 不妨设 A 就是定理 6.5 中的准上三角方阵

A1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . . ∗ ∗ ∗ ∗

As ∗ ∗ ∗

λ2s+1 ∗ ∗
. . . ∗

λn


.

再设 A = P diag (|λ1|, · · · , |λn|)Q, 其中 P,Q 是正交方阵. 由置换可不妨设 |λ1| ⩾ · · · ⩾ |λn|.

设 Ai =

ai bi

ci di

 (i = 1, · · · , s). 则由奇异值分解,

tr
(
ATA

)
=

n∑
i=1

|λi|2
共轭虚特征值两两配对
============== 2

s∑
i=1

|λ2i−1|2 +
n∑

i=2s+1

λ2
i .

又

tr
(
ATA

)
= A 的所有元素平方和 ⩾

s∑
i=1

(
a2i + b2i + c2i + d2i

)
+

n∑
i=2s+1

λ2
i .
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由以上两式推出

2
s∑

i=1

|λ2i−1|2 ⩾
s∑

i=1

(
a2i + b2i + c2i + d2i

)
.

但

2|λ2i−1|2 = 2 (a2i−1d2i−1 − b2i−1c2i−1) ⩽ a2i + b2i + c2i + d2i ,

这就迫使等号成立:

tr
(
ATA

)
=

s∑
i=1

(
a2i + b2i + c2i + d2i

)
+

n∑
i=2s+1

λ2
i .

这说明 A 是准对角方阵. 再由

2
s∑

i=1

|λ2i−1|2 =
s∑

i=1

(
a2i + b2i + c2i + d2i

)
得到

0 =
s∑

i=1

(
a2i + b2i + c2i + d2i − 2aidi + 2bici

)
=

s∑
i=1

[
(ai − di)

2 + (bi + ci)
2
]
=⇒

ai = di

ci = −bi

.

故每个 Ai 形如

 ai bi

−bi ai

, 为规范方阵. 进而 A 是规范方阵.

习题 6.3.6 (2) 对于任意实数方阵 A, 存在规范的实数方阵 P1, P2, 使得 A = P1P2.

证明 设 A 的奇异值分解为 A = P

Σ O

O O

Q, 令 P1 = PQ,P2 = QT

Σ O

O O

Q 即可.

习题 6.3.6 (3) 对于任意正交方阵 A, 存在对称的正交方阵 P1, P2, 使得 A = P1P2.

证明 由定理 6.6, 存在正交方阵 P , 使得

A = P diag

 cos θ1 sin θ1

− sin θ1 cos θ1

 , · · · ,

 cos θs sin θs

− sin θs cos θs

 , I,−I

PT.

令

B = diag


1

−1

 , · · · ,

1

−1


︸ ︷︷ ︸

s 个

, I, I

 ,
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C = diag

cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

 , · · · ,

cos θs sin θs

sin θs − cos θs

 , I,−I

 .

取 P1 = PBPT, P2 = PCPT. 注意到

1

−1

cos θi sin θi

sin θi − cos θi

 =

 cos θi sin θi

− sin θi cos θi

, 则
有 A = P1P2, 且 P1, P2 是对称正交方阵.

习题 6.3.8 (2) 设 B 是 A 的子矩阵, 则 ‖B‖ ⩽ ‖A‖.

证明 由于与正交方阵相乘不改变原矩阵的算子范数, 所以通过置换相似可不妨设 B 在 A 的

左上角. 那么

‖B‖ =
∥∥( B O

O O )
∥∥ =

∥∥( I O
O O )A( I O

O O )
∥∥ ⩽

∥∥( I O
O O )

∥∥ · ‖A‖ · ∥∥( I O
O O )

∥∥ ⩽ ‖A‖.

习题 6.3.8 (4) 设 A 是方阵, 则 A 的谱半径 ρ(A) ⩽ ‖A‖.

证明 设 (λ,α) 是 A 的任意一个特征对, 则

Aα = λα =⇒ |λ| = ‖Aα‖
‖α‖

⩽ max
α ̸=0

‖Aα‖
‖α‖

= ‖A‖.

再由 λ 的任意性可知 ρ(A) ⩽ ‖A‖.

习题 6.3.9 (4) 设 p, q ∈ [1,+∞] 满足
1

p
+

1

q
= 1, 向量 x = (xi) ∈ Rn 和矩阵 A = (aij) ∈

Rm×n 的 p 范数分别定义为

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

, ‖A‖p = max
∥x∥p=1

‖Ax‖p.

证明: ‖A‖p = ‖AT‖q.

证明 先证明如下引理:

引理 设 x ∈ Rn×1,y ∈ Rm×1, 则 ‖A‖p = max
∥x∥p=1
∥y∥q=1

yTAx.

【引理的证明: 只需证 ‖Ax‖p = max
∥y∥q=1

yTAx. 记 α = Ax,β = y, 即证 ‖α‖p = max
∥β∥q=1

βTα.

由离散形式的 Hölder 不等式有 βTα ⩽ ‖α‖p‖β‖q = ‖α‖p. 设 α =
(
a1 · · · am

)T
, β =(

b1 · · · bm

)T
. 则等号成立当且仅当

(
ap1 · · · apm

)T
与
(
bq1 · · · bqm

)T
同向. 故能取得等

号.】

因为 yTAx ∈ R, 所以 yTAx =
(
yTAx

)T
= xTATy. 由引理即得 ‖A‖p = ‖A‖q.
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推论 2.0.13 ‖A‖∞ = ‖AT‖1.

习题 6.3.9 (5) (题干同习题 6.3.9 (4)) 证明: ‖A‖1√
m

⩽ ‖A‖2 ⩽
√
n‖A‖1.

证明 由习题 6.3.9 (3), 设 k 满足

m∑
i=1

|aik| = max
∥x∥1=1

‖Ax‖1. 取 x = ek, 则由 Cauchy-Schwarz

不等式得

‖A‖2 ⩾ ‖Ax‖2 =

Ã
m∑
i=1

|aik|2 ⩾
∑m

i=1 |aik|Ã
m∑
i=1

1

=
‖A‖1√

m
.

由习题 6.3.8 (3) 及习题 6.3.9 (3) 得

‖A‖2 ⩽ ‖A‖F ⩽

Ã
n max

1⩽j⩽n

m∑
i=1

a2ij ⩽

Ã
n

(
max
1⩽j⩽n

m∑
i=1

|aij|

)2

=
√
n‖A‖1.

习题 6.3.9 (6) (题干同习题 6.3.9 (4)) 证明: ‖A‖2 = ‖AT‖2 ⩽
»

‖A‖p · ‖A‖q.

证明 由正交相抵标准形可见 A 与 AT 的奇异值序列相同, 故 ‖A‖2 = σ1(A) = ‖AT‖2.

引理 (1) 实方阵的实特征值一定有对应的实特征向量.

【引理 (1)的证明: 设 A是实方阵, (λ,α)是 A的一个特征对, λ ∈ R.则将 α分解为 α = u iv,

其中 u,v 均为实向量. 那么 A(u iv) = λ(u iv) =⇒ Au = λu, Av = λv. 取 u,v 中非零的

向量即可作为所要的实特征向量.】

引理 (2) ‖ATA‖2 ⩽ ‖ATA‖p.

【引理 (2) 的证明: 注意到 ATA 作为实对称方阵的正交相似对角化形式即为奇异值分解 (在

特征值沿主对角线降序排列的要求下), 因此若记 λmax 为 ATA 的最大特征值, 则 ‖ATA‖2 =

λmax. 由引理 (1), 设 α 是 ATA 的与 λmax 对应的实特征向量 (不妨设 ‖α‖p = 1), 则

ATAα = λmaxα =⇒ ‖ATAα‖p = ‖λmaxα‖p = λmax = ‖ATA‖2.

于是 ‖ATA‖p ⩾ ‖ATAα‖p = ‖ATA‖2.】

注意到 ATA 作为实对称方阵的正交相似对角化形式即为奇异值分解 (在特征值沿主对

角线降序排列的要求下), 因此

‖A‖22 = σ1(A)
2 = σ1

(
ATA

)
= ‖ATA‖2 ⩽ ‖ATA‖p ⩽ ‖AT‖p · ‖A‖p

习题 6.3.9 (4)
========= ‖A‖p‖A‖q.
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习题 6.3.10 设 A ∈ Rm×n, 1 ⩽ k ⩽ rank(A). 证明:

σk(A) = max
X∈Rn×k

σk(AX)

σ1(X)
, σn+1−k(A) = min

X∈Rn×k

σ1(AX)

σk(X)
.

证明 先证明如下引理.

引理 设 A ∈ Rm×n, 对任意 1 ⩽ k ⩽ rank(A), 存在 X ∈ Rn×k, 使得 rank(AX) = k.

【引理的证明: 设置换方阵 P ∈ Rn×n 使得 AP 的前 k 列线性无关. 再取 X = P

Ik

O

, 则
rank(AX) = k.】

定理 (Courant–Fischer) 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite 方阵, λk(A) 是 A 的第 k 大特征值. 则

λk(A) = max
dimV=k

min
x∈V

RA(x).

¬ 先证 σk(A) = max
X∈Rn×k

σk(AX)

σ1(X)
. 若 rank(X) < k, 则 rank(AX) ⩽ rank(X) < k, 从而

σk(AX) = 0. 由欲证的形式及引理可不妨设 X 是列满秩的且使得 rank(AX) = k. 在此假定

下, 由

σk(AX) = min
α ̸=0

‖AXα‖
‖α‖

, σ1(X) = max
α ̸=0

‖Xα‖
‖α‖

可得
σk(AX)

σ1(X)
⩽ min

α ̸=0

‖AXα‖
‖Xα‖

⩽ σk(A),

其中最后一个不等号是 Courant–Fischer 定理的推论: 对 A ∈ Rm×n, 有

σk(A) = max
dimV=k

min
0̸=x∈V

‖Ax‖
‖x‖

=⇒ min
α ̸=0

‖AXα‖
‖Xα‖

⩽ σk(A).

只需说明存在列满秩矩阵 X ∈ Rn×k 使得上式中的等号成立. 设 A = P

Σ O

O O

Q 是 A 的

奇异值分解, 则取 X 为 QT 的前 k 列, 有 AX = P

Σ O

O O

Ik

O

 = P

Σ

O

. 由此可见

σk(AX) = σk(A), 而由 X = QT

Ik

O

 可知 σ1(X) = 1, 故等号能取到.

 再证第二个等式. 仍设 A 的奇异值分解为 A = P

Σ O

O O

Q, 其 Moore–Penrose 广

义逆为 A+ = QT

Σ−1 O

O O

PT. 则

σn+1−k(A) = σ−1
k (A+) = min

Y ∈Rm×k

σ1(AA
+Y )

σk(A+Y )
X=A+Y
======= min

X∈Rn×k

σ1(AX)

σk(X)
.
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习题 6.3.12 (2)(3) 给定 A,B ∈ Rn×n.

(2) 求正交方阵 P 使得 ‖PA− B‖F 最小.

(3) 求实数 λ 和正交方阵 P 使得 ‖λPA− B‖F 最小.

解 (2) ‖PA − B‖2F = tr
(
(PA− B)T(PA− B)

)
= tr

(
ATA+BTB − ATPTB − BTPA

)
=

‖A‖2F + ‖B‖2F − 2 tr
(
BTPA

)
. 而 tr

(
BTPA

)
= tr

(
PABT), 设 UΣV 是 ABT 的奇异值分解,

则

tr
(
PABT) = tr (PUΣV ) = tr (V PUΣ) ⩽ tr(Σ),

最后的不等号是由于 V PU 为正交方阵, 其对角元不超过 1. 当 P = V TUT 时可取等号. 因此

‖PA− B‖F 的最小值为
»

‖A‖2F + ‖B‖2F − 2 tr(Σ).

(3) 由所给形式不妨设 λ ⩾ 0. 同 (2) 有 ‖λPA − B‖2F = tr
(
(λPA− B)T(λPA− B)

)
=

tr
(
λ2ATA+BTB − λATPTB − λBTPA

)
= λ2‖A‖2F + ‖B‖2F − 2 tr

(
BTPA

)
= λ2‖A‖2F +

‖B‖2F − 2λ tr
(
PABT). 设 UΣV 是 ABT 的奇异值分解, 则

tr
(
PABT) = tr (PUΣV ) = tr (V PUΣ) ⩽ tr(Σ),

最后的不等号是由于 V PU 为正交方阵, 其对角元不超过 1. 当 P = V TUT 时可取等号. 再令

λ =
tr(Σ)
‖A‖2F

就取得 ‖λPA− B‖F 的最小值
 

‖B‖2F − tr2(Σ)
‖A‖2F

.

习题 6.3.13 设 A是实数矩阵, A = P

Σ O

O O

Q是奇异值分解, X = Q−1

Σ−1 O

O O

P−1.

证明:

(1) X 是唯一的, 与正交方阵 P,Q 的选取无关.

(2) 若A = BC,其中B,C分别是列满秩和行满秩矩阵,则X = CT (CCT)−1 (
BTB

)−1
BT.

(3) A 的任意广义逆矩阵形如 Y = Q−1

Σ−1 Y1

Y2 Y2ΣY1

P−1, 从而有 ‖Y ‖F ⩾ ‖X‖F 且

‖Y ‖ ⩾ ‖X‖.

证明 (1) 设 A = P1

Σ O

O O

Q1 = P2

Σ O

O O

Q2 是 A 的任意两种奇异值分解, 则

PT
2 P1

Σ

O

 =

Σ

O

Q2Q
T
1 .
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将 PT
2 P1 对应于

Σ

O

 分块为 PT
2 P1 =

X1 X2

X3 X4

, 将 Q2Q
T
1 对应于

Σ

O

 分块为
Q2Q

T
1 =

Y1 Y2

Y3 Y4

, 则
X1Σ O

X3Σ O

 =

ΣY1 ΣY2

O O

 =⇒


X1Σ = ΣY1

X3 = O

Y2 = O

.

这说明 PT
2 P1 =

X1 X2

O X4

是正交方阵,通过方阵X1所在行、列元素平方和相等 (都等于X1

阶数) 可得 X2 = O. 同理可得 Y3 = O. 为证明 Q−1
1

Σ−1

O

P−1
1 = Q−1

2

Σ−1

O

P−1
2 ,

即证 Q2Q
T
1

Σ−1

O

 =

Σ−1

O

PT
2 P1. 由前面所得条件知这成立.

(2) 验证可知 X := CT (CCT)−1 (
BTB

)−1
BT 满足

AXA = A, XAX = X, (AX)T = AX, (XA)T = XA.

由例 (6.10) 知 X 即为 A 的 Moore–Penrose 广义逆.

(3) 设 Y = QT

Y1 Y2

Y3 Y4

PT 是 A 的任一广义逆. 由定理 4.9 知, 这等价于 AY A = A

且 Y AY = Y , 即 

ΣY1Σ = Σ

Y1ΣY1 = Y1

Y1ΣY2 = Y2

Y3ΣY1 = Y3

Y3ΣY2 = Y4

=⇒

Y1 = Σ−1

Y4 = Y3ΣY2

.

重新编号即得

Y = QT

Σ−1 Y1

Y2 Y2ΣY1

PT.
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于是

‖Y ‖F =
»

tr (Y TY ) =

Õ
tr

P

Σ−1 Y T
2

Y T
1 Y T

1 ΣY T
2

Σ−1 Y1

Y2 Y2ΣY1

PT



=

Õ
tr

PTP

Σ−1 Y T
2

Y T
1 Y T

1 ΣY T
2

Σ−1 Y1

Y2 Y2ΣY1



=

Õ
tr

 (
Σ−1

)2
+ Y T

2 Y2 Σ−1Y1 + Y T
2 Y2ΣY1

Y T
1 Σ−1 + Y T

1 ΣY T
2 Y2 Y T

1 Y1 + Y T
1 ΣY T

2 Y2ΣY1


=

…
tr
(
(Σ−1)2

)
+ tr (Y T

2 Y2) + tr (Y T
1 Y1) + tr

(
(Y2ΣY1)

T (Y2ΣY1)
)

⩾
»

tr
(
(Σ−1)2

)
= ‖X‖F .

而对于单位实向量 α,

‖Xα‖ =
∥∥Q−1

(
Σ−1 O
O O

)
P−1α

∥∥ β=P−1α
=======

∥∥( Σ−1 O
O O

)
β‖ ⩽ 1

σr

,

其中 r = rank(A), 并不妨设 rank(A) ⩾ 1. 等号成立当且仅当 β = er 即 α = Per. 此时

‖Yα‖ =
∥∥∥Q−1

(
Σ−1 Y1
Y2 Y2ΣY1

)
P−1α

∥∥∥ =
∥∥∥( Σ−1 Y1

Y2 Y2ΣY1

)
er

∥∥∥ ⩾ 1

σr

= ‖X‖.

故 ‖Y ‖ ⩾ ‖X‖.

习题 6.4.2 证明:

(1) 任意 2 阶酉方阵形如 µ

 z w

−w z

, 其中 z, w, µ ∈ C 满足 |z|2 + |w|2 = 1, |µ| = 1.

(2) 任意 2 阶酉方阵形如

1 0

0 ei θ1

 cos θ2 sin θ2

− sin θ2 cos θ2

ei θ3 0

0 ei θ4

, 其中 θi ∈ R, ∀i.

(3) 任意 2 阶规范方阵形如 λI + µP , 其中 λ, µ ∈ C, P 是 Hermite 方阵.

(4) 任意 2 阶规范方阵形如 λI + µQ, 其中 λ, µ ∈ C, Q 是酉方阵.

习题 6.4.3 设 a, b, c, d ∈ C. 证明:

a b

0 d

 与
a c

0 d

 酉相似当且仅当 |b| = |c|.

习题 6.4.5 (2) 求满足 rank(A− I) = 1 的所有 n 阶酉方阵 A.

解 由条件可设 A = I +αβH, ‖α‖ = 1. 由 AAH = I 得

I + βαH +αβH + ‖β‖2ααH = I =⇒ βαH +αβH + ‖β‖2ααH = O.

下面用两种方法证明存在 λ ∈ C 使得 β = λα.
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法一 不妨设 α = Pe1, 其中 P 是 n 阶酉方阵 (若 α 6= e1, 则取 Householder 方阵

Hv = I − 2

vHv
vvH, 其中 v = α−e1).再设 β = P β̃(即取 β̃ = PHβ), 代入上面的等式就得到

β̃eH
1 + e1β̃

H +
∥∥∥β̃∥∥∥2e1e

H
1 = O.

设 β̃ =
(
b1 · · · bn

)T
, 通过计算上式左边方阵第一列可知, 对 k = 2, · · · , n, 有 bk = 0. 故存

在 λ ∈ C, 使得 β̃ = λe1, 即 PHβ = λPHα, 也即 β = λα.

法二 回到最初条件 “A 是酉方阵”:

AAH = I =⇒
(
I +αβH) (I + βαH) = I =⇒ βαH +αβH +αβHβαH = O,

AHA = I =⇒
(
I + βαH) (I +αβH) = I =⇒ βαH +αβH + ββH = O,

对比两式可得

ββH = αβHβαH =⇒ ββHβ = αβHβαHβ =⇒ β =
(
αHβ

)
α.

于是 λ + λ + |λ|2 = 0, 即 (λ + 1)
(
λ+ 1

)
= 1, 也即 |λ + 1| = 1. 故 λ = −1 + ei θ,

A = I + (ei θ −1)ααH, 其中 θ ∈ R, ‖α‖ = 1. 反过来, 直接验证可知这样给出的 A 都满足

AHA = I. 因此这样的 A 即为所有满足 rank(A− I) = 1 的 n 阶酉方阵.

注 2.0.14 当 θ = π 时这就是 Householder 方阵.

习题 6.4.8 (3)(8) 设映射 ρ : Cn×n → R2n×2n, A+B i 7→

 A B

−B A

, 其中 A,B ∈ Rn×n. 证

明:

(3) ρ(X) 与 diag(X,X) 复相似.

(8) ρ(X) 可实相似成规范方阵 ⇐⇒ X 可复相似成对角方阵.

证明 (3) 直接构造如下相似: A B

−B A

 I i I

i I I

 =

 I i I

i I I

A+ iB

A− iB

 .

(8) 由习题 6.2.4, ρ(X) 可实相似成规范方阵 ⇐⇒ ρ(X) 可以在 C 上相似于对角方阵,

再由 (3), ρ(X) 在 C 上相似于 diag
(
X,X

)
, 于是又等价于 X 在 C 上可相似对角化.

习题 6.4.12 设 λ ∈ C 是 A ∈ Cn×n 的任意特征值, x1 ⩽ · · · ⩽ xn 和 y1 ⩽ · · · ⩽ yn 分别是

Hermite 方阵 X =
1

2

(
A+ AH) 和 Y =

1

2 i
(
A− AH) 的所有特征值. 证明:

x1 ⩽ Re(λ) ⩽ xn, y1 ⩽ Im(λ) ⩽ yn.
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证明 设 α 是 A 的对应于 λ 的特征向量, 则

Aα = λα =⇒ αHAα = λαHα =⇒ αHAHα = λαHα.

于是

αXα = Re(λ)αHα, αHYα = Im(λ)αHα.

由 X 是 Hermite 方阵可设 X = P


x1

. . .

xn

PH, 其中 P 是酉方阵. 记 β = PHα =

(
b1 · · · bn

)T
, 则

αHXα = βH


x1

. . .

xn

β =
n∑

i=1

xi|bi|2 ∈
[
x1β

Hβ, xnβ
Hβ
]
.

再注意到 αHα = βHβ 即得证. 对 Y 同理.

习题 6.4.14 设 A,B ∈ Rn×n. 证明: 若 A 与 B 酉相似, 则 A 与 B 正交相似.

证明 需要一些铺垫来引出酉方阵的 QS 分解.

定义 (1) 方阵 A ∈ Cn×n的 Descartes分解定义为 A = H+iK,其中H,K ∈ Cn×n是 Hermite

方阵. 方阵 H =
A+ AH

2
称为 A 的 Hermite 部分, K =

A− AH

2
称为 A 的反 Hermite 部分.

引理 (2) 设 A ∈ Cn×n 有 Descartes 分解 A = H + iK. 则 A 是规范方阵 ⇐⇒ HK = KH.

【引理 (2) 的证明: 注意到

AHA = (H − iK)(H + iK) = H2 +K2 + i(HK −KH),

AAH = (H + iK)(H − iK) = H2 +K2 − i(HK −KH).

于是 AAH = AHA ⇐⇒ HK = KH.】

引理 (3) 设 A ∈ Cn×n 是对称方阵. 则 A 是规范方阵 ⇐⇒ 存在 n 阶正交方阵 Q 与 n 阶对

角复方阵 D, 使得 A = QDQT.
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【引理 (3) 的证明: 设 A = H = iK 是 A 的 Descartes 分解. 由 A 对称可得

HT + iKT = AT = A = H + iK =⇒ HT = H,KT = K

又因为 H = HH, 所以 H 是实对称方阵.同理 K 也是实对称方阵.由引理 (2), A是规范方阵

⇐⇒ HK = KH. 又由习题 6.2.11, 因为 H 与 K 是乘积可交换的实对称方阵, 而实对称方

阵的特征值均为实数, 所以存在正交方阵 Q 与对角实方阵 D1, D2, 使得 H = QD1Q
T, K =

QD2Q
T. 这样就有

A = H + iK = Q (D1 + iD2)Q
T = QDQT,

其中 D = D1 + iD2. 反之, 若 D 是对角方阵, 则 QDQT 是对称方阵, 从而是规范方阵.】

引理 (4) 设 A ∈ Cn×n 是对称方阵. 则 A 是酉方阵 ⇐⇒ 存在 n 阶正交方阵 Q 与酉对角方

阵 D = diag
(
ei θ1 , · · · , ei θn

)
, 使得每一个 θj ∈ [0, 2π) 且 A = QDQT.

【引理 (4) 的证明: 因为 A 是酉方阵, 所以由引理 (3) 有 A = QDQT, 从而 D = QTAQ 是酉

方阵. 因此 D 的元素均为模长为 1 的复数. 反过来直接验证即可.】

引理 (5) 设 V 是 n阶对称酉方阵.则存在多项式 p,使得 S = p(V )是对称酉方阵,且 S2 = V .

【引理 (5) 的证明: 由引理 (4), 存在正交方阵 Q 与酉对角方阵 D = diag
(
ei θ1 , · · · , ei θn

)
, 使

得每一个 θj ∈ [0, 2π) 且 V = QDQT. 设 E = diag
(

ei θ1
2 , · · · , ei θn

2

)
, 则可构造 Lagrange 插值

多项式 p, 使得对每个 j 都有 p
(
ei θj
)
= ei θj

2 , 所以 p(D) = E. 于是 S = Qp(V )QT = QEQT

是对称酉方阵, 且 S2 = V .】

定理 (6) (酉方阵的 QS 分解) 设 U 是 n 阶酉方阵. 则存在 n 阶正交方阵 Q、n 阶对称酉方

阵 S 与多项式 p, 使得 U = QS, 且 S = p
(
UTU

)
.

【定理 (6) 的证明: 因为 UTU 是对称酉方阵, 所以由引理 (5), 存在多项式 p, 使得 S =

p
(
UTU

)
是对称酉方阵, 且 S2 = UTU . 设 Q = USH = US, 则 Q 是酉方阵且

QTQ = SHUTUSH = SHS2SH =
(
SHS

) (
SSH) = I.

于是 QT = QH, 从而 Q 是实方阵, 进而是正交方阵, 且有 U =
(
USH)S = QS.】

回到原命题上. 设 A,B ∈ Rn×n, U 是 n 阶酉方阵且使得 A = UBUH. 则

UBUH = A = A = UBUH = UBUT.
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由 UHU = I 两边取共轭得 UTU = I. 故由上式可得 UTUB = BUTU , 即 B 与 UTU 乘积可

交换. 由定理 (6) 知存在分解 U = QS, 其中 Q 是正交方阵, S 是对称酉方阵, 且存在多项式

p, 使得 S = p
(
UTU

)
. 由 B 与 UTU 乘积可交换得 B 与 S 乘积可交换. 故

A = UBUH = QSBSHQT = QBSSHQT = QBQT,

即 A 与 B 正交相似.

习题 7.1.7 (1) 设实数方阵 A 6= −AT. 证明: 存在可逆实数方阵 P , 使得 PTAP 是上三角方

阵.

(2) 设实数方阵 A = −AT. 证明: 存在可逆实数方阵 P , 使得 PTAP =


O Is O

−Is O O

O O O

.

证明 (1) 将对第 (1) 问的证明建立在第 (2) 问的基础上. 当 A 为一阶方阵时结论已成立. 设

对阶数不超过 n − 1 (n ⩾ 2) 的实数方阵结论成立, 下面考虑 A ∈ Rn×n. 因为 AT 6= −A, 所

以存在 i, j ∈ {1, · · · , n} 使得 Tji(1)ATij(1) 的主对角线元素不全为 0. 故可不妨设 a11 6= 0.

对 i = 2, · · · , n, 依次通过左乘 Ti1

(
− ai1
a11

)
及右乘 T1i

(
− a1i
a11

)
进行相合变换, 最后相合

成

a11

B

 的形式. 若 BT 6= −B, 则由归纳假设可知存在可逆实数方阵 Q 使得 QTBQ

是上三角方阵, 从而 P =

1

Q

 为所求; 若 BT = −B, 由 (2) 可知存在可逆实数方阵

Q 使得 QTBQ = diag

 0 1

−1 0

 , · · · ,

 0 1

−1 0

 , O

(此处不妨设 B 的阶数至少为 2, 进

而 A 的阶数至少为 3), 设

1

Q

T

A

1

Q

 的第一行元素依次为 a11, b2, · · · , bn, 取 ε

使得 ε(a11 + b3ε)(ε − b2) 6= 0, 通过先左乘 T13(ε)、右乘 T31(ε), 再左乘 T21

(
− ε

a11 + b3ε

)
、

右乘 T12

(
− ε

a11 + b3ε

)
进行相合变换. 注意到此变换仅改变主对角线上第二个元素 (变为

ε(ε− b2)

a11 + b3ε
), 此时得到的方阵右下角为 n− 1 阶非反对称方阵, 由归纳假设同样得证.

(2) 因为 A 是反对称实方阵, 由定理 6.8 可不妨设正交方阵 P1 使

PT
1 AP1 = diag

 0 b1

−b1 0

 , · · · ,

 0 bs

−bs 0

 , O

 ,
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且其中 bi > 0 (i = 1, · · · , s)(否则通过

0 1

1 0

 置换相似即可). 设

P2 = diag
(

1√
b1
,

1√
b1
, · · · , 1√

bs
,

1√
bs
, I

)
,

则

PT
2 P

T
1 AP1P2 = diag


 0 1

−1 0

 , · · · ,

 0 1

−1 0


︸ ︷︷ ︸

s个

, O

 .

取置换方阵 P3, 使得 PT
3 左乘 PT

2 P
T
1 AP1P2 的作用为将 (2k, 2k − 1) 位置上的元素移至

(s + k, k) 位置 (k = 1, · · · , s) 而其他元素保持不动. 于是 P = P1P2P3 即为所求可逆实数方

阵.

习题 7.2.2 设 A ∈ Rn×n 是正定的对称方阵. 分别求∫
xTAx⩽1

dx1 · · · dxn 和

∫
Rn

e−xTAx dx1 · · · dxn,

并将其表示成 A 的函数形式.

解 ¬ 由A是正定实对称方阵可设A = PT


λ1

. . .

λn

P ,其中 P 为正交方阵, λ1, · · · , λn ∈

R>0. 记 D =


λ1

. . .

λn

, 则
∫
xTAx⩽1

dx1 · · · dxn
y=Px
=====

∫
yTDy⩽1

dy1 · · · dyn
zi=

√
λiyi=======

1√
λ1 · · ·λn

∫
n∑

i=1
z2i ⩽1

dz1 · · · dzn

=
1√

det(A)
· n 维单位球体积 =


πka2k

k!
√

det(A)
, n = 2k,

2kπk−1a2k−1

(2k − 1)!!
√

det(A)
, n = 2k − 1.

 同¬中换元可得∫
Rn

e−xTAx dx1 · · · dxn =
1√

det(A)

∫
Rn

e
−

n∑
i=1

z2i dz1 · · · zn =
1√

det(A)

(∫
R

e−z2 dz
)n

=

 
πn

det(A) .
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习题 7.2.3 设 0 ⩽ θ1 ⩽ θ2 ⩽ θ3 ⩽ π．证明:
1 cos θ1 cos θ2

cos θ1 1 cos θ3
cos θ2 cos θ3 1

是正定的 ⇐⇒ θ3 < θ1 + θ2 < 2π − θ3.

证明 记题中所给矩阵为 G. 则 G 正定 ⇐⇒ G 是 R3 的标准内积在一组基 {u,v,w} 下的

度量矩阵. 由 G 的对角元均为 1 知 u,v,w 均为单位向量, 进而 u 与 v、v 与 w、w 与 u 的

夹角分别为 θ1、θ3、θ2. 于是原命题等价于证明:

单位向量组 {u,v,w} ⊂ R3 是 R3 的基 ⇐⇒ θ3 < θ1 + θ2 < 2π − θ3, 其中 θ1, θ2, θ3 分

别为 u 与 v、w 与 u、v 与 w 的夹角.

⇒: 由三面角公式,

cos θ3 = cosα sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2,

其中 α为平面 Span(u,v)与平面 Span(w,u)形成的二面角.由 cosα ∈ (−1, 1]及 sin θ1 sin θ2 >

0 可得

− sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2 < cos θ3 ⩽ sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2,

也即

cos(θ1 + θ2) < cos θ3 ⩽ cos(θ1 − θ2).

• 若 θ1 + θ2 ⩽ θ3, 由 θ3 ∈ (0, π] 可得 cos(θ1 + θ2) ⩾ cos θ3, 矛盾. 故 θ1 + θ2 > θ3.

• 若 θ1 + θ2 ⩾ 2π − θ3, 由 2π > θ1 + θ2 ⩾ 2π − θ3 > π 得

cos(θ1 + θ + 2) ⩾ cos(2π − θ3) = cos θ3,

矛盾. 故 θ1 + θ2 < 2π − θ3.

⇐: 由 θ1 + θ2 > θ3 及 θ3 ⩾ θ2 ⩾ θ1 ⩾ 0 知 θi > 0, 因此 u,v,w 两两不共线. 由

θ1 + θ2 + θ3 < 2π 知 u,v,w 不共面. 于是 {u,v,w} 线性无关, 构成 R3 的基.

习题 8.1.2 (6) 判断下列集合是否是 R 上的线性空间 (涉及到的加法和数乘运算都是通常

意义下的加法和数乘运算): 收敛半径为 1 的实系数幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的全体.

解 不是, 因为该集合不存在加法单位元.
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习题 8.1.3 (5) 作为 F 上的线性空间, 下列 U 是否 V 的子空间？

U = {A ∈ V | AH = A}, V = Cn×n, F = C.

解 不是, 因为 U 对数乘不封闭.

习题 8.1.5 证明: 当 m 6= n 时, F 上的线性空间 Fm 与 Fn 不同构.

证明 不妨设 m < n. 若存在同构 f : Fm → Fn, 则 f−1(e1), · · · , f−1(en) ∈ Fm 线性相关, 再

由同构保加法和数乘得 e1, · · · , en ∈ Fn 线性相关, 但这是不可能的.

习题 8.2.2 (3) 判断以下 R 上的线性空间 R[x] 的子集 S 是否是线性相关的:

S = {xi(1− x)j | 0 ⩽ i < j ⩽ n}, 其中 n 是给定的正整数.

解 ¬ 若 n = 1: {1− x} 线性无关.

 若 n ⩾ 2: 注意到 xr+xr−1(1−x) = xr−1,从而 xr(1−x)s+xr−1(1−x)s+1 = xr−1(1−x)s,

故 S 线性相关.

习题 8.2.2 (4) 判断以下 R 上的线性空间 R[x] 的子集 S 是否是线性相关的:

S = {(x− a0)
n, (x− a1)

n, · · · , (x− an)
n}, 其中 a0, a1, · · · , an ∈ R 两两不同.

解 线性无关. 设 f(x) = λ0(x− a0)
n + λ1(x− a1)

n + · · ·+ λn(x− an)
n 为零函数, 对其求前 n

阶导数得到 
1 1 · · · 1

x− a0 x− a1 · · · x− an
... ... . . . ...

(x− a0)
n (x− a1)

n · · · (x− an)
n




λ0

λ1

...

λn

 =


0

0
...

0

 .

由 a0, a1, · · · , an 两两不同及 Vandermonde 方阵性质得 λ0 = λ1 = · · · = λn = 0. 故 S 线性无

关.

习题 8.2.3 (1) 判断以下 R 上的线性空间 C[0, 2π] 的子集 S 是否是线性相关的:

S = {sin(nx) | n ∈ N∗}.

解 线性无关. 对任意 n ∈ N∗, 设 f(x) = λ1 sin(x) + · · · + λ2n sin(2nx) 为零函数, 对其求第

0, 2, · · · , 4n− 2 阶导数得到
1 1 · · · 1

1 4 · · · 4n2

... ... . . . ...

1 42n−1 · · · (4n2)2n−1




λ1 sin(x)

λ2 sin(2x)
...

λ2n sin(2nx)

 =


0

0
...

0

 .
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由 Vandermonde 方阵性质得 λ1 sin(x) = · · · = λ2n sin(2nx) = 0, 从而 λ1 = · · · = λ2n = 0. 由

n 的任意性知 S 线性无关.

习题 8.2.3 (3) 判断以下 R 上的线性空间 C[0, 2π] 的子集 S 是否是线性相关的:

S = {sin(mx) cos(nx) | m,n ∈ N∗}.

解 线性相关.由 cos(3x)+cosx = 2 cos(2x) cosx得 sinx cos(3x)+sinx cosx = sin(2x) cos(2x).

习题 8.2.3 (4) 判断以下 R 上的线性空间 C[0, 2π] 的子集 S 是否是线性相关的:

S = {sinm x cosn x | m,n ∈ N∗}.

解 线性相关.sinx cosx = sinx cosx
(
sin2 x+ cos2 x

)
= sin3 x cosx+ sinx cos3 x.

习题 8.2.7 设线性空间 V 中的向量组 α1, α2, · · · , αn 满足每个 αk 都不是 α1, α2, · · · , αk−1

的线性组合, k = 1, 2, · · · , n. 证明: α1, α2, · · · , αn 是线性无关的.

证明 设 λ1α1 + λ2α2 + · · · + λnαn = 0. 若 λn 6= 0, 则 αn 可由 α1, · · · , αn−1 线性表出, 与题

设矛盾, 故 λn = 0. 依此类推可得 λn = λn−1 = · · · = λ1 = 0(需注意题设中 k = 1 的情形蕴

含着 α1 6= 0), 即 α1, α2, · · · , αn 是线性无关的.

习题 8.2.9 设线性空间 V 的子集 S1 = {α1, α2, · · · , αn}, S2 = {α1 + α2, α2 + α3, · · · , αn−1 +

αn, αn + α1}. 证明或否定:

(1) 若 S1 是线性相关的, 则 S2 是线性相关的.

(2) 若 S1 是线性无关的, 则 S2 是线性无关的.

解 (1) 正确. 设 T1 为 S1 的极大线性无关组, 则 |T1| < n. 因为 S2 ⊂ Span(S1) ⊂ Span(T1),

若 S2 线性无关, 由 Steinitz 替换定理知 |S2| ⩽ |T1| < n, 矛盾. 故 S2 线性相关.

(2) 当 n 为奇数时正确, 当 n 为偶数时错误.

¬ 若 n 为奇数. 设 λ1(α1 +α2) + λ2(α2 +α3) + · · ·+ λn−1(αn−1 +αn) + λn(αn +α1) = 0,

则合并同类项后 (λn + λ1)α1 + (λ1 + λ2)α2 + · · ·+ (λn−1 + λn)αn = 0. 由 S1 线性无关可知
1 1

1 1
. . . . . .

1 1


︸ ︷︷ ︸

记为 A ∈ Fn×n


λ1

λ2

...

λn

 =


0

0
...

0

 .
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因为 det(A) = 1 + (−1)n−1 = 2 6= 0, 所以 A 可逆, 上述方程组只有零解 λ1 = · · · = λn = 0.

故 S2 线性无关.

 若 n 为偶数. 由 [(α1 + α2)− (α2 + α3)] + · · · + [(αn−1 + αn)− (αn + α1)] = 0 知 S2

线性相关.

习题 8.3.1 设 T ⊂ S ⊂ V 满足 Span(T ) = Span(S), 并且不存在 T̂ ⊊ T 满足 Span
(
T̂
)
=

Span(S). 证明: T 是 S 的极大线性无关组.

证明 若 T 不是 S 的极大线性无关组, 则由 S ⊂ Span(S) = Span(T )及定理 8.9知 T 线性相

关.设 T̂ 是 T 的一个极大线性无关组,则 T̂ ⊊ T .由 T ⊂ Span
(
T̂
)
知 Span(S) = Span(T ) ⊂

Span
(
T̂
)
, 而 T̂ ⊂ S, 故 Span

(
T̂
)
= Span(S), 这与题设矛盾. 故 T 是 S 的极大线性无关

组.

习题 8.3.5 (1) 证明: 若 Span(S1) = Span(S2), 则 rank(S1) = rank(S2).

证明 设 Si 的极大线性无关组为 Ti (i = 1, 2). 由 Si ⊂ Span(Ti) 得 Span(Si) ⊂ Span(Ti),

再由定理 8.9 知 Ti 是 Span(Si) 的极大线性无关组, 从而 rank(S1) = rank(Span(S1)) =

rank(Span(S2)) = rank(S2).

习题 8.3.5 (2) 证明: 若 S1 ⊂ S2 且 rank(S1) = rank(S2) < ∞, 则 Span(S1) = Span(S2).

证明 设 α1, · · · , αr 与 β1, · · · , βr 分别是 S1 与 S2 的极大线性无关组. 由 S1 ⊂ S2 知

α1, · · · , αr 可由 β1, · · · , βr 线性表出, 由 Steinitz 替换定理知 α1, · · · , αr 与 β1, · · · , βr 等

价, 故 Span(S1) = Span(S2).

习题 8.3.5 (3) 举例: S1 ⊂ S2 且 rank(S1) = rank(S2), 但 Span(S1) 6= Span(S2).

解 S1 = {e2, · · · , en, · · · }, S2 = {e1, · · · , en, · · · }.

习题 8.3.7 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, rank(AB) = rank(A). 证明:

(1) 存在 X ∈ Fp×n, 使得 ABX = A.

(2) 对于任意 Y ∈ Fq×m, 都有 rank(Y AB) = rank(Y A).

证明 (1) 设 T1, T2 分别为 A,AB 的列向量组的极大线性无关组, 则由矩阵乘法意义可知 T2

可由 T1 线性表出, 由 rank(AB) = rank(A) 可知 |T2| = |T1|, 因此由 Steinitz 替换定理得

T1 与 T2 等价, 从而 A 的列向量组可由 AB 的列向量组线性表出, 即存在 X ∈ Fm×n, 使得

ABX = A.
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(2) 由 (1) 知 A 与 AB 的列向量组等价, 而矩阵 Y 左乘的作用是行变换, 因此作用后

Y A 与 Y AB 的列向量组仍然等价, 可相互线性表出, 即 rank(Y AB) = rank(Y A).

习题 8.3.9 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fm×p, rank(A,B) = rank(A). 证明: 存在 X ∈ Fn×p, 使得

AX = B.

证明 设 T1, T2分别为 A,
(
A B

)
的列向量组的极大线性无关组,则由 rank(A,B) = rank(A)

知 |T1| = |T2|. 又 T1 可由 T2 线性表出, 由 Steinitz 替换定理知 T1 与 T2 等价, 从而 A 与(
A B

)
的列向量组可相互线性表出, 即存在 X ∈ Fn×p, 使得 AX = B.

习题 8.3.10 设 M =

A B

C D

 ∈ Fm×n, A ∈ Fp×q. 证明: rank(M) ⩾ rank(A), 等号成立的

充分必要条件是存在 X ∈ Fq×(n−q) 和 Y ∈ F(m−p)×p, 使得 B = AX, C = Y A, D = Y AX.

证明 两次运用例 (8.12) 可得 rank(M) ⩾ rank
(
A B

)
⩾ rank(A).

⇒: 两次运用习题 8.3.9 结论: 由 rank(M) = rank
(
A B

)
知, 存在 Y ∈ F(m−p)×p 使得

Y
(
A B

)
=
(
C D

)
; 由 rank

(
A B

)
= rank(A) 知, 存在 X ∈ Fq×(n−q), 使得 B = AX. 综

合即得 B = AX,C = Y A,D = Y AX.

⇐: 由初等变换, rank

 A AX

Y A Y AX

 = rank(A).

习题 8.3.11 设 A,B ∈ Fm×n.证明: | rank(A)−rank(B)| ⩽ rank(A+B) ⩽ rank(A)+rank(B).

证明 ¬ 先证右半不等式.设 A,B的列向量组的极大线性无关组分别为 T1, T2,则由 A+B的

列向量组 ⊂ Span(T1∪T2)得 rank(A+B) ⩽ rank(T1∪T2) ⩽ |T1|+ |T2| = rank(A)+ rank(B).

 由¬, rank(A) = rank((A + B) + (−B)) ⩽ rank(A + B) + rank(−B), 即 rank(A) −

rank(B) ⩽ rank(A+B), 再将 A,B 互换即得左半不等式.

习题 8.4.7 作为有理数域 Q 上的线性空间, 实数域 R 与复数域 C 是否同构？

证明 同构. 我们证明更一般的结论: R 与 Rn 作为 Q 上的线性空间同构.

¬ 先证明 R是 Q上的不可数无穷维线性空间.用反证法, 若 R作为 Q上的线性空间维

数至多可数, 设 r1, r2, r3, · · · 是其一组 Hamel 基, 则由任意 r ∈ R 可由 r1, r2, r3, · · · 有限线

性表出知 |R| ⩽
∣∣QN∣∣. 又由对角线方法可知 QN 可数, 但这与 R 不可数矛盾.

 由¬, 设 rλ (λ ∈ I) 是 R 在 Q 上的一组基, 其中指标集 I 不可数. 则
n⋃

i=1

{rλei | λ ∈ I}

是 Rn在 Q上的一组基.由 |R| =
∣∣RN∣∣(可参见习题 8.4.8证明 1中的 ¯)得 |Rn| ⩽

∣∣RN∣∣ = |R|,
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而 |R| ⩽ |Rn|, 由 Cantor–Schröder–Bernstein 定理就得到 |R| = |Rn|. 于是 ℵ0 < dimQ (Rn) ⩽
|Rn| = |R| = ℵ1.由连续统假设, dimQ (Rn) = ℵ1 = dimQ(R).由定理 8.12, R与 Rn 作为 Q上

的线性空间同构.

习题 8.4.8 作为 R 上的线性空间, 实系数幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的全体 RJxK 与实系数多项式的

全体 R[x] 是否同构？

证明 1 不同构. 我们证明 dim(RJxK) = ℵ1, 而 dim(R[x]) = ℵ0.

¬ 先证明 NN 与区间 (0, 1] 等势. 我们对 (0, 1] 中的每一个实数采用二进制表示, 并处理

为只有有限个 0 的形式 (如 1

2
用 0.01̇ 表示). 在这种约定下, (0, 1] 中的实数的数位 1 都仅在

小数点后出现.

• 对任意的 x ∈ (0, 1], 通过以下方法映射到 x ∈ NN: 将 x 从左至右第一个数位 1 与小

数点间相隔的位数作为 x 的第一个分量, 然后依次将 x 的下一个 1 与上一个 1 间相隔的位

数作为 x 的下一个分量. 例如: x = 0.100101 · · · 对应 x = (0, 2, 1, · · · ).

• 容易看出, 上面定义的映射反过来也能将任意 x ∈ NN 唯一地对应于 x ∈ (0, 1]. 例如:

x = (2, 0, 2, 3, · · · ) 对应 x = 0.00110010001 · · · .

于是我们证明了 NN 与区间 (0, 1] 等势.

 由 ¬ 及熟知的 (0, 1] 与 R 等势, 就得到 NN 与 R 等势.

® 再证明 RN与 NN等势.对任意 (x1, x2, x3, · · · ) ∈ RN,由可将每个 xi (i = 1, 2, 3, · · · )

与 xi = (xi1, xi2, xi3, · · · ) ∈ NN 一一对应. 再将每个 xi 的分量按行排列, 利用对角线方法从

左上角开始沿各对角线逐个 “列举”. 这样就得到 RN 与 NN 之间的双射.

¯ 结合  ® 就得到 RN 与 R 等势. 故 dim(RJxK) ⩽ |RJxK| = ∣∣RN∣∣ = |R| = ℵ1.

° 记 αλ :=
∞∑
n=0

(λx)n. 我们断言 {αλ | λ ∈ (0, 1)} ⊂ RJxK 线性无关. 否则, 则存在 0 <

λ1 < · · · < λn < 1 与不全为 0 的 µ1, · · · , µn ∈ R, 使得 µ1αλ1 + · · · + µnαλn = 0. 注意到

由 λi ∈ (0, 1) 可知 αλi
=

1

1− λix
, 因而

µ1

1− λ1x
+ · · · + µn

1− λnx
= 0. 不妨设 µ1 6= 0, 则令

x → 1

λ1

可得 LHS → ∞, 与 RHS 恒为 0 矛盾. 故 {αλ | λ ∈ (0, 1)} 线性无关.

± 由 ° 可知 dim(RJxK) ⩾ ♯ {αλ | λ ∈ (0, 1)} = |R| = ℵ1.

² 结合 ¯ ± 即得 dim(RJxK) = ℵ1. 由 1, x, x2, · · · 是 R[x] 的一组基知 dim(R[x]) = ℵ0.

根据定理 8.12, 从 dim(RJxK) 6= dim(R[x]) 得 RJxK 与 R[x] 不同构.

证明 2 不同构. 用反证法. 已知 1, x, x2, · · · 是 R[x] 的一组基, 若 R[x] 与 RJxK 同构, 则

https://en.wikipedia.org/wiki/Schröder–Bernstein_theorem
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RJxK 的基也可数, 不妨设为 t1 =
∞∑
n=0

a1nx
n, t2 =

∞∑
n=0

a2nx
n, · · · . 可以构造幂级数

∞∑
n=0

bnx
n,

使得 b0 + b1x 不能由 a10 + a11x 线性表出, b0 + b1x + b2x
2 不能由 a10 + a11x + a12x

2 与

b10 + b11x + b12x
2 线性表出, · · · ,

n∑
k=0

bkx
k 不能由

n∑
k=0

aikx
k (i = 1, · · · , n) 线性表出. 由于

t1, t2, · · · 是 RJxK 的一组基, 可设 N 是

∞∑
n=0

bnx
n 的坐标中最大非 0 分量对应的基的下标. 则

由前述构造可知, 当 n ⩾ N 时,
∞∑
n=0

bnx
n 不能由 t1, t2, · · · , tN 线性表出, 矛盾.

习题 8.4.9 设 V 是 Fn×n 的子空间, dimV ⩾ kn + 1, |F| > n. 证明: 存在 A ∈ V , 使得

rank(A) ⩾ k + 1.

证明 先证明一个引理.

引理 设

A1 A2

A3 A4

 ∈ Fn×n, A1 ∈ Fr×r 满足 rank

λIr + A1 A2

A3 A4

 ⩽ r, ∀λ ∈ F. 若 |F| > r,

则 A4 = O.

【引理的证明: 假设 A4 6= O, 则 A4 有 s ⩾ 1 阶可逆子矩阵 B4. 设 B =

A1 B2

B3 B4

 是 A 的

r + s 阶子矩阵. 设

f(x) = det

xIr + A1 B2

B3 B4

 Schur 公式
========
例 (2.19)

det(B4) det
(
xIr + A1 − B2B

−1
4 B3

)
.

由于 deg(f) = r, |F| > r, 故存在 λ ∈ F 使得 f(λ) 6= 0, 与 rank

λIr + A1 A2

A3 A4

 ⩽ r 矛盾.】

对 k 归纳. 当 k = 1 时结论显然成立.

设结论对 k − 1 (k ⩾ 1) 成立, dimV ⩾ kn+ 1, 则 m := max
A∈V

rank(A) ⩾ k. 若 m = k + 1

则结论已经成立. 下设 m = k, 任取 1 ⩽ i ⩽ n.

设 Ui = {A ∈ V | Aei = 0}, 则 dimUi ⩾ (k − 1)n + 1. 由归纳假设, 存在 Bi ∈ Ui

使得 rank(Bi) = k. 设 Bi = Pi

Ik

O

Qi, 其中 Pi, Qi ∈ Fn×n 可逆. 由 Biei = 0 即Ik

O

Qiei = 0得 Qiei ∈ Span(ek+1, · · · , en).对任意 A ∈ V , rank(A+λBi) ⩽ k, ∀λ ∈ F.

设 A = Pi

A1 A2

A3 A4

Qi,其中 A1 ∈ Fk×k.由引理, A4 = O,从而 Aei ∈ Span(Pie1, · · · , Piek).

令 i 取遍 1, · · · , n 就得到 dimV ⩽ kn, 与假设矛盾.
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习题 8.4.10 设 Fn×n 的子空间 V 中任意两个方阵乘积可交换. 证明: dimV ⩽ n2

4
+ 1.

证明 由两两乘积可交换, 存在 F 的扩域 K 上可逆方阵 P 使得对任意 X ∈ V , P−1XP 都是

上三角方阵 (习题 5.2.10 (3)). 故不妨设 V 中方阵都是上三角方阵.

对 n 归纳. 当 n = 1 时结论成立.

设结论对 n− 1 成立. 设 V1 是 V 中形如 A =


a1 a2 · · · an

0 · · · 0
. . . ...

0

 的方阵构成的子空间,

V2 是 V 中形如 B =


0 · · · 0 b1

. . . ... ...

0 bn−1

bn

 的方阵构成的子空间. 根据归纳假设,

dimV ⩽ dimVi +

õ
(n− 1)2

4

û
+ 1, i = 1, 2.

由 AB = BA = O, 得 dimV1 + dimV2 ⩽ n. 因此,

dimV ⩽
⌊n
2

⌋
+

õ
(n− 1)2

4

û
+ 1 ⩽

õ
n2 + 1

4

û
+ 1 ⩽ n2

4
+ 1.

归纳即得结论成立.

习题 8.5.3 分别求 V1 ∩ V2 和 V1 + V2 的基, 其中 V1, V2 分别是

(1) {cosn x | n ∈ N∗} 和 {sinn x | n ∈ N∗} 生成的 C[0, 2π] 的子空间.

(2) {cos(nx) | n ∈ N∗} 和 {sin(nx) | n ∈ N∗} 生成的 C[0, 2π] 的子空间.

解 (1) ¬ 对任意 λ1 cosx+ λ2 cos2 x+ · · ·+ λn cosn x = µ1 sinx+ µ2 sin2 x+ · · ·+ µn sinn x ∈

V1 ∩ V2, 在 x ∈
[
0,

π

2

]
上用

√
1− sin2 x 代替 cosx 并将 sinx 看成新的变元, 从而等号

两边都必须是 sinx 的多项式, 因此 λ1 = λ3 = · · · = λ2k+1 = · · · = 0. 故将该交空间中

元素记为 λ2 cos2 x + λ4 cos4 x + · · · + λ2k cos2k x. 代入 x = 0 得到 λ2 + λ4 + · · · + λ2k =

µ1 sin 0 + µ2 sin 0 + · · ·+ µn sin 0 = 0. 于是又可将该元素记为

λ4

(
cos4 x− cos2 x

)
+ λ6

(
cos6 x− cos2 x

)
+ · · ·+ λ2k

(
cos2k x− cos2 x

)
.

对任意 k ⩾ 2, cos2k x− cos2 x =
(
1− sin2 x

)k − 1 + sin2 x ∈ V1 ∩ V2, 又由次数可知 cos2k x−

cos2 x (k = 2, 3, 4 · · · ) 线性无关, 故它们是 V1 ∩ V2 的基.
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 1, cosx, cos2 x, cos3 x, · · · , sinx, sin3 x, sin5 x, · · · 是 V1 + V2 的基. 容易看出 cosx 与

sinx 的正整数幂次都可由它们生成. 下证它们线性无关: 若不然, 存在非零多项式 f 与 g 使

得 f(cosx) = g(cosx) sinx. 在 x ∈
[
0,

π

2

]
上用

√
1− cos2 x 代替 sinx 并将 cosx 看成新的变

元, 于是推出 f = g = 0, 矛盾.

(2) ¬ 对 m,n ∈ N∗,
∫ 2π

0

sin(mx) cos(nx) dx =
1

2

∫ 2π

0

[sin(m+ n)x+ sin(m− n)x] dx =

0. 设 f(x) =
n∑

k=0

λk sin(mkx) =
n∑

k=0

µk cos(nkx) ∈ V1 ∩ V2, 其中 mk, nk ∈ N∗. 则

∫ 2π

0

f 2(x) dx =

∫ 2π

0

(
n∑

k=0

λk sin(mkx)

)(
n∑

k=0

µk cos(nkx)

)
dx = 0 =⇒ f = 0.

故 V1 ∩ V2 = {0}, ∅ 是其基.

 由习题 8.2.3 (1) (2) 知 {sin(nx) | n ∈ N∗} 与 {cos(nx) | n ∈ N∗} 作为 C[0, 2π] 的子集

都线性无关, 再结合 ¬ 可知 {sin(nx) | n ∈ N∗} ∪ {cos(nx) | n ∈ N∗} 是 V1 + V2 的基.

习题 8.5.4 设A =

 In−1

0

, V1 = {X ∈ Rn×n | AX = XA}, V2 =
{
X ∈ Rn×n | ATX = XAT}.

证明: V1, V2 都是 Rn×n 的子空间. 并分别求 V1, V2, V1 ∩ V2, V1 + V2 的维数.

证明 注意到 AX 对 X 的作用是每行向上移一行而尾行清零, XA 对 X 的作用是每列向

右移一行而首列清零. 由此可知 (2, 1), (3, 1), · · · , (n, 1) 位置元素所在对角线全为 0, 而其余

每条对角线上元素相同. 故 dim(V1) = n. 又由 ATX = XAT ⇐⇒ XTA = AXT 可知

dim(V2) = dim(V1) = n. 因为 V1 ∩ V2 = {λI | λ ∈ R}, 所以 dim(V1 ∩ V2) = 1. 由维数定理,

dim(V1 + V2) = dim(V1) + dim(V2)− dim(V1 ∩ V2) = 2n− 1.

习题 8.5.6 设 V1, V2 都是线性空间 V 的子空间. 证明: 若 V1 ∪ V2 = V1 + V2, 则 V1 ⊂ V2 或

V2 ⊂ V1.

证明 若 V1 ∪ V2 = V1 + V2 且 V1 6⊂ V2, 则存在 α ∈ V1\V2. 对任意 β ∈ V2, 因为 α + β ∈

V1 + V2 = V1 ∪ V2, 所以 α + β ∈ V1 或 α + β ∈ V2. 若 α + β ∈ V2, 则 α = (α + β)− β ∈ V2,

矛盾. 故 α + β ∈ V1. 从而 β = (α + β)− α ∈ V1, 由 β 的任意性知 V2 ⊂ V1.

习题 8.5.7 (3) 设 V1, V2,W 都是线性空间 V 的子空间. 证明:

(V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) = ((V1 ∩W ) + V2) ∩W = (V1 + (V2 ∩W )) ∩W .

证明 先给出和空间的等价定义.

引理 V1 + V2 = {v1 + v2 | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2}.
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由此引理, (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ) = {α + β | α ∈ V1 ∩W,β ∈ V2 ∩W}. 对 α ∈ V1 ∩W 与

β ∈ V2∩W ,有 α+β ∈ (V1∩W )+V2,而 α, β ∈ W =⇒ α+β ∈ W .故 (V1∩W )+(V2∩W ) ⊂

((V1 ∩W ) + V2) ∩W . 反过来, 对任意 v ∈ ((V1 ∩W ) + V2) ∩W , 由 v ∈ (V1 ∩W ) + V2 可知

v = α + β, 其中 α ∈ V1 ∩W , β ∈ V2. 由 v, α ∈ W 得 β = v − α ∈ W , 于是 β ∈ V2 ∩W . 故

((V1 ∩W ) + V2) ∩W ⊂ (V1 ∩W ) + (V2 ∩W ). 综上可得第一个等号, 第二个等号同理.

习题 8.5.8 (3) 设 V1, V2,W 都是线性空间 V 的子空间. 证明:

((V1 +W ) ∩ V2) +W = (V1 ∩ (V2 +W )) +W = (V1 +W ) ∩ (V2 +W ).

证明 由习题 8.5.7 (3) 证明中的引理 (和空间的等价定义) 易得 W = W ∩ (V2 +W ). 利用习

题 8.5.7 (3) 第一式与第三式相等可得

(V1 +W ) ∩ (V2 +W ) = (V1 + (W ∩ (V2 +W ))) ∩ (V2 +W )

= (V1 + (W ∩ (V2 +W ))) ∩ (V2 +W )

= (V1 ∩ (V2 +W )) + (W ∩ (V2 +W ))

= (V1 ∩ (V2 +W )) +W.

这就证明了第二个等号, 第一个等号同理.

习题 8.5.9 设 V1, V2, V3 都是线性空间 V 的有限维子空间.

(1) 举例: dim(V1 + V2 + V3) 6= dimV1 + dimV2 + dimV3 − dimV1 ∩ V2 − dimV1 ∩ V3 −

dimV2 ∩ V3 + dimV1 ∩ V2 ∩ V3.

(2) 推广定理 8.15, 给出 dim(V1 + V2 + V3) 的正确公式.

解 (1) V = R2, V1 = Span((1, 0)), V2 = Span((0, 1)), V3 = Span((1, 1)). 则 V1 + V2 + V3 = V ,

而 V1 ∩ V2 = V1 ∩ V3 = V2 ∩ V3 = V1 ∩ V2 ∩ V3 = 0. 代入维数验证可知等式不成立.

(2) 运用两个子空间的维数定理进行归纳, 可得 s 个子空间的维数定理:
s∑

i=1

dim(Vi) = dim
(

s∑
i=1

Vi

)
+ dim(V2 ∩ V1) + dim

(
V3 ∩

2∑
i=1

Vi

)
+ · · ·+ dim

(
Vs ∩

s−1∑
i=1

Vi

)
.

习题 8.6.3 (1) 设 A ∈ Rm×n, Rn 的子空间 V1 由 A的行向量生成, V2 是线性方程组 Ax = 0

的解空间. 证明: Rn = V1

⊕
V2.

证明 由定理 4.8(2), dim(V2) = n − rank(A) = n − dim(V1), 而由矩阵乘法可知 V1 ∩ V2 ={
α ∈ Rn×1 | αTα = 0

}
= {0}, 故由定理 8.17 知 V1 + V2 是直和. 又由维数定理知 dim(V1 +

V2) = dim(V1) + dim(V2)− dim(V1 ∩ V2) = n, 故 V1

⊕
V2 = V1 + V2 = Rn.
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习题 8.6.4 证明:
k∑

i=1

Vi 是直和的充分必要条件是

(
i−1∑
j=1

Vj

)
∩ Vi = {0}, ∀i.

证明 利用定理 8.17 及多个子空间的维数定理 (参见习题 8.5.9 (2)) 有
k∑

i=1

Vi是直和 ⇐⇒ dim
(

k∑
i=1

Vi

)
=

k∑
i=1

dim(Vi)

⇐⇒ dim
(
Vi ∩

i−1∑
j=1

Vj

)
= 0, ∀i

⇐⇒ Vi ∩
i−1∑
j=1

Vj = {0}, ∀i.

习题 8.6.6 求实线性空间 V = {f ∈ R[x] | f(1) = 0} 的子空间 U = {f ∈ V | f(−1) = 0} 的

一个补空间.

解 任意满足 f(1) = 0 的 f ∈ R[x] 可表成

f(x) = (x− 1)
n∑

k=0

ak(x+ 1)k = a0(x− 1) + (x− 1)
n∑

k=1

ak(x+ 1)k

的形式, 且右式写法唯一. 因此 W = {k(x− 1) | k ∈ R} 是 U 的一个补空间.

习题 8.6.9 (2)(3) 设 Ai ∈ Rn×n, Ui 是 Ai 的行向量生成的 Rn 的子空间, Wi 是线性方程组

Aix = 0 在 Rn 中的解空间, i = 1, 2.

(2) U1 ∩ U2 是否一定是 W1 +W2 的补空间？

(3) U1 + U2 是否一定是 W1 ∩W2 的补空间？

解 (2) 是. 将对第 (2) 问的证明建立在第 (3) 问的基础上. 同习题 8.6.3 (1) 可知 (U1 ∩ U2) ∩

(W1+W2) = {0}.为证 Rn = (U1∩U2)
⊕

(W1+W2),只需证 dim((U1∩U2)+(W1+W2)) = n,

也即证 dim(U1 ∩ U2) + dim(W1 +W2) = n. 由维数定理,

dim(U1 + U2) = dim(U1) + dim(U2)− dim(U1 ∩ U2), (1)

dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2). (2)

由第 (3) 问结论,

dim(U1 + U2) + dim(W1 ∩W2) = n. (3)

由 (1)+(2)−(3) 并移项得

dim(W1 +W2) + dim(U1 ∩ U2) + n = dim(U1) + dim(U2) + dim(W1) + dim(W2). (4)
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而由定理 4.8(2) 知

dim(U1) + dim(W1) = n, (5)

dim(U2) + dim(W2) = n, (6)

将 (5)(6) 两式代入 (4) 中即得 dim(U1 ∩ U2) + dim(W1 +W2) = n.

(3) 是. 一方面, W1 ∩W2 中的向量与 U1, U2 中向量均正交, 从而也与 U1 + U2 中向量正

交; 另一方面, 与 U1 + U2 中任意向量均正交的向量自然也与 U1, U2 中向量均正交, 从而是

W1 ∩W2 中元素. 设 α1, · · · ,αr ∈ Rn 是 W1 ∩W2 的基, 取 A =


α1

...

αr

O

 ∈ Rn×n, 则 W1 ∩W2

是 A 的行向量生成的 Rn 的子空间, U1 + U2 是线性方程组 Ax = 0 在 Rn 中的解空间. 同习

题 8.6.3 (1) 可知, Rn = (W1 ∩W2)
⊕

(U1 + U2).

习题 8.7.3 设 U,W 都是线性空间 V 的子空间. 证明: (U +W )/W 与 U/(U ∩W ) 同构.

证明 先证明线性空间的任意子空间都有补空间.

引理 (1) 设 V 是非零线性空间. 若 I ⊂ S ⊂ V 满足 I 线性无关、Span(S) = V , 则存在 V

的基 B 满足 I ⊂ B ⊂ S.

【引理 (1) 的证明: 在集合

X =
{
A | I ⊂ A ⊂ S且 A 是线性无关的

}
上定义偏序 A ≺ B ⇐⇒ A ⊂ B. 若 Y = {Ik | k ∈ K} 是 X 中的一个链 (全序子集), 则并集

U =
⋃
k∈K

Ik 线性无关且满足 I ⊂ U ⊂ S, 从而 U ∈ X, 即 X 中任意链都有在 X 中的上界. 根

据 Zorn 引理, 存在 X 关于偏序 ≺ 的一个极大元素 B. 若存在 s ∈ S 不能被 B 中向量线性

表出, 则 B ∪ {s} ⊂ S 线性无关, 与 B 是 X 中极大元矛盾, 因此 B 是 V 的基.】

引理 (2) 线性空间的任意子空间都有补空间.

【引理 (2) 的证明: 设 W 是线性空间 V 的子空间. 由引理 (1), 存在 W 的基 B0 与 V 的基

B ⊃ B0. 因此 V = Span(B0)
⊕

Span(B\B0) = W
⊕

Span(B\B0).】

由引理 (2) 可设 U = (U ∩W )
⊕

A, W = (U ∩W )
⊕

B, 则 U/(U ∩W ) ∼= A, 从而只

需证 A
⊕

W = U +W . 由 A ∩W 为零空间知 A+W 是直和. 设 T1 是 U ∩W 的基, T2 是

A 的基, T3 是 B 的基, 则 A
⊕

W = Span(T1 ∪ T2 ∪ T3) = U +W .
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习题 8.7.4 设 V 是 Rn 的 r 维子空间, r < n. 证明: 存在 A ∈ R(n−r)×n 使得 V = {x ∈ Rn |

Ax = 0}.

证明 设 α1, · · · ,αr ∈ Rn 是 V 的基, 构造 B =


α1

...

αr

 ∈ Rr×n. 设 U 是线性方程组 Bx = 0

的解空间, 则由习题 8.6.3 (1) 可知 Rn = V
⊕

U , dim(U) = n − dim(V ) = n − r. 设

β1, · · · ,βn−r 是 U 的基, 取 A =


β1

...

βn−r

 ∈ R(n−r)×n, 则线性方程组 Ax = 0 的解空间维数

为 r, 而 α1, · · · ,αr 均为该解空间中元素, 故 V = {x ∈ Rn | Ax = 0}.

习题 8.7.5 旧 设 A ∈ Fm×n, U 是 A的行向量生成的 Fn 的子空间, W = {x ∈ Fn | Ax = 0}.

构造 Fn/W → U 的同构映射.

解 设A = P

Ir O

O O

Q,其中 P ∈ Fm×m, Q ∈ Fn×n可逆.又设Q =


α1

...

αn

 =
(
β1 · · · βn

)
.

注意到 A 的行空间即

Ir O

O O

Q =


α1

...

αr

O

 的行空间, 故 U = Span (α1, · · · ,αr). 由

Ax = 0 ⇐⇒

Ir O

O O

Qx = 0 ⇐⇒ Qx的前 r个分量均为 0知W = Span (βr+1, · · · ,βn).

设 V = Span (β1, · · · ,βr), 则 Fn = V
⊕

W . 于是任意 γ ∈ Fn 可唯一表成 γ = v +w 的形

式, 其中 v ∈ V , w ∈ W . 由此可知映射

ρ : Fn/W → U,

[
r∑

i=1

λiβi

]
7→

r∑
i=1

λiαi

是良定的双射. 易见 ρ 保加法及数乘运算, 故 ρ 是 Fn/W → U 的同构映射.

习题 8.7.7 设 I 是指标集合, Vi 是线性空间 V 的子空间, Wi 是 Vi 的子空间, ∀i ∈ I. 若

U =
⊕
i∈I

Vi, W =
⊕
i∈I

Wi, 则 U/W 与
∏
i∈I

(Vi/Wi) 是否一定同构？

解 不一定. 反例如下: 取 I = N, Vi =
{
axi | a ∈ R

}
, Wi = {0}, 则 U = R[x], W 是零空间.

由
∏
i∈I

(Vi/Wi) =
∏
i∈I

Vi 与 RJxK 同构知它与 U/W 不同构.
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习题 9.1.7 (3) 求满足 A(XY ) = A(Y X) 的所有线性变换 A ∈ L(Fn×n).

解 以下默认 |F| > n. 由习题 5.1.8 (2), 若非纯量方阵 M ∈ Fn×n 满足 tr(M) = 0, 则存在可

逆方阵 X,Y ∈ Fn×n, 使得 M = XY − Y X, 因此有 A(M) = A(XY − Y X) = O. 对任意满

足将迹为 0 的矩阵映为零矩阵的线性变换, 都有

A(M1 +M2) = tr(M1)A(In) + tr(M2)A(In) = A(M1) +A(M2), ∀M1,M2 ∈ Fn×n,

A(λM) = tr(λM)A(In) = λ tr(M)A(In) = λA(M), ∀M ∈ Fn×n, λ ∈ F.

故所有将迹为 0 的矩阵映为零矩阵的线性变换即为所求.

习题 9.2.5 设 V = Fn×n, A ∈ L(V ) : X 7→ aX + bXT, a, b ∈ F.

(1) 若 A 可逆, a, b 应满足的充分必要条件是什么？

(2) 求 A 的最小多项式.

解 (1) 设 A ∈ Fn2×n2

是 A 在 Fn×n 的标准基下的矩阵表示, 则 A 的主对角线上有 n 个

a+ b(其余元素为 0), 这 n 个元素所在行、列其他元素均为 0. 其余 n2 − n 列可两两配对, 使

得每组的两个列向量在相同两行处为 (a, b)与 (b, a),而这两行的其他元素均为 0.由定理 9.7,

A 可逆 ⇐⇒ A 可逆 ⇐⇒

a+ b 6= 0

(a, b)与(b, a)线性无关

⇐⇒ a± b 6= 0.

(2) ¬ 若 b = 0, 则 A 的最小多项式为 x− a.

 若 b 6= 0, 则 A 的最小多项式次数至少为 2. 由 (A− aI)2 = b2I 知 A 的最小多项式

为 x2 − 2ax+ a2 − b2.

习题 9.2.6 设 V 是 F 上的有限维线性空间, A ∈ L(V ). 证明:

(1) 存在非零多项式 p(x) ∈ F[x], 使得 p(A) = O.

(2) A 是单射 ⇐⇒ A 是满射 ⇐⇒ A 可逆.

(3) 当 V 是无限维时, (1) 和 (2) 是否仍然成立？

证明 (1) 设 dim(V ) = n, 则 dim(L(V )) = n2. 由 I,A,A2, · · · ,An2

线性相关知存在 A 的化

零多项式 p(x).

(2) ¬ A 单射 =⇒ A 可逆: 设 α1, · · · , αn 是 V 的基, 若 Aα1, · · · ,Aαn 线性相关, 则

存在不全为 0 的 λ1, · · · , λn 使得 λ1Aα1 + · · ·+ λnAαn = 0, 从而 A(λ1α1 + · · ·+ λnαn) = 0,

由 A 是单射知 λ1α1 + · · · + λnαn = 0, 但这与 α1, · · · , αn 线性无关矛盾. 故 Aα1, · · · ,Aαn

线性无关. 由定理 9.1(6) 知 A 是满射, 从而可逆.
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 A 满射 =⇒ A 可逆: 由 A 是满射可设 Aα1, · · · ,Aαn 是 V 的基, 则由定理 9.1(4)

知 α1, · · · , αn 也是 V 的基. 若 A 不是单射, 则存在 0 6= v = µ1α1 + · · · + µnαn, 使得

A(v) = µ1Aα1 + · · ·+ µnAαn = 0, 于是 µ1 = · · · = µn = 0, 但这与 v 6= 0 矛盾.

(3) 不一定成立. 反例如下:

¬ 微分变换 D : F[x] → F[x], p(x) 7→ p′(x) 不存在化零多项式.

 线性变换M : F[x] → F[x], f(x) 7→ xf(x) 是单射, 但不是满射.

习题 9.2.8 (3)(4) 设 V = F[x], charF = 0, D : V → V, p(x) 7→ p′(x) 是微分变换, S : V →

V, p(x) 7→
∫ x

0

p(t) dt 是积分变换.

(3) 设A ∈ L(V )满足A ◦ D = D ◦ A.证明: 存在数列 {ak}k∈N,使得A(f) =

deg(f)∑
k=0

akDk(f).

(4) 设 A ∈ L(V ) 满足 A ◦ S = S ◦ A. 证明: 存在 p ∈ F[x], 使得 A = p(S).

证明 (3) 由D◦A(1) = A◦D(1) = A(0) = 0得A(1)为常数,记为 λ.由D◦A(x) = A◦D(x) =

A(1) = λ 得 A(x) = λx+ µ, 其中 µ ∈ F 为常数, 再由 charF = 0 知 µ = 0, A(x) = λx. 类似

可得 A(xk) = λxk (k ∈ N). 故 A = λI. 取 ak =

λ, k = 0,

0, k ∈ N∗
就有 A(f) =

deg(f)∑
k=0

akDk(f).

(4) 先取 p ∈ F[x] 使得 A(1) = p(S)(1). 对此 p, 有 A(xk) = A ◦ S(kxk−1) = kS ◦

A(xk−1) = · · · = k!Sk ◦ A(1) = k!Sk ◦ p(S)(1) = k!p(S) ◦ Sk(1) = p(S)(xk). 故此 p 即为所

求.

习题 9.3.2 设 S, T 都是 F 上的有限维线性空间 V 的基, P 是从 S 到 T 的过渡矩阵, S∗, T ∗

分别是 S, T 的对偶基. 求从 S∗ 到 T ∗ 的过渡矩阵.

解 设 S = {α1, · · · , αn}, T = {β1, · · · , βn}, 从 S∗ 到 T ∗ 的过渡矩阵为 Q. 则由(
β1 · · · βn

)
=
(
α1 · · · αn

)
P,

(
β∗
1 · · · β∗

n

)
=
(
α∗
1 · · · α∗

n

)
Q

可得

QT


α∗
1

...

α∗
n

(α1 · · · αn

)
P =


β∗
1

...

β∗
n

(β1 · · · βn

)
.

再由 α∗
i (αj) = δij = β∗

i (βj)可得
(
α∗
i (αj)

)
n×n

=
(
β∗
i (βj)

)
n×n

= I.于是上式化简为 QTP = I,

故从 S∗ 到 T ∗ 的过渡矩阵 Q = P−T.
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注 2.0.15 以上是形式上的矩阵写法, 本质上即多重求和.

习题 9.3.3 旧 设 V = R[x]. 对于任意 a ∈ R, 定义 πa ∈ V ∗ : f(x) 7→ f(a). 记 S = {πa | a ∈

R}. 证明: Span(S) 6= V ∗.

证明 考虑 π0 ◦ D ∈ V ∗ : f 7→ f ′(0). 若存在两两不同的 a1, · · · , an ∈ R 与 λ1, · · · , λn ∈ R,

使得 π0 ◦ D =
n∑

i=1

λiπai , 则对任意 p ∈ R[x], 都有
n∑

i=1

λip(ai) = p′(0). 依次取 p = x3k (k =

0, 1, · · · , n− 1), 得到
n∑

i=1

λia
3k
i = 0, 即



1 · · · 1

a31 · · · a3n

a61 · · · a6n
... . . . ...

a
3(n−1)
1 · · · a3(n−1)

n




λ1

...

λn

 =


0
...

0

 .

由 a31, · · · , a3n 两两不同, 利用 Vandermonde 方阵性质可得 λ1 = · · · = λn = 0. 但 π0 ◦ D 显然

不是零函数. 这说明 π0 ◦ D /∈ Span(S), 从而 Span(S) 6= V ∗.

习题 9.3.4 设 V 是 F 上的有限维线性空间, S = {e1, · · · , en} 是 V 的基, S∗ = {e∗1, · · · , e∗n}

是 S 的对偶基, A ∈ L(V ), A 是 A 在 S 下的矩阵表示.

(1) 设 α ∈ V , 定义 pα : V ∗ → F, f 7→ f(α). 证明: pα ∈ V ∗∗. 求 pα 在 (S∗, 1) 下的矩阵

表示.

(2) 定义自然映射 τ : α 7→ pα. 证明: τ ∈ L(V, V ∗∗) 并且 τ 是同构映射.

(3) 证明: tr(A) =
n∑

i=1

e∗i (Aei), 并且 tr(A) 与 S 的选取无关. 从而可以定义 tr(A) =

tr(A).

证明 (1) 对 pαi
: V ∗ → F, f 7→ f(αi) (i = 1, 2), 有

(pα1 + pα2)(f + g) = pα1(f + g) + pα2(f + g)

= (f + g)(α1) + (f + g)(α2)

= f(α1) + f(α2) + g(α1) + g(α2)

= (pα1 + pα2)(f) + (pα1 + pα2)(g), ∀f, g ∈ V ∗.

对任意 pα : V ∗ → F, f 7→ f(α), 有

pα(λf) = (λf)(α) = λf(α) = λpα(f), ∀λ ∈ F, ∀f ∈ V ∗.
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故 pα ∈ V ∗∗, 其在 (S∗, 1) 下的矩阵表示为
(
e∗1(α) · · · e∗n(α)

)
.

(2) 因为

τ(α + β) = pα+β = pα + pβ = τ(α) + τ(β), ∀α, β ∈ V,

τ(λα) = pλα = λpα = λτ(α), ∀λ ∈ F, ∀α ∈ V,

所以 τ ∈ L(V, V ∗∗). 对于 α = x1e1 + · · · + xnen, 其像 τ(α) = pα 在 (S∗, 1) 下的坐标为(
x1 · · · xn

)T
, 由此可见 τ 是双射, 从而是同构映射.

(3) 设 A = (aij)n×n, 则

n∑
i=1

e∗i (A(ei)) =
n∑

i=1

e∗i (Aei) =
n∑

i=1

e∗i (A 的第 i 列) =
n∑

i=1

aii = tr(A).

设 S̃ 是 V 的另一组基, Ã 是 A 在 S̃ 下的矩阵表示, 则由定理 9.3 可知 Ã 与 A 相似, 从而

tr
(
Ã
)
= tr(A), 即 tr(A) 与 S 的选取无关.

习题 9.3.5 对于下列线性变换 A ∈ L(V ), 求 trA, 其中 P,Q ∈ Fn×n 是给定的.

(1) V = Fn×n, A(X) = PXQ.

(2) V = {X ∈ Fn×n | tr(X) = 0}, A(X) = PXP−1.

(3) V =
{
X ∈ Fn×n | XT = X

}
, A(X) = PXPT.

(4) V =
{
X ∈ Fn×n | XT = −X

}
, A(X) = PXPT.

解 (1) 用 vec表示将矩阵列向量竖直叠放成新向量的算子.设 Q = (qij)n×n =
(
q1 · · · qn

)
,

X =
(
x1 · · · xn

)
, 则 PXQ 的第 k 列是

PXqk = P

n∑
i=1

qikxi =
(
q1kP · · · qnkP

)
vecX =

(
qT
k ⊗ P

)
vecX.

把这些向量竖直地叠放在一起, 就得到

vec(PXQ) =


qT
1 ⊗ P

...

qT
n ⊗ P

 vecX =
(
QT ⊗ P

)
vecX.

因此 A 在 E11, · · · , En1, · · · , E1n, · · · , Enn 下的矩阵表示为 QT ⊗ P . 由习题 9.3.4 (3) 知

tr(A) = tr
(
QT ⊗ P

)
= tr

(
QT) tr(P ) = tr(P ) tr(Q)(第二个等号由相似上三角化易得).
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(2) 选定 V 的基为 E11−Enn, E21, · · · , En1, E12, E22−Enn, · · · , En2, · · · , E1n, · · · , E1,n−1.

设 A 在这组基下的矩阵表示为 A ∈ F(n
2−1)×(n2−1). 结合第 (1) 问可注意到

A =
(
P−T)⊗ P的第 1, n+ 2, 2n+ 3, · · · , n2 列依次减去第 n2 列后

所得 n2 阶方阵的第 n2 − 1 个顺序主子矩阵.

若记 P−T ⊗ P 最后一列的第 1, n+ 2, 2n+ 3, · · · , n2 个元素为 a1, a2, a3, · · · , an, 则
n∑

i=1

ai = tr
(
PEnnP

−1
)
= tr(Enn) = 1.

因此

tr(A) = tr(A) = tr
(
P−T ⊗ P

)
−

n∑
i=1

ai = tr(P ) tr
(
P−1

)
− 1.

(3) 记 P = (pij)n×n, 取 V 的基 {Eii | 1 ⩽ i ⩽ n} ∪ {Eij + Eji | 1 ⩽ i < j ⩽ n}, 其对偶

基满足

E∗
ii(X) = tr (EiiX) , (Eij + Eji)

∗(X) = tr (EijX) .

因此,

tr(A) =
n∑

i=1

E∗
ii (AEii) +

∑
1⩽i<j⩽n

(Eij + Eji)
∗(A(Eij + Eji))

=
n∑

i=1

tr
(
EiiPEiiP

T)+ ∑
1⩽i<j⩽n

tr
(
EijP (Eij + Eji)P

T)
=

n∑
i=1

p2ii +
∑

1⩽i<j⩽n

(pjipij + pjjpii)

=
1

2

n∑
i,j=1

(pjipij + pjjpii)

=
tr (P 2) + (tr(P ))2

2
.

(4) 记 P = (pij)n×n, 取 V 的基 {Eij − Eji | 1 ⩽ i < j ⩽ n}, 其对偶基满足

(Eij − Eji)
∗(X) = −1

2
tr (EijX) .
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因此,
tr(A) =

∑
1⩽i<j⩽n

(Eij − Eji)
∗ (A(Eij − Eji))

= −1

2

∑
1⩽i<j⩽n

tr
(
EijP (Eij − Eji)P

T)
= −1

2

∑
1⩽i<j⩽n

(pjipij − pjjpii)

=
(tr(P ))2 − tr (P 2)

4
.

注 2.0.16 本题 (3)(4) 问均默认 charF 6= 2.

习题 9.3.6 设 V 是 F 上的线性空间, S 是 V 的任意非空子集.

Ann(S) = {f ∈ V ∗ | f(x) = 0, ∀x ∈ S}

称为 S 的零化子. 证明:

(1) Ann(S) 是 V ∗ 的子空间, 并且 Ann(S) = Ann(Span(S)).

(2) 当 V 是有限维时, dim Ann(S) = dimV − rank(S).

(3) 对于 V 的任意子空间 V1, V2, 有

Ann(V1 ∩ V2) = Ann(V1) + Ann(V2), Ann(V1 + V2) = Ann(V1) ∩ Ann(V2).

(4) 若 V = V1

⊕
V2, 则 V ∗ = Ann(V1)

⊕
Ann(V2).

证明 (1) 因为对任意 λ ∈ F 与 f, g ∈ Ann(S) 都有 f + g ∈ Ann(S), λf ∈ Ann(S), 所

以 Ann(S) ⩽ V ∗. 由定义知 Ann(Span(S)) ⊂ Ann(S). 又对任意 f ∈ Ann(S), 对任意 x =

λ1α1 + · · · + λkαk ∈ Span(S), 其中 λ1, · · · , λk ∈ F, α1, · · · , αk ∈ S, 都有 f(x) = λ1f(α1) +

· · · + λkf(αk) = 0, 即 f(x) = 0, ∀x ∈ Span(S). 故 Ann(S) ⊂ Ann(Span(S)), 从而 Ann(S) =

Ann(Span(S)).

(2) 法一 设 e1, · · · , en 是 V 的基, e∗1, · · · , e∗n 是其对偶基. 设 S 的极大线性无关组的坐

标为 α1, · · · ,αr, A =
(
α1 · · ·αr

)
. 对于 f = λ1e

∗
1 + · · ·+ λne

∗
n ∈ V ∗,

f ∈ Ann(S) ⇐⇒
(
λ1e

∗
1 · · · λne

∗
n

)(
e1 · · · en

)
︸ ︷︷ ︸

(λ1 ··· λn )

(
α1 · · · αr

)
︸ ︷︷ ︸

A

= O

⇐⇒
(
λ1 · · · λn

)
A = O.

由定理 4.8(2) 即得 dim Ann(S) = n− rank(A) = dimV − rank(S).
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法二 设 e1, · · · , er 为 Span(S) 的基, 将其扩充为 V 的基 e1, · · · , er, er+1, · · · , en, 并设其

对偶基为 e∗1, · · · , e∗n. 若 f ∈ Ann(Span(S)), 则 f 的前 r 个坐标分量均为 0(否则 f 作用在该

坐标对应的向量上非 0). 反过来, 对于任意 f = λr+1e
∗
r+1 + · · ·+ λne

∗
n, 有

f(µ1e1 + · · ·+ µrer) = 0, ∀µ1, · · · , µr ∈ F.

因此 f ∈ Ann(Span(S)). 再由第 (1) 问知 dim Ann(S) = dim Ann(Span(S)) = n − r =

dimV − rank(S).

法三 由习题 8.7.3 证明中的引理 (2), 可设 V = Span(S)
⊕

T . 构造映射

ρ : T ∗ → Ann(Span(S)), f 7→ f,

其中 f 是 f 在 V 上的零延拓, 即 f(x) =

f(x), x ∈ T,

0, x ∈ Span(S).
容易验证 ρ 是 T ∗ →

Ann(Span(S)) 的同构映射. 因此

dim Ann(S) = dim Ann(Span(S)) = dim(T ∗)
T有限维
====== dimT = dimV − rank(S).

(3) 等式一 若 f ∈ Ann(V1 ∩V2).设 e1, · · · , er 是 V1 ∩V2 的基, 将其扩充为 V1+V2 的基

e1, · · · , er, er+1, · · · , en, 并设其对偶基为 e∗1, · · · , e∗n. 同第 (2) 问知 f ∈ Span(e∗r+1, · · · , e∗n) =

Span(Ann(V1) ∪ Ann(V2)) = Ann(V1) + Ann(V2). 因此 Ann(V1 ∩ V2) ⊂ Ann(V1) + Ann(V2).

若 f ∈ Ann(V1) +Ann(V2), 则存在 g ∈ Ann(V1) 与 h ∈ Ann(V2) 使得 f = g+ h, 从而对

任意 x ∈ V1 ∩ V2 有 f(x) = g(x) + h(x) = 0. 故 Ann(V1) + Ann(V2) ⊂ Ann(V1 ∩ V2).

综上可得 Ann(V1 ∩ V2) = Ann(V1) + Ann(V2).

等式二 若 f ∈ Ann(V1)∩Ann(V2),则对任意 x = x1+x2 ∈ V1+V2,其中 x ∈ V1, x2 ∈ V2,

有 f(x) = f(x1) + f(x2) = 0, 即 f ∈ Ann(V1 + V2). 故 Ann(V1) ∩ Ann(V2) ⊂ Ann(V1 + V2).

若 f ∈ Ann(V1 + V2). 由 Vi ⊂ V1 + V2 (i = 1, 2) 可知 f ∈ Ann(Vi) (i = 1, 2), 从而

f ∈ Ann(V1) ∩ Ann(V2). 故 Ann(V1 + V2) ⊂ Ann(V1) ∩ Ann(V2).

综上可得 Ann(V1 + V2) = Ann(V1) ∩ Ann(V2).

(4) 由第 (3) 问, V = V1

⊕
V2 =⇒ Ann(V1) + Ann(V2) = Ann(V1 ∩ V2) = Ann({0}) =

V ∗,再结合Ann(V1)∩Ann(V2) = Ann(V1+V2) = Ann(V ) = {0}得 V ∗ = Ann(V1)
⊕

Ann(V2).

注 2.0.17 下面是关于习题 9.3.6 中 “零化子” 的几个实例:

(1) 设 V = R[x], S =
{
f ∈ V | f是x2的倍式

}
⊂ V , φ ∈ V ∗ : p 7→ p′(0). 则 φ ∈ Ann(S).
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(2) 设 e1, e2, e3, e4, e5 是 R5 的标准基, e∗1, e
∗
2, e

∗
3, e

∗
4, e

∗
5 是其对偶基. 设

S = Span(e1, e2) =
{
(x1, x2, 0, 0, 0) ∈ R5 | x1, x2 ∈ R

}
,

则 Ann(S) = Span(e∗3, e∗4, e∗5).

习题 9.4.2 设 V = F3×3, A ∈ L(V ) : X 7→ X +XT. 分别求 KerA 和 ImA 的一个基.

解 ¬ 若 charF 6= 2. 由 KerA =
{
X | XT = −X

}
及 ImA =

{
X | XT = X

}
知 KerA 的一

个基为 E21−E12, E31−E13, E32−E23, ImA的一个基为 E11, E21+E12, E22, E31+E13, E32+

E23, E33.

 若 charF = 2.由KerA =
{
X | XT = −X

}
知KerA的一个基为 E11, E21+E12, E22, E31+

E13, E32 + E23, E33. 由 ImA =
{
X | XT = X且 X 的对角元均为 0

}
知 ImA 的一个基为

E21 + E12, E31 + E13, E32 + E23.

习题 9.4.3 设 A ∈ L(U, V ), W = KerA, U1, U2 都是 U 的有限维子空间, U1 ⊂ U2. 证明:

dim(U2 ∩W )− dim(U1 ∩W ) ⩽ dimU2 − dimU1,

并求等号成立的充分必要条件.

证明 设 Ai 是 A 在 (Ui, V ) 上的限制映射 (i = 1, 2). 由同态基本定理,

dim(Ui ∩W ) = dim(KerAi) = dimUi − dim(ImAi), i = 1, 2.

由 ImA1 ⊂ ImA2 得 dim(ImA1) ⩽ dim(ImA2), 结合上面两式得

dimU1 − dim(U1 ∩W ) ⩽ dimU2 − dim(U2 ∩W ),

移项即得证.等号成立当且仅当 dim(ImA1) = dim(ImA2),由 U1, U2有限维又等价于 ImA1 =

ImA2.

习题 9.4.4 (2)(3) 设 A ∈ L(U, V ), B ∈ L(V,W ). 证明:

(2) 若 KerA = KerBA, 则存在 C ∈ L(W,V ), 使得 A = CBA.

(3) 若 ImBA = ImB, 则存在 C ∈ L(V, U), 使得 B = BAC.

证明 (2) 设 B1 是 B 在 (ImA,W ) 上的限制映射. 若 KerB1 6= {0}, 则存在 x ∈ U , 使得

Ax 6= 0 且 B1(Ax) = BAx = 0, 由 KerA = KerBA 得 Ax = 0, 矛盾, 因此 KerB1 = {0}, 从

而 B1 是单射. 构造 C ∈ L(W,V ) 满足 Cx =

B−1
1 x, x ∈ ImB1

0, x ∈ S

, 其中 S
⊕

ImB1 = W . 由

直和容易验证 C 的确为线性映射, 且 A = CBA.



第二章 讲义习题选做 134

(3) 设 {βi}i∈I 是 V 的基, 因为 ImBA = ImB, 所以存在 {αi}i∈I 使得 Aαi = βi. 由定理

9.2 知存在 C ∈ L(V, U) 满足 Cβi = αi. 容易验证 B = BAC.

注 2.0.18 第 (2)问中构造 C 时用到了零化子与直和的关系:
(
S
⊕

T
)∗

= AnnS
⊕

AnnT .

习题 9.4.5 设 A ∈ L(U, V ) 且 A 6= O. 证明:

(1) 存在 B ∈ L(V, U), 满足 ABA = A 且 BAB = B.B 称为 A 的一个广义逆映射.

(2) B 是唯一的 ⇐⇒ A 是可逆映射.

证明 (1) 设 U = KerA
⊕

U1, V = ImA
⊕

V1, A1 是 A 在 (U1, ImA) 上的限制映射. 构

造 B ∈ L(V, U) 满足 Bx =

A−1
1 x, x ∈ ImA

0, x ∈ V1

. 可验证 B 的确为线性映射 (参见注 2.0.18).

对任意 x = α1 + α2 ∈ U , 其中 α1 ∈ U1, α2 ∈ KerA, 有 ABAx = ABAα1 = Aα1 = Ax, 即

ABA = A. 对任意 y = β1 + β2 ∈ V , 其中 β1 ∈ ImA, β2 ∈ V1, 有 BABy = Bβ1 = By, 即

BAB = B.

(2) ⇐: 若 A 可逆, 则 BA = IU 且 AB = IV , B 只能为 A−1.

⇒: 先证明线性空间的非平凡子空间的补空间一定不唯一.

引理 设 V 是线性空间, {0} 6= U ⊊ V , 则 U 的补空间不唯一.

【引理的证明: 设 V = U
⊕

W , S 是 U 的基, T 是 W 的基, 则 S, T 均非空. 任取 s ∈ S 与

t ∈ T , 则由 (外) 直和的定义可验证 V = U
⊕

Span ((T\{t}) ∪ {s+ t}).】

用反证法. 假设 A 不可逆. 由 A 6= O 知 KerA 6= U 且 ImA 6= {0}.

¬ 若 A 不是单射, 则 KerA 6= {0}. 由引理知 (1) 中 U1 不唯一, 从而 B 不唯一 (设

x /∈ U1 是 KerA 另一个补空间中的向量, x = γ1 + γ2, 其中 γ1 ∈ U1, 0 6= γ2 ∈ KerA, 则

BAx = BAγ1 6= x, 而由新的补空间定义的映射将 x 映为 x), 矛盾.

 若 A 不是满射, 则 ImA 6= V . 由引理知 (1) 中 V1 不唯一, 从而 B 不唯一 (设 x /∈ V1

是 ImA另一个补空间中的向量, x = γ1+ γ2, 其中 0 6= γ1 ∈ ImA, γ2 ∈ V1, 则 Bx = Bγ1 6= 0,

而由新的补空间定义的映射将 x 映为 0), 矛盾.

故假设不成立, A 可逆.

习题 9.4.6 设 A ∈ L(U, V ), B ∈ L(V, U) 满足 ABA = A 且 BAB = B. 证明:

(1) U = KerA
⊕

ImB, V = ImA
⊕

KerB.

(2) A 在 (ImB, ImA) 上的限制映射与 B 在 (ImA, ImB) 上的限制映射互为逆映射.
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证明 (1) ¬ 设 x ∈ KerA ∩ ImB, 则由 BAB = B 得 x = BAx = 0, 即 KerA ∩ ImB = {0}.

对任意 x ∈ U , 由 ABA = A 得 x − BAx ∈ KerA, 即 x ∈ KerA + ImB. 综上, U =

KerA
⊕

ImB.

 设 x ∈ ImA ∩ KerB, 则由 ABA = A 得 x = ABx = 0, 即 ImA ∩ KerB = {0}. 对任

意 x ∈ V ,由 BAB = B 得 x−ABx ∈ KerB,即 x ∈ ImA+KerB.综上, V = ImA
⊕

KerB.

(2) 设 A1 为 A 在 (ImB, ImA) 上的限制映射, B1 为 B 在 (ImA, ImB) 上的限制映射.

对任意 x = B1y ∈ ImB, 由 BAB = B 得 B1A1x = x; 对任意 y = A1x ∈ ImA, 由 ABA = A

得 A1B1y = y. 故 A1 与 B1 互为逆映射.

习题 9.4.7 设 A,B ∈ L(U, V ) 满足 Im(A+ B) = ImA
⊕

ImB. 证明: 存在 U 的子空间

U1, U2, U3, 使得 A 在 (U1, ImA) 上的限制映射和 B 在 (U2, ImB) 上的限制映射都是可逆映

射, 并且

U = U1

⊕
U2

⊕
U3, KerA = U2

⊕
U3, KerB = U1

⊕
U3.

证明 设 U3 = KerA ∩ KerB, KerA = U2

⊕
U3, KerB = U1

⊕
U3. 由 U2 ∩ U3 = {0} 及

U1 ∩ (U2 +U3) = {0} 知 U1 +U2 +U3 是直和. 只需再证 U = KerA+KerB. 由 Im(A+ B) =

ImA
⊕

ImB, 对任意 α ∈ U , 存在 β ∈ U , 使得 Aα = (A+ B)β, 即 A(α − β) = Bβ = 0(最

后的等号由 ImA+ ImB 是直和可得).故 α−β ∈ KerA且 β ∈ KerB,即 α ∈ KerA+KerB,

U = KerA+ KerB.

由 U1 ∩ KerA = {0} 得 A 在 (U1, ImA) 上是可逆的; 由 U2 ∩ KerB = {0} 得 B 在

(U2, ImB) 上是可逆的.

习题 9.4.8 设 A,B ∈ L(V ) 满足 A2 = A, B2 = B. 证明:

(1) ImA = ImB ⇐⇒ AB = B 且 BA = A.

(2) KerA = KerB ⇐⇒ AB = A 且 BA = B.

(3) 设 V 是有限维的.rank(A) = rank(B) ⇐⇒ 存在可逆映射 C ∈ L(V ),使得 AC = CB.

证明 (1) ⇐: 对任意 y = Ax ∈ ImA, 由 Ax = BAx 得 B(Ax) = y, 即 ImA ⊂ ImB. 同理,

利用 AB = B 可得 ImB ⊂ ImA. 故 ImA = ImB.

⇒: 由例 (9.15) 可知 A 在 ImA = ImB 上的限制映射是恒等变换, 故 AB = B. 同理可

证 BA = A.

(2) ⇐: 若 x ∈ KerB, 则 Ax = ABx = 0, 即 KerB ⊂ KerA. 同理可证 KerA ⊂ KerB.

故 KerA = KerB.
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⇒: 由 A2 = A 可知, 对任意 α ∈ V , α − Aα ∈ KerA = KerB, 即 Bα = BAα, 故

BA = B. 同理可证 AB = A.

(3) 设 dimV = n. 由例 (9.15) 知 V = ImA
⊕

KerA = ImB
⊕

KerB, 故可取 ImA

的基 α1, · · · , αr, KerA 的基 αr+1, · · · , αn, ImB 的基 β1, · · · , βr, KerB 的基 βr+1, · · · , βn. 由

定理 9.2, 存在 C ∈ L(V ) : βi 7→ αi, ∀i.

ACβi = Aαi, CBβi
B2=B

======
βi∈ImB

Cβi = Aαi, i = 1, · · · , r.

ACβi = Aαi
αi∈KerA
======= 0, CBβi

βi∈KerB
======= C(0) = 0, i = r + 1, · · · , n.

故 AC = CB.

习题 9.4.9 设 A ∈ L(V ), B 是 A 在 ImA 上的限制映射. 证明:

(1) V = ImA+ KerA ⇐⇒ B 是满射.

(2) V = ImA
⊕

KerA ⇐⇒ B 是可逆映射.

证明 (1) ⇐: B 是满射即 ImA2 = ImA, 因此对任意 α ∈ V , 存在 β ∈ ImA, 使得 Aα = Bβ,

即 α− β ∈ KerA. 故 V = ImA+ KerA.

⇒: 对任意 α = β + γ ∈ V , 其中 β ∈ ImA, γ ∈ KerA, 有 Aα = Bβ. 故 B 是满射.

(2) 由 (1) 及 ImA ∩ KerA = {0} ⇐⇒ B 是单射即得.

习题 9.4.10 设 A ∈ L(V ) 满足 Am = O, 其中 m 是给定的正整数.A 称为幂零变换. 证明:

存在 V 的子空间 U , 使得 V =
m⊕
i=1

Ai−1(U).

证明 对m归纳.当m = 1时,结论显然成立.假设结论对m−1成立.设 B是 A在 ImA上的

限制映射, 则 Bm−1 = O. 因此, 存在 U1 ⩽ ImA 使得 ImA =
m−1⊕
i=1

Ai−1(U1). 设 {Aαi | i ∈ I}

是 U1 的基, U0 = Span({αi | i ∈ I}), 则 {αi | i ∈ I} 线性无关, A(U0) = U1.

• U0 ∩ ImA = {0}. 因为 Am−1(U1) = Bm−1(U1) = {0}, 所以 A(ImA) =
m−1⊕
i=2

Ai−1(U1).

由两个直和可知 A(U0)∩A(ImA) = {0}, 从而 (U0 ∩ ImA) ⊂ KerA. 因为 U0 ∩KerA = {0},

所以 U0 ∩ ImA = {0}.

• V =

(
m−1⊕
i=1

Ai−1(U0)

)
+ KerA. 因为 ImA =

m−1⊕
i=1

Ai−1(U1), 所以对任意 α ∈ V , 存

在 βi ∈ Ai−1(U1) (i = 1, · · · ,m − 1), 使得 Aα =
m−1∑
i=1

βi. 因为 β1 ∈ U1 = A(U0), 所以存

在 γ1 ∈ U0 使得 Aγ1 = β1; 当 i ⩾ 2 时, βi ∈ Ai−1(U1) ⊂ Ai−1(ImA) = ImAi ⊂ ImA2,
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因此存在 γi ∈ ImA (i = 2, · · · ,m − 1), 使得 Aγi = βi. 故 A

(
α− γ1 −

m−1∑
i=2

γi

)
= 0, 即

α − γ1 −
m−1∑
i=2

γi ∈ KerA. 于是 V = U0 + ImA + KerA = U0 +
m−1⊕
i=1

Ai(U0) + KerA. 注意

到 Am−1(U0) = Am−2(U1) = Bm−2(U1) ⊂ KerA, 以及上一点证明的 U0 ∩ ImA = {0}, 就有

V =

(
m−1⊕
i=1

Ai−1(U0)

)
+ KerA.

设 W0 ⩽ KerA 使得 V =

(
m⊕
i=1

Ai−1(U0)

)⊕
W0, 取 U = U0

⊕
W0(由 U1 与 U0 关系

可知 U0 ∩ KerA = {0}, 从而验证直和), 则由 A(U0

⊕
W0) = A(U0) 可得

V = W0

⊕
U0

⊕
A(U0)

⊕
· · ·
⊕

Am−1(U0)

=
(
U0

⊕
W0

)⊕
A
(
U0

⊕
W0

)⊕
· · ·
⊕

Am−1
(
U0

⊕
W0

)
=

m⊕
i=1

Ai−1(U).

注 2.0.19 关于幂零变换另见习题 9.7.5 与注 2.0.21.

习题 9.5.2 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ), V 的子空间都是 A-不变的. 证明: A = aI,

a ∈ F.

证明 考虑 V 的 A-不变子空间 Span(αi), 其中 αi ∈ V , 则存在 λi ∈ F, 使得 Aαi = λiαi. 于

是对任意 α1, α2 ∈ V , 存在 µ ∈ F, 使得 A(α1 + α2) = λ1α1 + λ2α2 = µ(α1 + α2), 由此可知

λ1 = λ2 =: a. 故 A = aI.

习题 9.5.6 设 V 是 F上的线性空间, A,B ∈ L(V )满足 AB − BA = A, n是正整数, p ∈ F[x].

(1) 证明: KerAn 和 ImAn 都是 B-不变的.

(2) 设 charF = 0, dimV = n. 证明: An = O, Ker p(A) 和 Im p(A) 都是 B-不变的.

(3) 当 V 是无限维时, Ker p(A) 和 Im p(A) 是否一定是 B-不变的？

(4) KerBn 和 ImBn 是否一定是 A-不变的？

解 (1) 先证明 AkB − BAk = kAk. 当 k = 1 时即已知. 设结论对 k − 1 成立, 则

AkB = A
(
Ak−1B

)
= A

(
BAk−1 + (k − 1)Ak−1

)
= (BA+A)Ak−1 + (k − 1)Ak

= BAk + kAk.
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归纳即得 AkB − BAk = kAk. 于是

Anα = 0 =⇒ An(Bα) = (B + nI)(Anα) = 0,

α = Anβ =⇒ Bα = BAnβ = An(B − nI)β,

即 KerAn 和 ImAn 都是 B-不变的.

(2) 由 (1)中的 AkB−BAk = kAk 可得对任意 f ∈ F[x], f(A)B−Bf(A) = Af ′(A).特别

地,考虑 A的最小多项式 dA(x),可知 xd′A(x)也是 A的化零多项式,从而 dA(x) | xd′A(x).由

两边次数相等知存在整数 m ⩽ n,使得 dA(x) = mxd′A(x),即 dA(x) = xm.由此可知 An = O.

对任意 p ∈ F[x], 由 dA(x) 的根均为 0 可设 p(x) = xkq(x), 其中 q(x) 满足 q(A) 是可逆

变换, 则 Ker p(A) = KerAk, Im p(A) = ImAk. 再由 (1) 即得证.

(3) 不一定, 反例如下. 设 V = C∞(R), A : f(x) 7→ f ′(x), B : f(x) 7→ xf ′(x). 则由

(xf ′(x))
′ − x (f ′(x))

′
= f ′(x) 可知 AB − BA = A.

• Ker(A+ I) = {f ∈ C∞(R) | f ′(x) + f(x) = 0} =
{
c e−x | c ∈ R

}
. 但当 c 6= 0 时,

B
(
c e−x

)
= −cx e−x /∈ Ker(A+ I).

•

(4) 不一定, 反例如下. 取 V = F3, A =


0 0 0

0 0 1

1 0 0

, B =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 分别为 A,B 的

矩阵表示, 这满足 AB − BA = A. 计算可知:

• KerB = Span(e3), 但 A(KerB) = Span(e2), 即 KerB 不是 A-不变的.

• ImB = Span(e1, e2), 但 A(ImB) = Span(e3), 即 ImB 不是 A-不变的.

习题 9.5.7 (2) 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ), W 是 V 的 A-不变子空间, B ∈

L(V /W ) : [α] → [Aα]. 证明: 对于任意 B-不变子空间 Ũ , 存在 A-不变子空间 U ⊃ W , 使得

U/W = Ũ .

证明 取 U =
¶
α ∈ V | [α] ∈ Ũ

©
, 容易验证 U ⩽ V 且 W ⊂ U . 对任意 α ∈ U , [α] ∈ Ũ , 从而

B([α]) = [Aα] ∈ Ũ , Aα ∈ U . 故 U 是 A-不变的.

习题 9.5.8 设 V 是 F 上的线性空间, A,B ∈ L(V ), U 是 V 的 A-不变子空间.

(1) 是否一定存在 p ∈ F[x], 使得 U = Ker p(A)？

(2) 是否一定存在 p ∈ F[x], 使得 U = Im p(A)？
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(3) 是否一定存在 A-不变子空间 W , 使得 V = U
⊕

W？

(4) 若 A 可逆, B = A−1, 则 U 是否一定是 B-不变的？

解 (1) 不一定. 取 V = F2,A = O, U = Span(e1), 则 p(A) = O 或 I, Ker p(A) = F2 或 {0}.

(2) 不一定. 取 V = F2,A = O, U = Span(e1), 则 p(A) = O 或 I, Im p(A) = {0} 或 F2.

(3) 不一定. 取 V = F[x], A 是微分变换, U = Fn[x], 则 U 的任一补空间 W 中一定含有

次数为 n 的多项式, 从而 W 不是 A-不变的.

(4) 不一定. 取 V =
{
x−nf(x) | n ∈ N, f ∈ F[x]

}
,A : f(x) 7→ xf(x), U = F[x], 则有

1 ∈ U 但 B(1) = 1

x
/∈ U .

注 2.0.20 第 (3) 问说明在一般情形下, A-不变子空间的补空间不一定是 A-不变子空间, 但

当 A 是实内积空间 V 上的正交变换, 且 U 是有限维 A-不变子空间时, 就有 V = U
⊕

U⊥

且 U⊥ 是 A-不变的 (定理 10.12); 第 (4) 问的反例只能从无限维线性空间中找, 因为有限维

时 A−1 可表成 A 的多项式 (参见习题 5.4.10 证明中的 ¬), 从而 U 一定是 B-不变的.

习题 9.6.4 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ) 有最小多项式 dA =
k∏

i=1

(x− λi), 其中

λ1, · · · , λk ∈ F 两两不同. 证明: 任意 α ∈ V 可以表示为 α =
k∑

i=1

αi 的形式, 其中 αi =

fi(A)α ∈ Ker(λiI − A), fi(x) =
∏
j ̸=i

x− λj

λi − λj

.

证明 因为 (A − λI)fi(A)α = dA(A)
∏
j ̸=i

(λi − λj)
−1 = O, 所以 fi(A)α ∈ Ker(λI − A). 利用

Lagrange 插值多项式可知,
k∑

i=1

∏
j ̸=i

x− λj

λi − λj

= 1, 从而
k∑

i=1

αi = α.

习题 9.6.5 设 V 是 C 上的线性空间, A ∈ L(V ) 满足 An = I. 证明: 任意 α ∈ V 可以表示

为 α =
n−1∑
k=0

αk 的形式, 其中 αk =
1

n

n−1∑
j=0

ω−kjAjα ∈ Ker
(
ωkI − A

)
, ω = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
.

证明 由习题 9.6.4 证明的前半部分可知将 dA 改为 A 的任一化零多项式结论仍成立. 注

意到 A 的化零多项式 xn − 1 =
n−1∏
i=0

(
x− ωi

)
, 因此只需证

∏
j ̸=k

x− ωj

ωk − ωj
=

1

n

n−1∑
j=0

ω−kjxj. 由

∏
j ̸=k

(
x− ωj

)
=

xn − 1

x− ωk
=

xn − (ωk)n

x− ωk
=

n−1∑
j=0

(ωk)n−1−jxj =
n−1∑
j=0

ω−k−kjxj 可得

∏
j ̸=k

x− ωj

ωk − ωj
=

∑n−1
j=0 ω

−k−kjxj∑n−1
j=0 ω

−k
=

1

n

n−1∑
j=0

ω−kjxj.

https://en.m.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial
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习题 9.6.6 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ) 有最小多项式 dA =
k∏

i=1

(x− λi)
mi , 其中

λ1, · · · , λk ∈ F 两两不同. 证明:

(1) Wi = Ker(λiI − A)mi 是 λi 对应的根子空间.

(2) (x− λi)
mi 是 A 在 Wi 上的限制映射的最小多项式.

(3) 当 Wi 是有限维时, mi ⩽ dimWi ⩽ mi dimVi, 其中 Vi = Ker(λiI − A).

证明 (1) 由 9.16, V =
k⊕

j=1

Wj. 由定理 9.13, 对任意 m ⩾ mi, Ker(λiI −A)m 也是
⊕
j ̸=i

Wj 的

补空间. 由例 (8.22), 由 Wi ⊂ Ker(λiI −A)m 得 Wi = Ker(λiI −A)m. 故 Wi 是 λi 对应的根

子空间.

(2) 由 Wi 定义知 (x − λi)
mi 是 A 在 Wi 上的限制映射的化零多项式, 从而最小多项式

di(x) = (x− λi)
m, 其中 m ⩽ mi. 若 m < mi, 由定理 9.16 中的直和分解可知 dA(x) · di(x)

(x− λi)mi
也

是 A 的化零多项式, 与 dA 的最小性矛盾. 故 m = mi, 即 (x− λi)
mi 是 A 在 Wi 上的限制映

射的最小多项式.

(3) ¬ 由 Wi 是有限维的及 (2) 中 A 在 Wi 上的限制映射的最小多项式次数为 mi 知 A

在Wi 上的限制映射在某个基下的矩阵表示 A阶数至少为 mi.由定理 9.4即得 dimWi ⩾ mi.

 先证明一个不等式.

引理 设 dimV = n < ∞, A,B ∈ L(V ), 则 null(AB) ⩽ null(A) + null(B).

【引理的证明: 由 Sylvester 秩不等式 (例 (4.9), 或在例 (9.15) 中取 B = I), rank(A) +

rank(B) ⩽ rank(AB) + n. 由矩阵表示可知 null(A) = n− rank(A), null(B) = n− rank(B). 联

立即得证.】

由引理中的不等式, dimWi = null(λiI − A)mi ⩽ null(λiI − A) + null(λiI − A)mi−1 ⩽
· · · ⩽ mi null(λiI − A) = mi dimVi.

习题 9.6.7 设 V = F[x], A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf ′(x).

(1) 求 A 的所有特征值以及相应的特征子空间和根子空间.

(2) 求 A 关于任意非零向量 α ∈ V 的最小多项式 dA,α.

证明 (1) 解 xf ′(x) = λf(x)得 f(x) = cxλ, 其中 c ∈ F.而 f(x) ∈ F[x], 故任意 λ ∈ N都是 A

的特征值, λ 对应的特征子空间是
{
cxλ | c ∈ F

}
. 任取 f 不是 λ 对应的特征向量, 则 f 的完

全展开式中含有形如 bxµ (b 6= 0, µ 6= λ)项.因为 A(bxµ)−λ(bxµ) = b(µ−λ)xµ 6= 0,所以归纳
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可知对任意 n ∈ N, (A−λI)n(bxµ) 6= 0,从而 f /∈
n⋃

k=1

Ker(λI −A)k,故 f /∈
∞⋃
k=1

Ker(λI −A)k.

因此 λ 对应的特征子空间也是
{
cxλ | c ∈ F

}
.

(2) 设 α =
n∑

i=0

aix
i, 记 I = {0 ⩽ i ⩽ n | ai 6= 0}, 由 α 6= 0 知 I 非空. 对任意 i ∈ I, 由

(1) 知 A 关于 aix
i 的最小多项式为 x− i. 故 f(x) =

∏
i∈I

(x− i) 是 A 关于 aix
i (∀i) 的一个化

零多项式, 从而是 A 关于 α 的一个化零多项式, 再由 x− i ∤
f(x)

x− i
(∀i) 知 f(x) 是 A 关于 α

的最小多项式.

习题 9.6.9 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ), S 是 A 的所有特征值的集合, Wλ 是 λ 对

应的根子空间. 证明: 若 V =
⊕
λ∈S

Wλ, 则对于任意 α ∈ V , dA,α 存在并且可以在 F[x] 中分解

为一次因式的乘积.

证明 由 V =
⊕
λ∈S

Wλ, 对任意 α ∈ V , 存在两两不同的 λ1, · · · , λk ∈ S 和 αi ∈ Wλi
, 使得 α =

α1+ · · ·+αk.由根子空间的定义,对任意 1 ⩽ i ⩽ k,存在 ni ∈ N使得 αi ∈ Ker(λI −A)ni ,即

(A−λI)niαi = 0.设 f(x) =
k∏

i=1

(x−λi)
ni ,则 f(A)αi = 0, ∀i.故 f(A)α = f(A)

(
k∑

i=1

αi

)
= 0,

即 f 是 A 关于 α 的一个化零多项式, 进而存在 A 关于 α 的最小多项式 dA,α. 由 dA,α | f 可

知 dA,α 可以在 F[x] 中分解为一次因式的乘积.

习题 9.7.5 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ) 是幂零变换. 对 deg(dA) 应用数学归纳法证

明: V 可以分解为若干 A-循环子空间的直和.

证明

注 2.0.21 结合习题 9.4.10 与习题 9.7.5 可得线性空间 V 的两种分解方式:

V =
m⊕
i=1

Ai−1(U) =
⊕
i∈I

F[A]αi,

其中 m 是 A 的幂零指数, I 可能为不可数指标集 (这在下图中也能体现).

α1

Aα1

A2α1

...

Am−1α1

α2

Aα2

A2α2

...

Am−1α2

α3

Aα3

A2α3

...

Am−1α3

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

F[A]α1 F[A]α2 F[A]α3 · · ·

U

A(U)

A2(U)

Am−1(U)

...
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习题 10.1.3 证明: 下列方阵 A = (aij) ∈ Rn×n 是正定方阵, 1 ⩽ i, j ⩽ n.

(1) aij =
1

i+ j
(2) aij =

1

(i+ j)2
(3) aij =

(i+ j)!

i!j!

证明 由定理 10.1(1), 只需构造实内积使得 A 为其在给定基下的度量矩阵.

(1) A 是 Rn[x] 上内积 ρ(f, g) =

∫ 1

0

xf(x)g(x) dx 在基 1, x, x2, · · · , xn−1 下的度量矩阵.

(2) A 是 Rn[x] 上内积 ρ(f, g) =

∫ 1

0

x| lnx|f(x)g(x) dx 在基 1, x, x2, · · · , xn−1 下的度量

矩阵.

(3) A 是 Rn[x] 上内积 ρ(f, g) =

∫ +∞

0

x2f(x)g(x) e−x dx 在基 1,
x

2!
,
x2

3!
, · · · , x

n−1

n!
下的

度量矩阵.

习题 10.1.4 设 V = Rm×n, S ∈ Rm×m. 证明: ρ(X,Y ) = tr
(
XTSY

)
是 V 上的内积 ⇐⇒ S

是正定的.

证明 ⇒: 对任意 0 6= x ∈ Rm, 取 X ∈ Rm×n 为以 x 为第一列、其余元素均为 0 的矩阵. 由

内积的正定性、X 6= O 得 tr
(
XTSX

)
= xTSx > 0, 为证 S 正定只需证 S 对称. 由内积的对

称性得 tr
(
XTSY

)
= tr

(
Y TSX

)
= tr

(
XTSTY

)
, 即 tr

(
XT(S − ST)Y

)
= 0, ∀X,Y ∈ Rm×n.

依次取 X = E1i, Y = Ej1 (1 ⩽ i, j ⩽ n) 可得 S − ST = O, 即 S = ST.

⇐: 设 S = PTP , 其中 P ∈ Rm×m 可逆. 则对任意 X ∈ Rm×n,

tr
(
XTSX

)
= tr

(
XTPTPX

)
= PX所有元素平方和 ⩾ 0,

等号成立当且仅当 PX = O 即 X = O. 又对称性和双线性显见, 故 ρ 是 V 上的内积.

习题 10.1.5 (2) 设 w(x) ∈ C[0, 1]. 若 ρ(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)w(x) dx 是 V = Rn[x] 上的内积,

是否一定有 w(x) ⩾ 0, ∀x ∈ [0, 1]？

解 不一定.可构造 [0, 1]上不恒非负的 2n次多项式 w(x)使 w(x)−1与任意 Q(x) ∈ R2n−1[x]

正交, 从而对任意 x ∈ Rn[x] 都有

∫ 1

0

f 2(x)w(x) dx =

∫ 1

0

f 2(x) dx, 即 ρ 满足正定性.

取 R(x) = x2n(x− 1)2n, X2n(x) =
d2n

dx2n
R(x). 由高阶分部积分公式,∫ 1

0

X2n(x)Q(x) dx =

∫ 1

0

R(2n)(x)Q(x) dx =
[
Q(x)R(2n−1)(x)−Q′(x)R(2n−2)(x) + · · ·

−Q(2n−1)(x)R(x)
] ∣∣∣1

0
+

∫ 1

0

Q(2n)(x)R(x) dx.

由 R(0) = R′(0) = · · · = R(2n)(0) = R(1) = R′(1) = · · · = R(2n)(1) = 0 得∫ 1

0

X2n(x)Q(x) dx =

∫ 1

0

Q(2n)(x)R(x) dx = 0.

https://en.m.wikipedia.org/wiki/Integration_by_parts
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特别地, 由
∫ 1

0

X2n(x) = 0 及 deg(X2n) = 2n 得存在 x ∈ [0, 1] 使 X2n(x) < 0. 通过选取适当

的常数 c ∈ R+, 可以使得 w(x) = cX2n(x) + 1 在 [0, 1] 上有取值为负的点.

注 2.0.22 本题的构造来自 Legendre 多项式, 这是一类正交多项式.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

图 2.4: Legendre 多项式 P1(x) ∼ P6(x)

Legendre 多项式的通式可由 Rodrigues 公式给出: Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

(
x2 − 1

)n.

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2

(
3x2 − 1

)
P3(x) =

1

2

(
5x3 − 3x

)
P4(x) =

1

8

(
35x4 − 30x2 + 3

)
P5(x) =

1

8

(
63x5 − 70x3 + 15x

)
P6(x) =

1

16

(
231x6 − 315x4 + 105x2 − 5

)
习题 10.1.8 设 α1, α2, · · · , αm 是 n 维实内积空间 (V, ρ) 中的一组非零向量. 证明:

(1) 若对于任意 i < j 都有 ρ(αi, αj) < 0, 则 m ⩽ n+ 1.

(2) 若对于任意 i < j 都有 ρ(αi, αj) ⩽ 0, 则 m ⩽ 2n.

证明 (1) 用反证法. 假设 α1, · · · , αn+2 ∈ V 是满足对任意 i < j 都有 ρ(αi, αj) < 0 的一组非

零向量, 则存在不全为 0 的 x1, · · · , xn+1 使得
n+1∑
i=1

xiαi = 0, 记 S+ = {1 ⩽ i ⩽ n + 1 | xi >

0}, S− = {1 ⩽ i ⩽ n+ 1 | xi < 0}. 由
n+1∑
i=1

xiρ(αi, αn+2) = 0 及 ρ(αi, αn+2) < 0 (∀i) 知 S+, S−

https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials
https://en.m.wikipedia.org/wiki/Rodrigues'_formula
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均非空. 设 β+ =
∑
i∈S+

xiαi, β
− =

∑
i∈S−

xiαi, 由 ρ(β+, αn+2) < 0 及 ρ(β−, αn+2) > 0 知 β+, β−

均非零向量. 由 β+ + β− = 0 得 0 > ρ(β+,−β−) = −
∑
i∈S+

∑
j∈S−

xixjρ(αi, αj) < 0, 矛盾.

(2) 对 n 归纳. 当 n = 1 时任意 αi 均共线, 只能有 m ⩽ 2, 结论成立.

假设结论对 n − 1 维实内积空间成立. 若存在非零向量 α1, · · · , α2n+1 ∈ V 满足对任意

i < j 都有 ρ(αi, αj) ⩽ 0, 将 α2n+1 扩充为 V 的标准正交基 S, α2n+1 在 S 下的坐标为 en. 由

ρ(αi, α2n+1) ⩽ 0 (1 ⩽ i ⩽ 2n) 知 αi (1 ⩽ i ⩽ 2n) 在 S 下第 n 个坐标分量均不大于 0. 又至多

还存在一个向量与 α2n+1 共线, 故可不妨设 α1, · · · , α2n−1 在 S 下前 n − 1 个分量均不全为

0. 由归纳假设, 存在 1 ⩽ i < j ⩽ 2n − 1, αi 与 αj 在 S 下前 n − 1 个分量内积大于 0, 而它

们的第 n 个分量均不大于 0, 从而 ρ(αi, αj) > 0, 矛盾. 故结论对 n 维实内积空间也成立.

习题 10.2.2 (2) 求 V = R[x] 上的一个内积 ρ, 使得 S 构成 (V, ρ) 的正交基.

S = {Tn(x) | n ∈ N}, 其中 Tn(cos θ) = cos(nθ) 是第一类 Chebyshev 多项式.

解 由

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
dx√
1− x2

=


0, n 6= m

π, n = m = 0

π

2
, n = m 6= 0

可知内积 ρ(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)
dx√
1− x2

满足要求.

习题 10.2.2 (3) 求 V = R[x] 上的一个内积 ρ, 使得 S 构成 (V, ρ) 的正交基.

S = {Un(x) | n ∈ N}, 其中 Un(cos θ) = sin((n+ 1)θ)

sin θ
是第二类 Chebyshev 多项式.

解 由

∫ 1

−1

Un(x)Um(x)
√
1− x2 dx =

0, n 6= m

π

2
, n = m

可知内积 ρ(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)
√
1− x2 dx

满足要求.

习题 10.2.5 设 A ∈ Rm×n, B ∈ Rk×n, α ∈ Rm×1, x ∈ Rn×1.求 ‖Ax−α‖在条件 Bx = 0下

的最小值.

解 设 B = P

Ir O

O O

Q, 其中 P ∈ Rk×k, Q ∈ Rn×n 可逆, 则 Bx = 0 ⇐⇒

Ir O

O O

Qx =

0 ⇐⇒ Qx =

O O

O In−r

y,y ∈ Rn×1.记 Ã = AQ−1

O O

O In−r

,则问题转化为求 ∥∥∥Ãy−α
∥∥∥

在条件 y ∈ Rn×1 下的最小值. 此后按例 (6.9) 求最小二乘解方法求解即可.

习题 10.2.6 证明: 在实内积空间中, 不含零向量的正交向量组一定是线性无关的.
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证明 任取正交向量组中非零向量 α1, · · · , αn. 设 λ1, · · · , λn ∈ R 使得 λ1α1 + · · ·+ λnαn = 0,

则对任意 1 ⩽ i ⩽ n, 由 0 = ρ

(
αi,

n∑
j=1

λjαj

)
= λiρ(αi, αi) 可得 λi = 0, 故 α1, · · · , αn 线性无

关, 从而不含零向量的正交向量组一定是线性无关的.

习题 10.2.7 举例: U 是实内积空间 V 的子空间, U =
(
U⊥)⊥, V 6= U

⊕
U⊥.

解 设 V = Span(1, e1, e2, · · · ),对 x = (xn)n∈N∗ 与 y = (yn)n∈N∗ 定义内积 ρ(x,y) =
∞∑
n=1

xnyn
n2

.

设 U = Span(e1, e3, · · · ), 则 U⊥ = Span(e2, e4, · · · ).

习题 10.2.7 旧 举例: 实内积空间 V 有标准正交基, 并且 dimV 是不可数的.

解 设 V 是实线性空间, dimV 不可数, {ei | i ∈ I} 是 V 的 Hamel 基. 对任意 α, β ∈ V , 存

在有限子集 I1, I2 ⊂ I, 使得 α =
∑
i1∈I1

λi1ei1 , β =
∑
i2∈I2

µi2ei2 , 其中 λi1 , µi2 ∈ R. 对 α, β 定义内

积 ρ(α, β) :=
∑
i1∈I1

∑
i2∈I2

λi1µi2δi1i2 , 则基 {ei | i ∈ I} 是标准正交向量组.

习题 10.2.8 设 U1, U2 是实内积空间 V 的子空间.

(1) 证明: (U1 + U2)
⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2 , (U1 ∩ U2)

⊥ ⊃ U⊥
1 + U⊥

2 .

(2) 证明: 若 U1 + U2 是有限维的, 则 (U1 ∩ U2)
⊥ = U⊥

1 + U⊥
2 .

(3) 举例: (U1 ∩ U2)
⊥ 6= U⊥

1 + U⊥
2 .

解 (1) ¬ 对任意 α ∈ (U1+U2)
⊥, α ∈ U⊥

i (i = 1, 2),因此 α ∈ U⊥
1 ∩U⊥

2 , (U1+U2)
⊥ ⊂ U⊥

1 ∩U⊥
2 .

对任意 β ∈ U⊥
1 ∩ U⊥

2 与 γ = γ1 + γ2 ∈ U1 + U2, 其中 γi ∈ Ui (i = 1, 2), 有 ρ(β, γ) =

ρ(β, γ1)+ρ(β, γ2) = 0,因此 β ∈ (U1+U2)
⊥, U⊥

1 ∩U⊥
2 ⊂ (U1+U2)

⊥.故 (U1+U2)
⊥ = U⊥

1 ∩U⊥
2 .

 由 U⊥
i ⊂ (U1 ∩ U2)

⊥ (i = 1, 2) 得 (U1 ∩ U2)
⊥ ⊃ U⊥

1 + U⊥
2 .

(2) 将 (1) 中第一式的 Ui 用 U⊥
i (i = 1, 2) 替换得到

(
U⊥
1 + U⊥

2

)⊥
=
(
U⊥
1

)⊥ ∩
(
U⊥
2

)⊥
.

由定理 10.6 知, 若 U 是有限维的, 则
(
U⊥)⊥ = U . 由 U1 +U2 是有限维的可知 U1, U2 都是有

限维的. 又从 U⊥
1 ⊂ U⊥

1 + U⊥
2 可得

(
U⊥
1 + U⊥

2

)⊥ ⊂
(
U⊥
1

)⊥
= U1. 因此上式两端均是有限维子

空间, 两边同时取正交补就得证.

(3) 设 V = ℓ2, U1 = Span
((

1,
1

2
,
1

22
,
1

23
, · · ·

))
, U2 = Span(e1, e2, e3, · · · ).则 U1∩U2 =

{0}, U⊥
2 = {0}, 但 U⊥

1 6= V .
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习题 10.2.9 设 V 是实内积空间, I 是指标集合, {ei}i∈I 是 V 中的一个极大标准正交向量组.

对于任意 α ∈ V , 是否都有 ‖α‖2 =
∑
i∈I

(ei, α)
2？

解 不一定. 设 V = Span(1, e2, e3, · · · ), 对 x = (xn)n∈N∗ ,y = (yn)n∈N∗ ∈ V 定义内积

ρ(x,y) =
∞∑
n=1

xnyn
n2

. 易证 {e2, e3, · · · } 是极大标准正交向量组 (只需注意到 e1 /∈ V ), 但

‖1‖2 =
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
,
∑
i∈I

(ei, 1)2 =
∞∑
n=2

1

n2
=

π2

6
− 1.

习题 10.3.2 (3) 设 V 是实内积空间, A : V → V 是任意映射.

举例: 线性映射 A 满足 (Aα,Aβ) = (α, β), ∀α, β ∈ V , 但 A 不是可逆映射.

解 设 V = R[x], 内积

(∑
i

aix
i,
∑
i

bix
i

)
=
∑
i

aibi. 线性变换 A : f(x) 7→ xf(x) 保内积但

不是满射.

习题 10.3.4 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ) 可逆. 证明: 若 A 保持任意两个向量的正交关

系, 即

α ⊥ β =⇒ Aα ⊥ Aβ, ∀α, β ∈ V,

则存在 λ > 0, 使得 λA 是正交变换.

证明 ¬ 若 V = {0}, 则结论平凡.

 若 V 6= {0}, 任取 0 6= α ∈ V , 由 A 是单射知 Aα 6= 0, 记 λ =
‖α‖
‖Aα‖

> 0. 对

任意 0 6= β ∈ V , 记 µ =
‖β‖
‖α‖

> 0, 由 (β − µα, β + µα) = (β, β) − (µα, µα) = 0 得

A(β − µα) ⊥ A(β + µα), 即 ‖Aβ‖ = µ‖Aα‖ =
‖β‖
λ

. 结合 A(0) = 0 可知 ‖λAγ‖ = ‖γ‖,

∀γ ∈ V . 由定义知 λA 是正交变换.

注 2.0.23 若 A∗ 存在, 可参考 https://math.stackexchange.com/a/1790693 中的做法.

习题 10.3.5 (3)(4) 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ) 是正交变换. 证明:

(3) Ker(I − A) = Ker(I − A)2, Ker(I +A) = Ker(I +A)2.

(4) 若 dA(x) =
k∏

i=1

(x− λi), 其中 λi ∈ C, 则 |λi| = 1 并且 λ1, λ2, · · · , λk 两两不同.

证明 (3) 只需证第一式, 将 A 用 −A 替换就可得第二式.

引理 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ) 是正交变换, 则 Ker(I − A) ⊥ Im(I − A).

https://math.stackexchange.com/a/1790693
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【引理的证明: 任取 α ∈ Ker(I − A) 与 Aβ − β ∈ Im(I − A), 由 Aα = α 得

(α,Aβ − β) = (α,Aβ)− (α, β) = (Aα,Aβ)− (α, β) = 0,

故 Ker(I − A) ⊥ Im(I − A).】

任取 x ∈ Ker(I − A)2, 则 (I − A)x ∈ Ker(I − A).由引理知 Ker(I − A)∩ Im(I − A) =

{0},因此 (I − A)x = 0,即 x ∈ Ker(I − A), Ker(I − A)2 ⊂ Ker(I − A).再结合Ker(I − A) ⊂

Ker(I − A)2 即得证.

(4) 将 V 复化为 V C := {u + i v | u, v ∈ V }, A 诱导 V C 上的线性变换 AC : u + i v 7→

Au + iAv. 容易验证 AC 的最小多项式即为 dA 且 AC 为酉变换. 由定理 9.15, λ1, · · · , λk 恰

为 AC 的所有特征值, 于是 |λi| = 1 (i = 1, · · · , k).

对任意 λi, 任取 α ∈ Ker
(
λI − AC) 与 ACβ − λβ ∈ Im

(
λI − AC), 由 ACα = λα 得(

α,ACβ − λβ
)
=
(
α,ACβ

)
− (α, λβ) =

1

λ

(
ACα,ACβ

)
− λ(α, β) = 0,

故 Ker
(
λI − AC) ⊥ Im

(
λI − AC). 从而 Ker

(
λI − AC) ∩ Im(λI − A) = {0}. 类似 (3) 中引

理可知 Ker
(
λI − AC) = Ker

(
λI − AC)2, 若 dA(x) 有重根 λi, 则

dA(x)

x− λi

也是 AC 的化零多

项式, 与 dA(x) 是最小多项式矛盾. 故 λ1, · · · , λk 两两不同.

习题 10.4.3 设 V = Rn, 内积 (x,y) = xTGy, A(x) = x+ (α,x)β, 其中 α,β ∈ V . 求 A∗.

解 由 A 的矩阵表示为 I + βαTG 知 A∗ 的矩阵表示为 G−1
(
I +GαβT)G = I +αβTG. 故

A∗ : y 7→ y +αβTGy = y + (β,y)α.

习题 10.4.5 设 V = R[x], 内积 (f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx, A ∈ L(V ) : f(x) 7→ xf(−x). 求 A∗.

解 由

∫ 1

−1

xf(−x)g(x) dx =

∫ 1

−1

f(x)A∗g(x) dx及
∫ 1

−1

xf(−x)g(x) dx = −
∫ 1

−1

xf(x)g(−x) dx

知 A∗ : g(x) 7→ −xg(−x).

习题 10.4.8 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ) 可逆, A∗ 存在. 证明:

(1) A∗ 是单射, 并且 (ImA∗)⊥ = {0}.

(2) 若 (A−1)∗ 存在, 则 A∗ 可逆, 并且 (A∗)−1 = (A−1)∗.

(3) 若 A∗ 可逆, 则 (A−1)∗ 存在, 并且 (A−1)∗ = (A∗)−1.

证明 (1) 由

u ∈ KerA∗ ⇐⇒ A∗u = 0 ⇐⇒ (A∗u, v) = 0, ∀v ∈ V

⇐⇒ (u,Av) = 0, ∀v ∈ V ⇐⇒ u ∈ ImA⊥

https://en.wikipedia.org/wiki/Complexification
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可知 KerA∗ = ImA⊥. 用 A∗ 替换 A 又可得 KerA = (ImA∗)⊥. 于是

A满 =⇒ ImA⊥ = {0} =⇒ KerA∗ = {0} =⇒ A∗单,

A单 =⇒ KerA = {0} =⇒ (ImA∗)⊥ = {0}.

(2) 由

((
A−1

)∗ A∗x, y
)
=
(
A∗x,A−1y

)
=
(
x,AA−1y

)
= (x, y), ∀x, y ∈ V,(

A∗ (A−1
)∗

x, y
)
=
((
A−1

)∗
x,Ay

)
=
(
x,A−1Ay

)
= (x, y), ∀x, y ∈ V

即知 AA−1 = A−1A = I. 故 A∗ 可逆, 且 (A∗)−1 = (A−1)∗.

(3) 由

(
(A∗)−1 x, y

)
=
(
(A∗)−1 x,AA−1y

)
=
(
A∗ (A∗)−1 x,A−1y

)
=
(
x,A−1y

)
, ∀x, y ∈ V

可知 (A−1)∗ 存在, 且 (A−1)∗ = (A∗)−1.

习题 10.4.8 (4) 旧 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ) 可逆, A∗ 存在.

举例: A∗ 不是满射, 从而 A∗ 不可逆,
(
A−1

)∗
不存在.

解 设 V = R[x], 内积

(
n∑

i=0

fix
i,

n∑
i=0

gix
i

)
=

n∑
i=0

figi. 设 A ∈ L(V ) 使得

Axi =

1, i = 0,

xi − xi−1, i ⩾ 1.

易知 A 是单射, 又 A

(
n∑

i=0

xi

)
= xn, 所以 A 是满射, 从而 A 可逆.

设 B ∈ L(V ) 使得 Bxi = xi − xi+1, 则由(
Axi, xj

)
=
(
xi − xi−1, xj

)
= δij − δi−1,j = δij − δi,j+1

=
(
xi, xj − xj+1

)
=
(
xi,Bxj

)
, ∀i ⩾ 1 与 j ⩾ 0

及 (
A(1), xj

)
=
(
1, xj

)
=
(
1, xj − xj+1

)
=
(
1,Bxj

)
, ∀j

可知 B = A∗. 显然 1 /∈ ImA∗, 即 A∗ 不是满射, 从而 A∗ 不可逆. 再由习题 10.4.8 (2) 的逆否

命题知
(
A−1

)∗
不存在.
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注 2.0.24 虽然本题的反例只能是无限维内积空间, 但我们仍可以借助 “无穷矩阵” 进行构

造. 这时的核心在于 A 的 “无穷矩阵表示” 的每一列是基的像的坐标, 从而每列只有有限个

元素非 0; 为使
(
A−1

)∗
不存在, 可以使 A 的每列仍满足只有有限个元素非 0、但存在某行有

无穷个元素非 0. 以下是本题给出的构造中对应的几个 “无穷矩阵”.

A对应于



1 −1

−1

1


无
限
延
续

无
限
延
续

, A∗对应于



1

−1

−1 1

无
限
延
续

无
限
延
续

,

A−1对应于



1 1 1 · · ·

1

1


无
限
延
续

无
限
延
续

(上三角全 1 方阵).

习题 10.4.9 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ), A∗ 存在. 证明:

(1) A 是斜自伴变换当且仅当对于任意 α ∈ V , 有 (α,Aα) = 0.

(2) 若 V 是有限维的, A 是斜自伴变换, 则 (I +A)−1(I − A) 是正交变换.

(3) 若 A 是斜自伴变换.I +A 和 I − A 是否一定是可逆变换？

证明 (1) ⇒: 由 (α,Aα) = (−Aα, α) = −(α,Aα) 即知 (α,Aα) = 0, ∀α ∈ V .

⇐: 对任意 x, y ∈ V , 都有

0 = (x+ y,A(x+ y)) = (x,Ax) + (x,Ay) + (y,Ax) + (y,Ay) = (x,Ay) + (y,Ax),

即

(x,Ay) = (−Ax, y), ∀x, y ∈ V =⇒ A∗ = −A.

(2) 先证明 I +A 与 I − A 均为可逆变换. 因为

(I +A)x = 0 ⇐⇒ x = −Ax ⇐⇒ ‖x‖2 = (x,−Ax)
(1)
=== 0 ⇐⇒ x = 0,

所以 I +A 是单射, 又有限维空间线性变换单射与满射等价, 故 I +A 是可逆变换. 同理可

证 I − A是可逆变换.于是 (I +A)−1(I − A)可逆, 其逆为 (I − A)−1(I +A).由例 (10.21),
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只需证
(
(I +A)−1(I − A)

)∗
= (I − A)−1(I +A). 而(

(I +A)−1(I − A)
)∗

= (I − A)∗
(
(I +A)−1

)∗
= (I +A)

(
(I +A)−1

)∗
习题 10.4.8 (2)
========== (I +A) ((I +A)∗)−1 = (I +A)(I − A)−1,

则只需证 (I − A)−1(I +A) = (I +A)(I − A)−1. 这可以参考习题 6.1.11 (1) 的证明 (这也

是本题的矩阵版本).

(3) 不一定, 习题 10.4.5 中斜自伴变换 A 即反例. 对任意 0 6= f ∈ V , deg ((I ± A)f) =

deg(f) + 1, 故 1 /∈ Im(I ± A), I ± A 不是满射, 从而不可逆.

习题 10.4.10 设 V 是实内积空间, A ∈ L(V ), A∗ 和 dA 都存在. 证明:

(1) dA∗ = dA.

(2) A 是规范变换 =⇒ dA 无重根.

(3) A 是规范变换 ⇐⇒ 存在 f(x) ∈ R[x], 使得 A∗ = f(A).

证明 (1) 注意到对 f ∈ R[x],

f(A) = O ⇐⇒ f(A)x = 0, ∀x ∈ V

⇐⇒ (f(A)x, y) = 0, ∀x, y ∈ V

内积双线性⇐=====⇒ (x, f(A∗)y) = 0, ∀x, y ∈ V

⇐⇒ f(A∗)y = 0, ∀y ∈ V

⇐⇒ f(A∗) = O,

因此 dA∗ = dA.

(2) 同习题 10.3.5 (3)(4) 将 V 复化为 V C, 并由 A 诱导出 AC, 则 dAC = dA 且 AC 为规

范变换. 同习题 6.2.5 (2)(3) 证明中的法二可知 ACx = λx ⇐⇒
(
AC)∗ x = λx.

• Ker
(
λI − AC) ⊥ Im

(
λI − AC).任取 x ∈ Ker

(
λI − AC)与ACy−λy ∈ Im

(
λI − AC),

则 (
x,ACy − λy

)
=
(
x,ACy

)
− (x, λy) =

((
AC)∗ x, y)− (λx, y)

=
((

AC)∗ x− λx, y
)
= (0, y) = 0.

因此 Ker
(
λI − AC) ⊥ Im

(
λI − AC).

• Ker
(
λI − AC) = Ker

(
λI − AC)2. 任取 x ∈ Ker

(
λI − AC)2, 则 (

λI − AC) x ∈

Ker
(
λI − AC). 由上一点知 Ker

(
λI − AC) ∩ Im

(
λI − AC) = 0, 因此

(
λI − AC) x = 0, 即

x ∈ Ker
(
λI − AC), Ker

(
λI − AC)2 ⊂ Ker

(
λI − AC).结合Ker

(
λI − AC) ⊂ Ker

(
λI − AC)2

可知 Ker
(
λI − AC) = Ker

(
λI − AC)2.
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由上面第二点, 若 dAC 有重根 λi, 则
dAC(x)

x− λi

也是 AC 的化零多项式, 与 dAC 是最小多项

式矛盾. 故 dAC 即 dA 无重根.

(3)

习题 10.5.6 (2) 设复线性空间 V = Cm×n, ρ(X,Y ) = tr
(
XHSY

)
, A(X) = PXQ, 其中

S, P,Q 都是复方阵. 分别求矩阵对 (P,Q) 应满足的充分必要条件, 使得 A 是复内积空间

(V, ρ) 上的酉变换/自伴变换/斜自伴变换/规范变换.

解 取定 E11, · · · , Em1, · · · , E1n, · · · , Emn 为 V 的基, 则 A 在这组基下的矩阵表示为 QT ⊗

P (推导参见习题 9.3.5 (2)). 由 (Ei1j1 , Ei2j2) = tr (Ej1i1SEi2j2) =

0, j1 6= j2

si1i2 , j1 = j2

(其中 S =

(sij)m×m) 可知这组基的度量矩阵为 In ⊗S. 由定理 10.26(1) 知 A∗ 在这组基下的矩阵表示为

(In ⊗ S)−1 (QT ⊗ P
)H

(In ⊗ S) = Q⊗
(
S−1PHS

)
.

¬ A是酉变换 ⇐⇒ A∗ = A−1 ⇐⇒
(
QTQ

)
⊗
(
PS−1PHS

)
= I ⇐⇒

QTQ = λI

PS−1PHS =
1

λ
I

(其

中 λ ∈ C\{0}) ⇐⇒

QHQ = λI

PS−1PHS =
1

λ
I

(其中 λ ∈ C\{0}).

 A 是自伴变换 ⇐⇒ A∗ = A ⇐⇒

QT = λQ

P =
1

λ
S−1PHS

(其中 λ ∈ C\{0}) ⇐⇒

Q = λQH

P =
1

λ
S−1PHS

(其中 λ ∈ C\{0}).

® A 是斜自伴变换 ⇐⇒ A∗ = −A ⇐⇒

QT = −λQ

P =
1

λ
S−1PHS

(其中 λ ∈ C\{0}) ⇐⇒

Q = −λQH

P =
1

λ
S−1PHS

(其中 λ ∈ C\{0}).

¯ A 是规范变换 ⇐⇒ AA∗ = A∗A ⇐⇒

QHQ = QQH

PS−1PHS = S−1PHSP

.

习题 10.6.2 设 V 是 F 上的线性空间, charF 6= 2, ρ 是 V 上的双线性函数. 证明: 存在 V 上

的对称双线性函数 f 和反对称双线性函数 g, 使得 ρ = f + g, 并且 f, g 是唯一的.
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证明 设 f(x, y) =
ρ(x, y) + ρ(y, x)

2
, g(x, y) =

ρ(x, y)− ρ(y, x)

2
, 则 f, g 满足要求. 反过来, 若

ρ = f + g, 其中 f 是对称双线性函数, g 是反对称双线性函数, 则ρ(x, y) = f(x, y) + g(x, y),

ρ(y, x) = f(x, y)− g(x, y).

由此可知这种表达方式是唯一的.

习题 10.6.3 (1) 设 V 是 F 上的线性空间, ρ 是 V 上的非退化双线性函数. 证明: 对于任意

非零向量 α ∈ V , 存在 β ∈ V 使得 ρ(α, β) 6= 0 且 ρ(β, α) 6= 0.

证明 由 ρ 非退化, 对任意非零向量 α ∈ V , 存在 x, y ∈ V , 使得 ρ(α, x) 6= 0, ρ(y, α) 6= 0.

¬ 若 ρ(x, α) 6= 0 或 ρ(α, y) 6= 0, 则结论已成立.

 若 ρ(x, α) = ρ(α, y) = 0. 由

ρ(α, x+ y) = ρ(α, x) + ρ(α, y) = ρ(α, x) 6= 0,

ρ(x+ y, α) = ρ(x, α) + ρ(y, α) = ρ(y, α) 6= 0

可知 β = x+ y 满足要求.

习题 10.6.4 设 ρ 是线性空间 V 上的双线性函数. 证明下列两个叙述等价.

¬ 存在 f, g ∈ V ∗, 使得 ρ(α, β) = f(α)g(β).

 ∀αi, βi ∈ V ,

∣∣∣∣∣∣ρ(α1, β1) ρ(α1, β2)

ρ(α2, β1) ρ(α2, β2)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

证明 ¬ ⇒ : 代入 ρ(αi, βi) = f(αi)g(βi) (i = 1, 2) 直接计算可得该行列式为 0.

 ⇒ ¬: 不妨设 ρ 取值不恒为 0, 取 x, y ∈ V 使得 ρ(x, y) 6= 0. 则对任意 α, β ∈ V , 由∣∣∣∣∣∣ρ(α, β) ρ(α, y)

ρ(x, β) ρ(x, y)

∣∣∣∣∣∣ = 0 得 ρ(α, β) =
ρ(α, y)ρ(x, β)

ρ(x, y)
. 取 f(α) =

ρ(α, y)

ρ(x, y)
, g(β) = ρ(x, β) 即满足

要求.

习题 10.6.5 设 F 是二元域, α1,α2, · · · ,αm 是 Fn×1 中一组两两不同的向量. 证明:

(1) 若对于任意 i, j 都有 αT
i αj = 0, 则 m ⩽ 2b

n
2 c.

(2) 若对于任意 i, j 都有 αT
i αj = 1, 则 m ⩽ 2b

n−1
2 c.
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证明 (1) 设 A =
(
α1 · · · αm

)
∈ Fn×m. 因为 ATA = O, 由 Sylvester 秩不等式 (例 (4.9))

得

rank
(
AT)+ rank(A) ⩽ rank

(
ATA

)
+ n =⇒ r := rank(A) ⩽ n

2
.

再由 F 是二元域, m ⩽ | Span(α1, · · · ,αm)| = 2r, 结论得证.

(2) 当 n 是奇数时, 设 βi = 1 − αi, 其中 1 是全一向量, 则 β1, · · · ,βm 两两不同, 且

βT
i βj = 0, ∀i, j. 由 (1) 得 m ⩽ 2

n−1
2 . 当 n 是偶数时, 设 βi =

1 − ui, αi = (0,ui)

ui, αi = (1,ui)

, 则

β1, · · · ,βm ∈ F(n−1)×1 两两不同, 且 βT
i βj = 0, ∀i, j. 由 (1) 得 m ⩽ 2

n−2
2 .

习题 10.6.6 设 V =
(
F2n, ρ

)
是辛空间, 其中辛内积 ρ 在 F2n 的标准基下的矩阵表示 G = O In

−In O

. 研究 V 上的辛变换、自伴变换、斜自伴变换、规范变换的性质.

解 参考 GTM 135 第 277 页 Symplectic Geometry.
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3.1 矩阵的相似

1. f(A) 作用于 α 相当于 f(λ) 与 α 数乘.

2. 怎样用秩表示几何重数.

3. A 与 B 相似 =⇒ f(A) 与 f(B) 相似 (∀f ∈ F[x]). 【特别地, 加上或减去一个纯量

方阵也是一种多项式.】

4. 两两不同的特征值对应的特征向量线性无关.【两种证法: Vandermonde方阵/Lagrange

插值多项式.】

5. 用于相似的可逆方阵 P 的形状. 【这是后面多个重要证明的关键和灵感来源.】

6. “可相似对角化 ⇐⇒ 每个特征值的几何重数等于代数重数” 的证明. 【用计算秩的

方法表示几何重数这一相似不变量.】

7. f(A) 可逆当且仅当 f(x) 与 φA(x) 互素. 【如何表示 f(A) 的特征值.】

8. A 的特征值 λi 的几何重数不超过 λi 的代数重数的证明. 【用 rank(A − λiI)
k =

n− ni (∀k ⩾ ni).】

9. Cayley-Hamilton 定理的证明. 【算法流程描述/多项式技巧.】

10. 什么条件下

A C

O B

 与
A O

O B

 相似. 【如何把矩阵方程 AX −XB = C 表示

为线性方程组形式并构造相似？按列向量进行分块乘法.】

11. 相似准对角/分块对角化.

12. dA 整除 φA 且包含 φA 的所有根 =⇒ φA | dnA.

13. 准对角方阵的最小多项式. 【后面经常用.】

14. 为什么友方阵的最小多项式等于特征多项式？【Ak (k = 0, 1, · · · , n− 1) 的第一列线

性无关.】

15. 设 A ∈ Fn×n 的所有特征值都属于 F, 则 A 可以在 F 上相似于对角方阵 ⇐⇒ dA(x)

154
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无重根.

16. 化零多项式或特征多项式无重根 =⇒ 最小多项式无重根.

17. 置换方阵可在 C 上相似对角化. 【最小多项式无重根.】

18. 特征多项式和最小多项式都相等 6=⇒ 两个矩阵相似. 【利用 Jordan 块以及准对角

方阵的最小多项式分别构造满足特征多项式与最小多项式相等条件的矩阵.】

19.
(
α Aα · · · Ak−1α

)
列满秩, 其中 k = deg (dA,α). 【注意这提供了一种求 dA,α 的

算法; 若 dA,α = φA, 则该列向量组是 Fn 的一组基.】

20. 存在 α 使得 dA,α = dA. 【类似中国剩余定理的证明.】

21. dA = φA =⇒ A 与 φA 的友方阵相似. 【如何构造相似的方阵？】

22. AB = BA 且 dA = φA =⇒ ∃f ∈ F[x] s.t. B = f(A). 【先设出来再证明是想要的.】

23. dA = φA, g = gcd (dA, f) =⇒ rank(f(A)) = n− deg(g). 【把 f(A) 的零空间的元素

用 r(A)α的形式表示, 然后发现 r(x)必须是 h(x)的倍式, 而 r(x)本身次数又不超过 n−1.】

24. Jordan 块满足 dA = φA. 【作为特例, Jn(0) 与 xn 的友方阵即 Jn(0)
T 相似.】

25. 为什么有 Jordan .标 .准 .形？【相似不变量.】

26. 如何从 Jordan标准形读取代数重数、几何重数、dA = φA的等价条件、rank (A− λiI)
k

等信息？“rank(A − λI) = n − 1 =⇒ A 的 Jordan 标准形即 Jn(λ)” 有何用处？【参考习题

6.2.3 证明中用到的引理.】

27. 复数方阵与自身转置相似的证明. 【用 “掉头 (中心对称)” 方阵相似. 如何由此推出

实方阵的情形？】

28. 可逆复数方阵可开方的证明. 【缺少 “可逆” 或 “复数” 时的反例.】

29. A与 B 在 F上相似 ⇐⇒ xI−A与 xI−B 在 F[x]上模相抵. 【多项式技巧体现在

xj 前系数的比对; 先构造出 AX = XB, 再证明 X 可逆 (可记住 X−1 的形式与 X “对偶”).】

30. 有理标准形. 【这个定理需要反复品读！】

31. 设 A ∈ Fm×m, B ∈ Fn×n.若 xI−B 与 diag(f1, · · · , fn)在 F[x]上模相抵, 则 I⊗A−

B ⊗ I 与 diag(f1(A), · · · , fn(A)) 在 F 上相抵. 【问题可能以求秩的形式出现.】

32. n 阶秩一方阵迹不等于 0, 则它相似于 E1n.

33. 同阶方阵乘积交换不改变特征多项式.

34. 幂等方阵在扩域上一定可以相似对角化. 【化零多项式无重根 =⇒ 最小多项式无

重根.】

35. 任意 A ∈ Fn×n 可以在 F 上相似于 Hessenberg 方阵. 【用有理标准形立即得到.】

36. 求所有与 A2 相似的复数方阵 A. 【需要另一道习题作为引理.】
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37. deg(dA) ⩽ rank(A) + 1. 【求 A 的最小多项式即求 A 的 Jordan 标准形的最小多项

式. 而 A 的 Jordan 标准形中 0 的几何重数为 n − rank(A), 因此在取这些 Jordan 块的最小

多项式的最小公倍式时 x 的幂次至少减少 n− rank(A)− 1. A 可用 λI − A 代替.】

38. gcd (dA,α, dA,β) = 1 =⇒ dA,α+β = dA,αdA,β. 【证明互相整除.】

3.2 正交方阵与酉方阵

1. 正交变换保向量范数和内积. 【证明逆命题用 “一生二”.】

2. 二阶正交方阵有 2 种, 不要只记得其一！【先固定第一个列向量.】

3. 正交方阵特征值模为 1, 实特征值只可能为 ±1. 虚特征值对应特征向量的 “实部” 与

“虚部” 向量正交且模相等. 【将 λ 设为 cos θ + i sin θ 的形式.】

4. 若 λ = ±1是正交方阵 P 的特征值,则存在单位实向量 α为 λ对应的特征向量.【利

用 λ ∈ R 进行实虚部对应并做标准化.】

5. Givens 方阵 Gij(θ) 的性质: ¬ det(Gij(θ)) = 1. 【旋转.】 rank(Gij(θ)− I) ∈ {0, 2}.

® Gij(θ) 可相似对角化. 【即说明

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

(其特征值为 cos θ ± i sin θ) 可相似对角

化.】

6. Householder 方阵 Hv 的性质: ¬ det(Hv) = −1. 【镜面反射.】 rank(Hv − I) = 1.

【Sylvester 行列式恒等式.】® Hv 可相似对角化. 【即说明秩一方阵 vvT 可相似对角化, 由

习题 5.1.11 (2) 即等价于 tr
(
vvT) 6= 0 即 tr

(
vTv

)
6= 0 即 v 6= 0.】

7. QR分解: ¬对矩阵的要求？在何种情况下有唯一性？唯一性如何证明？【正交的上

三角方阵长什么样？】®左乘 Givens方阵算法: 无法保证 R对角元非负. ¯左乘 Householder

方阵算法: 能保证 R 对角元都非负.v 如何构造？【几何意义: 始末之差.】注意对子矩阵的处

理方式. ° 对列向量处理时, Givens 方阵是逐个清零, Householder 方阵则一步到位. 【故允

许直接对子矩阵操作.】± Gram–Schmidt 标准正交化的待定系数法具体操作、Q 与 R 的构

造结果、怎样把 βk 写成矩阵作用于 αk 的形式.

8. Hadamard 不等式的证明 (为何需要分是否可逆讨论而不能直接 QR 分解？)、取等

条件. 达到 Hadamard 界的例子: H0 =
(
1
)
, Hk+1 =

 Hk Hk

−Hk Hk

 (k ∈ N).

9. 实方阵正交相似于准上三角方阵的形状、证明方法、推论 (正交方阵、对称实方阵、

反对称实方阵、规范方阵).

10. 二阶规范实方阵的两种形状.
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11. 实方阵

A1 A2

O A3

 规范 =⇒ A1, A3 规范. 【先证 A2 = O.】

12. 奇异值分解的证明.

13. 矩阵范数与最大奇异值的关系. 【联想单位圆到椭圆的线性变换.】

14. Moore–Penrose 广义逆的构造与唯一性. 【Penrose 等式.】

15. 复数对称方阵不能相似对角化的例子:

1 i

i −1

.

16. 规范方阵可酉相似对角化.借助这一点可以规范实方阵的许多证明在 C上进行简化.

17. 不与自身转置正交相似的实方阵:


0 1 0

0 0 2

0 0 0

. 【必须从 3 阶开始找.】

18. A 是 n 阶规范方阵 ⇐⇒ ‖Aα‖ = ‖AHα‖ (∀α ∈ Cn×1).

19. 奇数阶正交方阵的行列式必为其特征值.

3.3 内积空间

1. 设 V = Rn×n, 内积 ρ(X,Y ) = tr
(
XTY

)
. 设 X =


x1 · · · xn

... . . . ...

xn2−n+1 · · · xn2

 , Y =


y1 · · · yn
... . . . ...

yn2−n+1 · · · yn2

, 则 ρ(X,Y ) =
n∑

i=1

xiyi.

2. n 阶 Hilbert 矩阵是正定的. 【V = Rn[x], ρ(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x) dx 在 V 的基

1, x, x2, · · · , xn−1 下的度量矩阵 G =

(
1

i+ j − 1

)
1⩽i,j⩽n

.】

3. 方阵 G = ((i+ j − 2)!)1⩽i,j⩽n 正定. 【V = Rn[x], ρ(f, g) =
∫ +∞

0

f(x)g(x) e−x dx 在

V 的基 1, x, x2, · · · , xn−1 下的度量矩阵.】

4. 设 G1, G2 分别是 ρ 在 V 的基 S1, S2 下的度量矩阵, P 是从 S1 到 S2 的过渡矩阵, 则

G2 = PTG1P . 【¬ 推论: 若 S1, S2 都是 V 的标准正交基, 则 P 为正交方阵.  用途: 给定

度量矩阵找对应的基.】

5. Rn 上 p 范数在 p ⩾ 1 且 p 6= 2 时不为任何内积导出. 【若某范数由内积诱导, 则该

范数需满足平行四边形法则: ‖α+ β‖2 + ‖α− β‖2 = 2‖α‖2 + 2‖β‖2.】0 < p < 1 时不是范数.
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【‖e1 + e2‖p = 2
1
p > 2 = ‖e1‖p + ‖e2‖p.】
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