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第一章 欧氏空间

§1.1 向量运算、欧氏变换、向量分析、向量场和微分 1-形式

题 1 设 v1,v2,v3 ∈ R3. 证明:

v1 ∧ (v2 ∧ v3) = 〈v1,v3〉v2 − 〈v1,v2〉v3.

证明 ¬ 若 v2 与 v3 共线, 则易知两边均为 0, 等式成立.

 若 v2 与 v3 不共线, 由 v1 ∧ (v2 ∧ v3) 与 v2 ∧ v3 垂直知 v1 ∧ (v2 ∧ v3) 可由 v2 与 v3 线性表出, 设

v1 ∧ (v2 ∧ v3) = λv2 + µv3. 由 v1 ∧ (v2 ∧ v3) 与 v1 垂直知 〈v1, λv2 + µv3〉 = λ 〈v1,v2〉+ µ 〈v1,v3〉 = 0. 因

此可设 λ = ω 〈v1,v3〉, µ = −ω 〈v1,v2〉, 其中 ω ∈ R. 取 R3 的一组标准正交基 {e1, e2, e3} 使得

v1 = a11e1 + a12e2 + a13e3, v2 = a22e2 + a23e3, v3 = a33e3.

将其代入

v1 ∧ (v2 ∧ v3) = ω (〈v1,v3〉v2 − 〈v1,v2〉v3)

得

(a11e1 + a12e2 + a13e3) ∧ (a22a33e1) = ω (a13a22a33e2 − a12a22a33e3) ,

即

a13a22a33e2 − a12a22a33e3 = ω (a13a22a33e2 − a12a22a33e3) ,

因此 ω = 1. 这就证明了原式.

题 2 设 v1,v2,v3,v4 ∈ R3. 证明 Lagrange 恒等式:

〈v1 ∧ v2,v3 ∧ v4〉 = 〈v1,v3〉 〈v2,v4〉 − 〈v1,v4〉 〈v2,v3〉 .

证明 由混合积的轮换对称性,

〈v1 ∧ v2,v3 ∧ v4〉 = (v1 ∧ v2,v3,v4) = (v3,v4,v1 ∧ v2) = 〈v3,v4 ∧ (v1 ∧ v2)〉 .

再利用题 1 结论可进一步化为

〈v3,v4 ∧ (v1 ∧ v2)〉 = 〈v3, 〈v4,v2〉v1 − 〈v4,v1〉v2〉 = 〈v1,v3〉 〈v2,v4〉 − 〈v1,v4〉 〈v2,v3〉 .

题 3 证明: R3 中任一微分 1-形式 ϕ 都可表成 ϕ =
3∑

i=1

ϕ(ui) dxi.

证明 任取 p ∈ R3, 对任意 vp ∈ TpR3, 设 vp =
3∑

i=1

vipui(p), 则

ϕ(vp) = ϕ

(
3∑

i=1

vipui(p)

)
=

3∑
i=1

vipϕ(ui(p)) =
3∑

i=1

ϕ(ui)(p) dxi(vp) =
3∑

i=1

ϕ(ui) dxi(vp).

题 4 设 a(t) 是向量值函数, 证明:
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(1) |a| = 常数当且仅当 〈a(t),a′(t)〉 = 0;

(2) a(t) 的方向不变当且仅当 a(t) ∧ a′(t) = 0.

证明 (1) |a| =常数 ⇐⇒ 〈a,a〉 =常数 ⇐⇒ d
dt 〈a,a〉 = 0 ⇐⇒ 〈a(t),a′(t)〉 = 0.

(2) ⇒: 若 a(t) 方向不变, 则存在常向量 v 与可微函数 f , 使得 a(t) = f(t)v. 由 a′(t) = f ′(t)v 得

a(t) ∧ a′(t) = f(t)f ′(t)v ∧ v = 0.

⇐: 若 a = 0 则结论平凡, 下设 a 6= 0. 设 b(t) =
a(t)

|a(t)|
, 则由 |b(t)| ≡ 1 得 〈b(t), b′(t)〉 = 0. 设

f(t) = |a(t)|, 则 a(t) = f(t)b(t), a′(t) = f ′(t)b(t) + f(t)b′(t). 由

0 = a(t) ∧ a′(t) = (f(t))2b(t) ∧ b′(t)

及 (f(t))2 = |a(t)|2 > 0 得 b(t) 与 b′(t) 共线, 即存在 λ ∈ R, 使得 b′(t) = λb(t). 于是

0 = 〈b(t), b′(t)〉 = λ 〈b(t), b(t)〉 = λ,

故 b′(t) ≡ 0, 即 b 是常向量, a(t) 方向不变.

题 5 设 T 是 E3 的一个合同变换, v 与 w 是 E3 的两个向量, 求 (T v) ∧ (T w) 与 T (v ∧w) 的关系.

解 设 T : X 7→ XT + P , 其中 T 是正交方阵, 则 (T v) ∧ (T w) = det(T )T (v ∧w).

不妨设 v 与 w 不共线. 于是存在 u ∈ E3, 使得方阵 A =


v

w

u

 可逆, 则

A−1 =
1

det(A)

(
∗ ∗ (v ∧w)T

)
,

T−1A−1 = (AT )−1 =
1

det(A) det(T )

(
∗ ∗ ((vT ) ∧ (wT ))

T
)
.

将第一式两边左乘 T−1 并与第二式比较就得到

T−1 (v ∧w)
T
=

1

det(T ) ((vT ) ∧ (wT ))
T
,

两边取转置即

(v ∧w)T =
1

det(T )(vT ) ∧ (wT ).

故

(T v) ∧ (T w) = det(T )T (v ∧w).

§1.2 欧氏空间上的微分形式和外微分运算

题 6 设 f, g ∈ C∞(R3), h ∈ C∞(R). 验证如下性质:

(1) d(f + g) = df + dg.

(2) d(fg) = f dg + g df .

(3) d(h(f)) = h′(f) df .
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证明 (1) d(f + g) =
3∑

i=1

∂(f + g)

∂xi
dxi =

3∑
i=1

∂f

∂xi
dxi +

3∑
i=1

∂g

∂xi
dxi = df + dg.

(2) 我们有

d(fg) =
3∑

i=1

∂(fg)

∂xi
dxi =

3∑
i=1

(
f
∂g

∂xi
+ g

∂f

∂xi

)
dxi = f

3∑
i=1

∂g

∂xi
dxi + g

3∑
i=1

∂f

∂xi
dxi = f dg + g df.

(3) d(h(f)) =
3∑

i=1

∂h(f)

∂xi
dxi =

3∑
i=1

h′(f)
∂f

∂xi
dxi = h′(f)

3∑
i=1

∂f

∂xi
dxi = h′(f) df .

题 7 证明: R3 中任一微分 3-形式 η 都可表成 η = η(u1,u2,u3) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

证明 任取 p ∈ R3, 对任意 (rp, sp, tp) ∈ R3
p × R3

p × R3
p, 设 rp =

3∑
i=1

ripui(p), sp =
3∑

i=1

sipui(p), tp =

3∑
i=1

tipui(p), 则

η (rp, sp, tp) = η

(
3∑

i=1

ripui(p),
3∑

j=1

sjpuj(p),
3∑

k=1

tkpuk(p)

)
=
∑
i,j,k

rips
j
pt

k
pη(ui(p),uj(p),uk(p))

=
∑
i,j,k

η(ui(p),uj(p),uk(p)) dxi(rp) dxj(sp) dxk(tp)

=
∑

i<j<k

η(ui(p),uj(p),uk(p)) dxi ∧ dxj ∧ dxk(rp, sp, tp)

= η(u1(p),u2(p),u3(p)) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3(rp, sp, tp).

题 8 证明: 对任一 ϕ ∈ Ωk
(
R3
)
都有 d2ϕ = 0, 其中 Ωk

(
R3
)
:= {R3上的所有光滑 k-形式}.

证明 只需证 k = 0, 1 的情形.

¬ 若 ϕ ∈ Ω0
(
R3
)
, 即 ϕ ∈ C∞ (R3

)
, 则

d(dϕ) = d
(

3∑
i=1

∂ϕ

∂xi
dxi
)

=
3∑

i=1

d
(
∂ϕ

∂xi

)
∧ dxi =

3∑
i=1

(
3∑

j=1

∂2ϕ

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

)
.

因为
∂2ϕ

∂xj∂xi
=

∂2ϕ

∂xi∂xj
且 dxj ∧ dxi, 所以

d(dϕ) =
∑
i<j

(
∂2ϕ

∂xi∂xj
− ∂2ϕ

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0.

 若 ϕ ∈ Ω1
(
R3
)
. 先考虑 ϕ = ϕ(u1) dx1, 有

d(dϕ) = d
(
dϕ(u1) ∧ dx1

)
= d

(
3∑

i=1

∂ϕ(u1)

∂xi
dxi ∧ dx1

)

= d
(
∂ϕ(u1)

∂x2
dx2 ∧ dx1 + ∂ϕ(u1)

∂x3
dx3 ∧ dx1

)
=
∂2ϕ(u1)

∂x3∂x2
dx3 ∧ dx2 ∧ dx1 + ∂2ϕ(u1)

∂x2∂x3
dx2 ∧ dx3 ∧ dx1

= 0.

同理, 对 ϕ = ϕ(ui) dxi (i = 2, 3) 也有 d2ϕ = 0. 因此由线性性即得 d2ϕ = 0, ∀ϕ ∈ Ω1
(
R3
)
.
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题 9 设 f, g ∈ Ω0
(
R3
)
, ϕ, ψ ∈ Ω1

(
R3
)
. 证明:

(1) d(fg) = f dg + g df .

(2) d(fϕ) = df ∧ ϕ+ f dϕ.

(3) d(ϕ ∧ ψ) = dϕ ∧ ψ − ϕ ∧ dψ.

证明 (1) 此即题 6 (2).

(2) 设 ϕ =

3∑
i=1

ϕ(ui) dxi, 则

d(fϕ) =
3∑

i=1

d(fϕ(ui)) ∧ dxi =
3∑

i=1

3∑
j=1

∂(fϕ(ui))

∂xj
dxj ∧ dxi =

3∑
i=1

3∑
j=1

(
∂f

∂xj
ϕ(ui) + f

∂ϕ(ui)

∂xj

)
dxj ∧ dxi

=
3∑

i=1

3∑
j=1

ϕ(ui)
∂f

∂xj
dxj ∧ dxi + f

3∑
i=1

3∑
j=1

∂ϕ(ui)

∂xj
dxj ∧ dxi = df ∧ ϕ+ f dϕ.

(3) 设 ϕ =
3∑

i=1

ϕ(ui) dxi, ψ =
3∑

j=1

ψ(uj) dxj , 则

d(ϕ ∧ ψ) = d
(

3∑
i=1

3∑
j=1

ϕ(ui)ψ(uj) dxi ∧ dxj
)

=
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

∂ (ϕ(ui)ψ(uj))

∂xk
dxk ∧ dxi ∧ dxj

=
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

(
∂ϕ(ui)

∂xk
ψ(uj) + ϕ(ui)

∂ψ(uj)

∂xk

)
dxk ∧ dxi ∧ dxj

=
3∑

i=1

3∑
k=1

3∑
j=1

∂ϕ(ui)

∂xk
ψ(uj) dxk ∧ dxi ∧ dxj −

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ϕ(ui)
∂ψ(uj)

∂xk
dxi ∧ dxk ∧ dxj

= dϕ ∧ ψ − ϕ ∧ dψ.

题 10 设 ϕi =
3∑

j=1

fij dxj (i = 1, 2, 3) 是 3 个 1-形式. 证明:

ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3 = det


f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

证明 用 τ(j1, j2, j3) 表示 (1, 2, 3) 的排列 (j1, j2, j3) 的逆序数, 则

ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3 =
∑

j1,j2,j3

f1j1f2j2f3j3 dxj1 ∧ dxj2 ∧ dxj3 =
∑

(j1,j2,j3)∈S3

(−1)τ(j1,j2,j3)f1j1f2j2f3j3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

由行列式定义,

∑
(j1,j2,j3)∈S3

(−1)τ(j1,j2,j3)f1j1f2j2f3j3 = det


f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 .

故结论得证.
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第二章 曲线的局部理论

§2.1 平面曲线

题 11 设曲线 C 在极坐标 (r, θ) 下的表示为 r = f(θ), 证明: 曲线 C 的曲率表达式为

κ(θ) =

f2(θ) + 2

(
df
dθ

)2

− f(θ)
d2f

dθ2[
f2(θ) +

(
df
dθ

)2
] 3

2

.

证明 曲线 C 在 E2 的正交标架下以 θ 为参数的表示为 r(θ) = (x(θ), y(θ)) = (f(θ) cos θ, f(θ) sin θ). 由

r′(θ) = (f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ, f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ) ,

r′′(θ) = (f ′′(θ) cos θ − 2f ′(θ) sin θ − f(θ) cos θ, f ′′(θ) sin θ + 2f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ)

即得曲线 C 的曲率表达式

κ(θ) =
x′(θ)y′′(θ)− x′′(θ)y′(θ)[

(x′)
2
+ (y′)

2
] 3

2

=

f2(θ) + 2

(
df
dθ

)2

− f(θ)
d2f

dθ2[
f2(θ) +

(
df
dθ

)2
] 3

2

.

§2.2 空间曲线

题 12 证明: E3 的正则曲线 r(t) 的曲率和挠率分别为

κ(t) =
|r′ ∧ r′′|
|r′|3

, τ(t) =
(r′, r′′, r′′′)

|r′ ∧ r′′|2
.

证明 对弧长参数 s 与一般参数 t, 有

r′(t) = ṙ(s)
ds
dt ,

r′′(t) = ṙ(s)
d2s

dt2 + r̈(s)

(
ds
dt

)2

,

r′′′(t) = ṙ(s)
d3s

dt3 + 3r̈(s)
ds
dt

d2s

dt2 +
...
r (s)

(
ds
dt

)3

.

由 ṙ(s) ∧ r̈(s) = t(s) ∧ κn(s) = κb(s) 知 |ṙ(s) ∧ r̈(s)| = κ. 又有

|r′(t)| = |ṙ(s)| ·
∣∣∣∣dsdt

∣∣∣∣ = ds
dt ,

|r′(t) ∧ r′′(t)| =
(

ds
dt

)3

|ṙ(s) ∧ r̈(s)| = κ

(
ds
dt

)3

,

(r′(t), r′′(t), r′′′(t)) =

(
ds
dt

)6

(ṙ(s), r̈(s),
...
r (s)) .

于是

κ(t) =
|r′ ∧ r′′|
|r′|3

, τ(t) =
(r′, r′′, r′′′)

|r′ ∧ r′′|2
.
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题 13 设曲线

r(t) =



(
e− 1

t2 , t, 0
)
, t < 0,

(0, 0, 0), t = 0,(
0, t, e− 1

t2

)
, t > 0.

(1) 证明: r(t) 是一条正则曲线, 且在 t = 0 处曲率 κ = 0;

(2) 求 r(t) (t 6= 0 时) 的 Frenet 标架, 并讨论 t→ 0 时 Frenet 标架的极限.

解 (1) 定义函数 f(x) =

e− 1
x2 , x 6= 0,

0, x = 0.

观察可知, 当 x 6= 0 时, f(x) 有任意阶导数:

f (n)(x) = Pn

(
1

x

)
· e− 1

x2 , n = 1, 2, · · · ,

其中 Pn(z) 是 3n 次整系数多项式. 由

f(x)− f(0)

x− 0
=

1
x

e 1
x2

→ 0, x→ 0

知 f ′(0) = 0. 再假设 f(x) 在 x = 0 处直至 n 阶导数都为 0. 则

f (n)(x)− f (n)(0)

x− 0
=

1
x
Pn

(
1
x

)
e 1

x2

→ 0, x→ 0,

即 f (n+1)(0) = 0. 故由数学归纳法可知 f(x) 在 x = 0 处各阶导数均为 0. 于是 f ∈ C∞(R), 由此可知曲线

r(t) 的每个分量都是 C∞ 函数. 又

r′(t) =



(
2

t3
e− 1

t2 , 1, 0

)
, t < 0,

(0, 1, 0), t = 0,(
0, 1,

2

t3
e− 1

t2

)
, t > 0,

因此 |r′(t)| 6= 0, ∀t. 故 r(t) 是一条正则曲线. 从而 r(t) 的曲率函数也是 C∞ 函数. 当 t < 0 时,

r′′(t) =

((
4

t6
− 6

t4

)
e− 1

t2 , 0, 0

)
,

因此当 t < 0 时, 曲率

κ(t) =
|r′ ∧ r′′|
|r′|3

=
|6t2 − 4| e− 1

t2

t6
(
1 + 4

t6
e− 2

t2

) 3
2

.

由 κ(t) 的光滑性即得

κ(0) = lim
t→0−

κ(t) = lim
t→0−

|6t2 − 4| e− 1
t2

t6
(
1 + 4

t6
e− 2

t2

) 3
2

= lim
t→0−

|6t2 − 4| ·
1
t6

e
1
t2(

1 +
4
t6

e
2
t2

) 3
2

= 0.

(2) 当 t 6= 0 时,

t(t) =
r′(t)

|r′(t)|
=



 2
t3

e− 1
t2»

1 + 4
t6

e− 2
t2

,
1»

1 + 4
t6

e− 2
t2

, 0

 , t < 0,0,
1»

1 + 4
t6

e− 2
t2

,
2
t3

e− 1
t2»

1 + 4
t6

e− 2
t2

 , t > 0.
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b(t) =
r′(t) ∧ r′′(t)

|r′(t) ∧ r′′(t)|
=


(
0, 0,

6
t4
− 4

t6∣∣ 6
t4
− 4

t6

∣∣
)
, t < 0,( 4

t6
− 6

t4∣∣ 4
t6
− 6

t4

∣∣ , 0, 0
)
, t > 0

=

sgn
(
6t2 − 4

)
(0, 0, 1) , t < 0,

sgn
(
4− 6t2

)
(1, 0, 0) , t > 0.

n(t) = b(t) ∧ t(t) =


sgn (6t2 − 4)»
1 + 4

t6
e− 2

t2

(
−1,

2

t3
e− 1

t2 , 0

)
, t < 0,

sgn (6t2 − 4)»
1 + 4

t6
e− 2

t2

(
0,

2

t3
e− 1

t2 ,−1

)
, t > 0.

当 t→ 0 时, sgn
(
6t2 − 4

)
= −1. 因此

lim
t→0−

t(t) = (0, 1, 0) = lim
t→0+

t(t),

lim
t→0−

b(t) = (0, 0,−1), lim
t→0+

b(t) = (1, 0, 0),

lim
t→0−

n(t) = (1, 0, 0), lim
t→0+

n(t) = (0, 0, 1).

故 r(t) 的 Frenet 标架在 t→ 0− 和 t→ 0+ 时极限不相等.

题 14 设弧长参数曲线 r(s) 的曲率 κ > 0, 挠率 τ > 0, b(s) 是 C 的副法向量, 定义曲线 ‹C:
r̃(s) =

∫ s

0

b(u) du.

(1) 证明: s 是曲线 ‹C 的弧长参数且 κ̃ = τ , τ̃ = κ;

(2) 求 ‹C 的 Frenet 标架.

证明 因为 |r̃′(s)| = |b(s)| = 1, 所以 s 是曲线 ‹C 的弧长参数. 因为

r̃′(s) = b(s), r̃′′(s) = b′(s) = −τ(s)n(s),

所以

κ̃(s) = |r̃′′(s)| = | − τ(s)| = τ(s).

又曲线 ‹C 的单位切向量为 b(s), 主法向量为 −n(s), 所以它的副法向量为

b(s) ∧ (−n(s)) = t(s).

即 ‹C 的 Frenet 标架为 {r̃(s); b(s),−n(s), t(s)}. 故 ‹C 的挠率
τ̃ =
¨
ñ′(s), b̃(s)

∂
= 〈−ṅ(s), t(s)〉 = 〈κ(s)t(s)− τb(s), t(s)〉 = κ(s).

题 15 给定曲线 r(s), 它的曲率和挠率分别是 κ, τ ; r(s) 的单位切向量 t(s) 可视作单位球面 S2 上的一条

曲线, 称为曲线 r(s) 的切线像. 证明: 曲线 r̃(s) = t(s) 的曲率、挠率分别为

κ̃ =

…
1 +

(τ
κ

)2
, τ̃ =

d
ds

(τ
κ

)
κ

[
1 +

(τ
κ

)2] .
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证明 由 Frenet 公式,

r̃′(s) = ṫ(s) = κ(s)n(s),

r̃′′(s) = κ̇(s)n(s) + κ(s)ṅ(s) = κ̇(s)n(s) + κ(s) [−κ(s)t(s) + τ(s)b(s)] = −κ2t+ κ̇n+ κτb,

r̃′′′(s) = −2κκ̇t− κ2ṫ+ κ̈n+ κ̇ṅ+ κ̇τb+ κτ̇b+ κτ ḃ = −3κκ̇t+
(
κ̈− κ3 − κτ 2

)
n+ (2κ̇τ + κτ̇) b.

于是

r̃′(s) ∧ r̃′′(s) = κ2τt+ κ3b, |r̃′(s) ∧ r̃′′(s)| =
√
κ6 + κ4τ 2.

从而曲线 r̃(s) 的曲率

κ̃(s) =
|r̃′(s) ∧ r̃′′(s)|

|r̃′(s)|3
=

√
κ6 + κ4τ 2

κ3
=

…
1 +

(τ
κ

)2
.

又

(r̃′(s), r̃′′(s), r̃′′′(s)) = κ4τ̇ − κ3κ̇τ,

所以曲线 r̃(s) 的挠率

τ̃(s) =
(r̃′(s), r̃′′(s), r̃′′′(s))

|r̃′(s) ∧ r̃′′(s)|2
=
κ4τ̇ − κ3κ̇τ

κ6 + κ4τ 2
=

κτ̇ − κ̇τ

κ3 + κτ 2
=

d
ds

(τ
κ

)
κ

[
1 +

(τ
κ

)2] .

题 16 求满足 τ = cκ (c 为常数, κ > 0) 的曲线.

解 由 Frenet 公式, 
ṫ(s)

ṅ(s)

ḃ(s)

 =


κ

−κ τ

−τ




t(s)

n(s)

b(s)

 .

作换元 t(s) =

∫ s

0

κ(u) du, 则 dt = κ(s) ds, 从而


t′(t)

n′(t)

b′(t)

 =


1

−1 c

−c




t(t)

n(t)

b(t)

 .

由此可知

n′′(t) = −t′(t) + cb′(t) = −(c2 + 1)n(t).

令 ω =
√
1 + c2, 则

n(t) = cosωtv1 + sinωtv2,

其中 v1,v2 为常向量. 进而由 t′(t) = n(t) 可解得

t(t) =
1

ω
(sinωtv1 − cosωtv2 + cv3) ,

其中 v3 为常向量. 于是再由 b′(t) = −cn(t) 可解得

b(t) = − c

ω
(sinωtv1 − cosωtv2) +

1

ω
v3.
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于是 
t(0)

n(0)

b(0)

 =


− 1

ω

c

ω

1
c

ω

1

ω


︸ ︷︷ ︸

P


v1

v2

v3

 .

注意到 det(P ) = 1 + c2

ω2
= 1, 所以为使 {t(0),n(0), b(0)} 是单位正交右手系, 只需选取 {v1,v2,v3} 为单位

正交右手系. 由 r′(t) = t(t) 可得曲线方程

r(t) =
1

ω

(∫ s

0

sinωt(u) duv1 −
∫ s

0

cosωt(u) duv2 + csv3

)
+ v4

=
1

ω

[∫ s

0

sin
(√

1 + c2
∫ u

0

κ(t) dt
)

duv1 −
∫ s

0

cos
(√

1 + c2
∫ u

0

κ(t) dt
)

duv2 + csv3

]
+ v4,

其中 v4 为常向量.

题 17 证明: 曲线 r(t) =
(
t+

√
3 sin t, 2 cos t,

√
3t− sin t

)
与曲线 r̃(t) =

(
2 cos t

2
, 2 sin t

2
,−t

)
是合同的.

证明 曲线 r̃(t) =

(
2 cos t

2
, 2 sin t

2
,−t

)
是圆柱螺旋线, 作换元 u =

t

2
可得 r̃(u) = (2 cosu, 2 sinu,−2u).

由例 (3.2) 知其曲率 κ2 ≡
1

4
, 挠率 τ2 ≡ −1

4
. 而

r′(t) =
(
1 +

√
3 cos t,−2 sin t,

√
3− cos t

)
,

r′′(t) =
(
−
√
3 sin t,−2 cos t, sin t

)
,

r′′′(t) =
(
−
√
3 cos t, 2 sin t, cos t

)
,

r′(t) ∧ r′′(t) =
(
2
√
3 cos t− 2,−4 sin t,−2 cos t− 2

√
3
)
,

(r′, r′′, r′′′) = 〈r′′′, r′ ∧ r′′〉 = −8,

故曲线 r(t) 的曲率

κ1(t) =
|r′ ∧ r′′|
|r′|3

=
4
√
2

16
√
2
=

1

4
,

挠率

τ1(t) =
(r′, r′′, r′′′)

|r′ ∧ r′′|2
=

−8

32
= −1

4
.

因此 κ1 ≡ κ2, τ1 ≡ τ2. 由曲线论基本定理得两曲线合同.

第三章 曲面的局部理论

§3.1 正则曲面、第一基本形式、Gauss 曲率、法曲率、第二基本形式

题 18 求 xy 平面的曲线 r(t) = (x(t), y(t)), 沿 E3 的常方向 a 平行移动所得的曲面的参数表示式.

解 所得曲面参数表示为 r̃(u, v) = (x(u), y(u), 0) + va.

题 19 证明: 曲面 F
(y
x
,
z

x

)
= 0 的任意切平面过原点.
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证明 曲面 F
(y
x
,
z

x

)
= 0 在其上一点 P0(x0, y0, z0) 处切平面方程为

〈(∇F )P0
, (x− x0, y − y0, z − z0)〉 = 0.

代入

∇F =

(
−F1

y

x2
− F2

z

x2
,
F1

x
,
F2

x

)
化简即得 P0 处切平面方程

(F1y0 + F2z0)z − F1x0y − F2x0z = 0,

可见其过原点.

题 20 设曲面 S 与平面 Π 相交于点 P , 且 S 位于 Π 的同一侧, 证明: Π 是曲面 S 在点 P 的切平面.

证明 设曲面 S 的参数表示为 r = r(u, v), P = r(u0, v0). 取平面 Π 的单位法向量 nΠ , 其方向指向曲面 S

一侧. 考虑曲面 S 上点到平面 Π 的高度函数

h(u, v) = 〈r(u, v)− r(u0, v0),nΠ〉 ,

它在 (u0, v0) 处有极小值, 因此

hu(u0, v0) = 〈ru(u0, v0),nΠ〉 = 0,

hv(u0, v0) = 〈rv(u0, v0),nΠ〉 = 0.

这说明 nΠ 与 ru(u0, v0) ∧ rv(u0, v0) 平行, 故 Π 是曲面 S 在点 P 的切平面.

题 21 求曲面 z = f(x, y) 的第一基本形式.

解 该曲面以 x, y 为参数的表示为 r(x, y) = (x, y, f(x, y)). 则由

rx = (1, 0, fx), ry = (0, 1, fy)

可得

E = 〈rx, rx〉 = 1 + f2
x , F = 〈rx, ry〉 = fxfy, G = 〈ry, ry〉 = 1 + f2

y .

故该曲面的第一基本形式为

I =
(
1 + f2

x

)
dx⊗ dx+ fxfy (dx⊗ dy + dy ⊗ dx) +

(
1 + f2

y

)
dy ⊗ dy.

题 22 使 F = 〈ru, rv〉 = 0 的参数 (u, v) 称为曲面的正交参数系. 给定一个曲面 S 以及它的一个参数表示

r = r(u, v), 证明: 对曲面 S 上任一点 P0 = P (u0, v0), 存在 P0 的邻域 D 以及 D 的新参数 (s, t), 使得

(s, t) 是曲面 S 的正交参数系.

证明 先证明一个比正交参数系的存在性更一般的引理.

引理 设 a(u, v) 与 b(u, v) 是正则参数曲面 S : r = r(u, v) 上两个处处线性无关的光滑向量场, 则对曲面

S 上任意一点 P , 存在 P 的邻域 U 及其上的新参数化 r̃ = r̃ (ũ, ṽ), 使得 r̃ũ, r̃v 分别与 a, b 平行.
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【引理的证明: 设 a(u, v) = a1(u, v)ru + a2(u, v)rv,

b(u, v) = b1(u, v)ru + b2(u, v)rv,

则由 a(u, v) 与 b(u, v) 处处线性无关可得

∆ :=

∣∣∣∣∣∣a1(u, v) a2(u, v)

b1(u, v) b2(u, v)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

根据一次微分式积分因子的存在性定理, 对于曲面上任意一点 P , 存在 P 的邻域 U 和定义在 U 上的处处

非零的光滑函数 ξ, η, 使得 dũ = ξ(b2 du− b1 dv),

dṽ = η(−a2 du+ a1 dv).

于是 ∂ũ∂u ∂ṽ

∂u
∂ũ

∂v

∂ṽ

∂v

 =

 ξb2(u, v) −ηa2(u, v)

−ξb1(u, v) ηa1(u, v)

 ,

且由 ξη∆ 6= 0 可知该矩阵可逆, 说明 ũ, ṽ 是曲面 S 在邻域 U 上的新参数. 此时∂u∂ũ ∂v

∂ũ
∂u

∂ṽ

∂v

∂ṽ

 =

∂ũ∂u ∂ṽ

∂u
∂ũ

∂v

∂ṽ

∂v


−1

=
1

ξη∆

ηa1(u, v) ηa2(u, v)

ξb1(u, v) ξb2(u, v)

 ,

故 
r̃ũ = ru

∂u

∂ũ
+ rv

∂v

∂ũ
=

1

ξ∆
(a1ru + a2rv) =

1

ξ∆
a,

r̃ṽ = ru
∂u

∂ṽ
+ rv

∂v

∂ṽ
=

1

η∆
(b1ru + b2rv) =

1

η∆
b.

引理得证.】

对 {ru, rv} 作 Gram-Schmidt 标准正交化:

e1 =
ru
|ru|

=
ru√
E
,

b = rv − 〈rv, e1〉 e1 = rv −
F

E
ru,

e2 =
b

|b|
=

1»
G− F 2

E

(
rv −

F

E
ru

)
=

1√
EG− F 2

(
− F√

E
ru +

√
Erv

)
.

将 e1 = e1(u, v) 与 e2 = e2(u, v) 视作曲面 S 上的两个单位正交向量场, 则由引理知存在点 P 的邻域 D

以及 D 的新参数化 r̃ = r̃(s, t), 使得 r̃s 与 e1 平行, r̃t 与 e2 平行, 故 (s, t) 是 S 的正交参数系.

题 23 证明: 在曲面的任意一点, 任何两个相互正交的切向的法曲率之和为常数.

证明 对给定点选取充分小的邻域合适的参数化使得曲面方程在其上可写为 r(x, y) = (x, y, f(x, y)), 且该

点坐标为 (0, 0, 0), fx(0, 0) = fy(0, 0) = fxy(0, 0) = 0. 记 e1 = rx(0, 0) = (1, 0, 0), e2 = ry(0, 0) = (0, 1, 0).

任取曲面在该点处的两个单位切向量 v1 = cos θe1 + sin θe2 与 v2 = − sin θe1 + cos θe2, 则由 Euler 公式,

κn(v1) + κn(v2) = κn(e1) cos2 θ + κn(e2) sin2 θ + κn(e1) sin2 θ + κn(e2) cos2 θ = κn(e1) + κn(e2).
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题 24 设曲面 S 由方程 x2 + y2 − f(z) = 0 给定, f 满足 f(0) = 0, f ′(0) 6= 0, 证明: S 在点 (0, 0, 0) 的法

曲率为常数.

证明 由于 f ′(0) 6= 0, 由反函数定理, 存在 f(0) 的一个邻域 U 及函数 g : f(U) → U , 使得 g = (f |U )−1. 于

是曲面在点 (0, 0, 0) 附近可表示为 r(x, y) =
(
x, y, g

(
x2 + y2

))
. 我们有

rx =
(
1, 0, 2xg′

(
x2 + y2

))
, ry =

(
0, 1, 2yg′

(
x2 + y2

))
.

记 h(x, y) = g
(
x2 + y2

)
, 则

hx(0, 0) =
(
2xg′

(
x2 + y2

))
(x,y)=(0,0)

= 0,

hy(0, 0) =
(
2yg′

(
x2 + y2

))
(x,y)=(0,0)

= 0,

hxy(0, 0) =
(
4xyg′′

(
x2 + y2

))
(x,y)=(0,0)

= 0.

下设

e1 = rx(0, 0) = (1, 0, 0), e2 = ry(0, 0) = (0, 1, 0),

则由 Euler 公式, 只需证 κn(e1) = κn(e2), 其中 n = e1 ∧ e2 = (0, 0, 1). 因为平面 {e1,n} 截曲面所得曲线

可表示为 r̃(t) = (t, g
(
t2
)
), 该参数化满足曲线在点 (0, 0) 处切向量恰为 e1, 因此 S 在点 (0, 0, 0) 处沿 e1

方向的法曲率即该曲线在点 (0, 0) 处带符号曲率:

κn(e1) =

1 · [2g′(x2) + 4x2g′′(x2)][
12 + (2xg′(x2))

2
] 3

2


x=0

= 2g′(0).

同理可得 S 在点 (0, 0, 0) 处沿 e2 方向的法曲率 κn(e2) = 2g′(0). 因此 S 在点 (0, 0, 0) 处沿各方向的法曲

率均为
2

f ′(0)
.

题 25 求曲面 z = f(x, y) 的 Gauss 曲率.

解 曲面以 x, y 为参数的表示为 r = r(x, y) = (x, y, f(x, y)). 由rx = (1, 0, fx),

ry = (0, 1, fy)

可得

rx ∧ ry = (1, 0, fx) ∧ (0, 1, fy) = (−fx,−fy, 1).

从而与 rx, ry 构成右手系的单位法向量

n(x, y) =
rx ∧ ry
|rx ∧ ry|

=
(−fx,−fy, 1)»
f2
x + f2

y + 1
.

由于 rx ∧ ry 与 nx ∧ ny 平行, 为计算 Gauss 曲率, 只需考虑这两个向量的第 3 个分量之比

n1
xn

2
y − n2

xn
1
y.
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而

n1
x =

∂

∂x

 −fx»
f2
x + f2

y + 1

 =
−fxx

»
f2
x + f2

y + 1 + fx
fxfxx+fyfyx√

f2
x+f1

y+1

f2
x + f2

y + 1
=

−fxx
(
f2
y + 1

)
+ fxfyfyx(

f2
x + f2

y + 1
) 3

2

,

n2
x =

∂

∂x

 −fy»
f2
x + f2

y + 1

 =
−fyx

»
f2
x + f2

y + 1 + fy
fxfxx+fyfyx√

f2
x+f2

y+1

f2
x + f2

y + 1
=

−fyx (f2
x + 1) + fxfyfxx(

f2
x + f2

y + 1
) 3

2

,

n1
y =

∂

∂y

 −fx»
f2
x + f2

y + 1

 =
−fxy

»
f2
x + f2

y + 1 + fx
fxfxy+fyfyy√

f2
x+f2

y+1

f2
x + f2

y + 1
=

−fxy
(
f2
y + 1

)
+ fxfyfyy(

f2
x + f2

y + 1
) 3

2

,

n2
y =

∂

∂y

 −fy»
f2
x + f2

y + 1

 =
−fyy

»
f2
x + f2

y + 1 + fy
fxfxy+fyfyy√

f2
x+f2

y+1

f2
x + f2

y + 1
=

−fyy (f2
x + 1) + fxfyfxy(

f2
x + f2

y + 1
) 3

2

,

代入即得

κ(x, y, f(x, y)) = n1
xn

2
y − n2

xn
1
y

=

[
fxfyfyx − fxx

(
f2
y + 1

)]
[fxfyfxy − fyy (f

2
x + 1)]− [fxfyfxx − fyx (f

2
x + 1)]

[
fxfyfyy − fxy

(
f2
y + 1

)](
f2
x + f2

y + 1
)3

=

(
f2
x + f2

y + 1
)
fxxfyy −

(
f2
x + f2

y + 1
)
f2
xy(

f2
x + f2

y + 1
)3

=
fxxfyy − f2

xy(
f2
x + f2

y + 1
)2 .

题 26 求曲面 z = f(x, y) 的第二基本形式.

解 由曲面方程 r(x, y) = (x, y, f(x, y)) 可得

rx = (1, 0, fx) , ry = (0, 1, fy) ,

rxx = (0, 0, fxx) , rxy = (0, 0, fxy) , ryy = (0, 0, fyy) .

于是

n(x, y) =
rx ∧ ry
|rx ∧ ry|

=
(−fx,−fy, 1)»
f2
x + f2

y + 1
,

L = 〈rxx,n〉 =
fxx»

f2
x + f2

y + 1
,

M = 〈rxy,n〉 =
fxy»

f2
x + f2

y + 1
,

N = 〈ryy,n〉 =
fyy»

f2
x + f2

y + 1
.

故曲面的第二基本形式

II = 1»
f2
x + f2

y + 1
[fxx dx⊗ dx+ fxy (dx⊗ dy + dy ⊗ dx) + fyy dy ⊗ dy] .



第三章 曲面的局部理论 14

题 27 设曲面 S1 和 S2 的交线 C 的曲率为 κ, 曲线 C 在曲面 Si 上的法曲率为 ki (i = 1, 2); 若沿 C, S1

和 S2 法向的夹角为 θ, 证明:

κ2 sin2 θ = k21 + k22 − 2k1k2 cos θ.

证明 设曲线 C 的弧长参数表示为 r = r(s), ni(s) 为 r(s) 在曲面 Si 上的法向量 (定向选取同题目条件),

则

k21 + k22 − 2k1k2 cos θ =
〈
ṫ(s),n1(s)

〉2
+
〈
ṫ(s),n2(s)

〉2 − 2
〈
ṫ(s),n1(s)

〉2 〈
ṫ(s),n2(s)

〉2 〈n1(s),n2(s)〉

=
∣∣〈ṫ(s),n1(s)

〉
n2(s)−

〈
ṫ(s),n2(s)

〉
n1(s)

∣∣2
题 1
====

∣∣ṫ(s) ∧ (n2(s) ∧ n1(s))
∣∣2

=
∣∣ṫ(s) ∧ (± sin θt(s))

∣∣2
= κ2 |n(s) ∧ t(s)|2 sin2 θ

= κ2 sin2 θ.

§3.2 平均曲率、极小曲面、曲面的局部外蕴几何、脐点

题 28 求曲面 z = f(x, y) 的平均曲率.

解 曲面方程为 r(x, y) = (x, y, f(x, y)). 由

rx = (1, 0, fx), ry = (0, 1, fy)

可得

n(x, y) =
rx ∧ ry
|rx ∧ ry|

=
1»

f2
x + f2

y + 1
(−fx,−fy, 1) ,

rxx = (0, 0, fxx), rxy = (0, 0, fxy), ryy = (0, 0, fyy).

于是

E = 〈rx, rx〉 = 1 + f2
x , F = 〈rx, ry〉 = fxfy, G = 〈ry, ry〉 = 1 + f2

y ,

L = 〈rxx,n〉 =
fxx»

1 + f2
x + f2

y

, M = 〈rxy,n〉 =
fxy»

1 + f2
x + f2

y

, N = 〈ryy,n〉 =
fyy»

1 + f2
x + f2

y

.

故曲面的平均曲率

H(x, y) =
1

2
tr

L M

M N

E F

F G

−1 =
LG− 2MF +NE

2 (EG− F 2)

=
fxx
(
1 + f2

y

)
− 2fxfyfxy + fyy (1 + f2

x)

2
(
1 + f2

x + f2
y

) 3
2

.

题 29 求曲面 r(u, v) = (a(u+ v), b(u− v), 4uv) 的 Gauss 曲率、平均曲率、主曲率及对应的主方向.
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解 由

ru = (a, b, 4v), rv = (a,−b, 4u)

可得

n(u, v) =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

=
1√

4b2(u+ v)2 + 4a2(u− v)2 + a2b2
(2b(u+ v), 2a(v − u),−ab),

ruu = (0, 0, 0), ruv = (0, 0, 4), rvv = (0, 0, 0).

于是

E = 〈ru, ru〉 = a2 + b2 + 16v2, F = 〈ru, rv〉 = a2 − b2 + 16uv, G = 〈rv, rv〉 = a2 + b2 + 16u2,

L = 〈ruu,n〉 = 0, M = 〈ruv,n〉 =
−4ab√

4b2(u+ v)2 + 4a2(u− v)2 + a2b2
, N = 〈rvv,n〉 = 0.

故曲面的 Gauss 曲率

K =
LN −M2

EG− F 2
=

−16a2b2

4b2(u+v)2+4a2(u−v)2+a2b2

(a2 + b2 + 16v2) (a2 + b2 + 16u2)− (a2 − b2 + 16uv)
2

=
−4a2b2

[a2b2 + 4a2(u− v)2 + 4b2(u+ v)2]
2 ,

平均曲率

H =
LG− 2MF +NE

2 (EG− F 2)
=

8ab(a2−b2+16uv)√
4b2(u+v)2+4a2(u−v)2+a2b2

2
[
(a2 + b2 + 16v2) (a2 + b2 + 16u2)− (a2 − b2 + 16uv)

2
]

=
ab (a2 − b2 + 16uv)

[a2b2 + 4a2(u− v)2 + 4b2(u+ v)2]
3
2

.

解关于 k 的方程 k2 − 2Hk +K = 0 得主曲率 k1 = H +
√
H2 −K, k2 = H −

√
H2 −K, 由

H2 −K =
a2b2 [(a2 + b2 + 16u2) (a2 + b2 + 16v2)]

[a2b2 + 4a2(u− v)2 + 4b2(uv)2]
3

不妨设 ab ⩾ 0(若 ab < 0 则 k1, k2 互换, 不影响结果). 代入即得

k1 =
ab
[
a2 − b2 + 16uv +

√
(a2 + b2 + 16u2) (a2 + b2 + 16v2)

]
[a2b2 + 4a2(u− v)2 + 4b2(u+ v)2]

3
2

,

k2 =
ab
[
a2 − b2 + 16uv −

√
(a2 + b2 + 16u2) (a2 + b2 + 16v2)

]
[a2b2 + 4a2(u− v)2 + 4b2(u+ v)2]

3
2

.

Weingarten 变换在自然标架 {ru, rv} 下的矩阵表示为E F

F G

−1L M

M N

 =
M

EG− F 2

−F G

E −F

 ,

于是该矩阵与特征值 k1, k2 相伴的特征空间的一个基即两方程±
»
(a2 + b2 + 16u2) (a2 + b2 + 16v2) a2 + b2 + 16u2

a2 + b2 + 16v2 ±
»

(a2 + b2 + 16u2) (a2 + b2 + 16v2)

 ξ = 0
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的各一个非零解:

ξ1 =
√
a2 + b2 + 16u2ru +

√
a2 + b2 + 16v2rv,

ξ2 =
√
a2 + b2 + 16u2ru −

√
a2 + b2 + 16v2rv,

这即是分别与主曲率 k1, k2 对应的主方向.

题 30 曲面 S 上的一条曲线 C 称为曲率线, 是指 C 在每点的切向量都是曲面 S 在该点的一个主方向. 证

明: 曲线 C : r(t) = r(u(t), v(t)) 是曲率线当且仅当沿着 C,
dn
dt 与

dr
dt 平行.

证明 曲线 r(t) = r(u(t), v(t)) 是曲率线 ⇐⇒ r′(t) = u′(t)ru + v′(t)rv 是 Weingarten 变换的特征向

量 ⇐⇒ 存在 λ(t), 使得 λ(t)r′(t) = W (r′(t)) = u′(t)W (ru) + v′(t)W (rv) = −u′(t)nu − v′(t)nv =

−n′(t) ⇐⇒ n′(t) 与 r′(t) 平行.

题 31 曲面 S 上的一个切向称为渐近方向, 是指沿此方向的法曲率为 0; S 上一条曲线 C 称为渐近线, 是

指它的切向均为渐近方向. 证明: 曲面 S : r = r(u, v) 的参数曲线是渐近线当且仅当 L = N = 0.

证明 曲面 r = r(u, v) 的参数曲线 r1(u) = r(u, v0) 和 r2(v) = (u0, v) 都是渐近线 ⇐⇒ κn(ru) =

κn(rv) = 0 ⇐⇒

II(ru, ru) = L = 0,

II(rv, rv) = N = 0.

题 32 求曲面 r(u, v) =
(
u3, v3, u+ v

)
上抛物点的轨迹.

解 由

ru =
(
3u2, 0, 1

)
, rv =

(
0, 3v2, 1

)
可得

ruu = (6u, 0, 0) , ruv = (0, 0, 0) , rvv = (0, 6v, 0) ,

n(u, v) =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

=
1√

u4 + v4 + 9u4v4

(
−v2,−u2, 3u2v2

)
.

于是

L = 〈ruu,n〉 =
−6uv2√

u4 + v4 + 9u4v4
, M = 〈ruv,n〉 = 0, N = 〈rvv,n〉 =

−6u2v√
u4 + v4 + 9u4v4

.

因此曲面上抛物点的轨迹方程为

LN −M2 = 0 ⇐⇒ uv = 0,

其轨迹即两条三次曲线 y = z3,

x = 0

与

x = z3,

y = 0.

题 33 设 P 是曲面 S 上的一点. 证明: 当 P 不是脐点时, S 的主曲率 k1, k2 是 P 附近的光滑函数; 当 P

是脐点时, 主曲率是 P 附近的连续函数.
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证明 由

K = k1k2, H =
k1 + k2

2

可得

k1,2 = H ±
√
H2 −K,

而

H2 −K =
(k1 − k2)

2

4
⩾ 0,

等号成立当且仅当 k1 = k2 即 P 是脐点. 由此可见, 主曲率 k1, k2 总是 P 附近的连续函数, 并在 P 不是脐

点时是 P 附近的光滑函数.

题 34 设曲面 S : r = r(u, v)上没有抛物点, n是 S 的法向量;曲面 S̃ : r̃ = r̃(u, v) = r(u, v)+λn(u, v)(常

数 λ 充分小) 称为 S 的平行曲面.

(1) 证明: 曲面 S 和 S̃ 在对应点的切平面平行;

(2) 可以选取 S̃ 的单位法向量 ñ, 使得 S̃ 的 Gauss 曲率和平均曲率分别为‹K =
K

1− 2λH + λ2K
, ‹H =

H − λK

1− 2λH + λ2K
.

解 (1) 由

r̃u = ru + λnu, r̃v = rv + λnv

可知

r̃u ∧ r̃v = ru ∧ rv + λru ∧ nv + λnu ∧ rv + λ2nu ∧ nv.

注意到 ru ∧nv、nu ∧ rv 及 nu ∧nv 均与 ru ∧ rv 共线, 因此 r̃u ∧ r̃v 与 ru ∧ rv 共线, 即 S 和 S̃ 在对应点

的切平面平行.

(2) 由 (1) 知 ñ = ±n. 假设 ñ = n. 设曲面 S 和 S̃ 的 Weingarten 变换在各自的自然标架 {ru, rv}

和 {r̃u, r̃v} 下的矩阵表示分别为 A 和 Ã, 则由

A
(
ru rv

)
=
(
−nu −nv

)
,(

r̃u r̃v

)
=
(
ru rv

)
+ λ

(
nu nv

)
= (I − λA)

(
ru rv

)
,

Ã
(
r̃u r̃v

)
=
(
−nu −nv

)
可得

Ã = (I − λA)
−1
A.

于是 S̃ 的 Gauss 曲率‹K = det
(
Ã
)
=

det(A)
det(I − λA)

=
K

λ2 det
(
1
λ
I −A

) =
K

λ2
(

1
λ2 − 2H

λ
+K

) =
K

1− 2λH + λ2K
,

平均曲率 ‹H =
k̃1 + k̃2

2
=

k1

1−λk1
+ k2

1−λk2

2
=

k1 + k2 − 2λk1k2
2λ2k1k2 − 2λ(k1 + k2) + 2

=
H − λK

1− 2λH + λ2K
.

故 ñ = n 即满足要求.
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题 35 设 r = r(u, v) 是无脐点曲面 S 的一个参数表示, 证明: 曲面 S 的参数曲线 u = 常数 和 v = 常数

是曲率线的充要条件是 F =M = 0.

证明 ⇒: 若曲面 S 的参数曲线是曲率线, 则有

−nu = k1ru, −nv = k2rv,

其中 k1, k2 是曲面 S 的主曲率, 且由曲面 S 无脐点知 k1 6= k2. 于是由 Euler 定理知 ru 与 rv 正交, 即

F = 〈ru, rv〉 = 0. 进而 M = −〈ru,nv〉 = 〈ru, k2rv〉 = 0.

⇐: 若 F = M = 0, 则 ru 与 rv、ru 与 nv 均正交, 而 ru, rv,nv 共面, 因此存在 k2 ∈ R, 使得

−nv = k2rv, 即 rv 是一个主方向. 同理 ru 也是一个主方向. 故曲面 S 的参数曲线是曲率线.

题 36 若曲面 z = f(x) + g(y) 是极小曲面且非平面, 证明: 除相差一个常数外, 它可以写成

z =
1

a
ln cos ay

cos ax.

这个曲面称为 Scherk 曲面.

证明 曲面方程为 r(x, y) = (x, y, f(x) + g(y)). 由

rx = (1, 0, f ′(x)), ry = (0, 1, g′(y))

可得

rxx = (0, 0, f ′′(x)), rxy = (0, 0, 0), ryy = (0, 0, g′′(y)),

n(x, y) =
rx ∧ ry
|rx ∧ ry|

=
1»

(f ′(x))
2
+ (g′(y))

2
+ 1

(−f ′(x),−g′(y), 1) .

于是

E = 〈rx, rx〉 = 1 + (f ′(x))
2
, F = 〈rx, ry〉 = f ′(x)g′(y), G = 〈ry, ry〉 = 1 + (g′(y))

2
,

L = 〈rxx,n〉 =
f ′′(x)»

(f ′(x))
2
+ (g′(y))

2
+ 1

, M = 〈rxy,n〉 = 0, N = 〈ryy,n〉 =
g′′(y)»

(f ′(x))
2
+ (g′(y))

2
+ 1

.

故曲面的平均曲率

H =
1

2

LG− 2MF +NE

EG− F 2
=
f ′′(x) + f ′′(x) (g′(y))

2
+ g′′(y) + g′′(y) (f ′(x))

2

2
[
1 + (f ′(x))

2
+ (g′(y))

2
] 3

2

= 0,

即

f ′′(x) + f ′′(x) (g′(y))
2
+ g′′(y) + g′′(y) (f ′(x))

2
= 0.

分离变量即得
f ′′(x)

1 + (f ′(x))
2 = − g′′(y)

1 + (g′(y))
2 ≡ C,

也即

(arctan f ′(x))
′
= − (arctan g′(y))′ = a.

由于曲面非平面, a 6= 0, 可解得

f(x) = −1

a
ln [cos(ax+ c1)] + c2,
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g(y) =
1

a
ln [cos(ay + c3)] + c4,

其中 c1, c2, c3, c4 为任意常数. 故

z = f(x) + g(y) =
1

a
ln cos(ay + c3)

cos(ax+ c1)
+ c2 + c4.

第四章 标架与曲面论基本定理

§4.1 自然标架运动方程、曲面结构方程、曲面论基本定理

题 37 定义 Riemann 记号

Rδαβγ := −gδξ

(
∂Γξ

αβ

∂uγ
−
∂Γξ

αγ

∂uβ
+ Γη

αβΓ
ξ
ηγ − Γη

αγΓ
ξ
ηβ

)
.

(1) 证明:

Rδαβγ =
1

2

(
− ∂2gδβ
∂uγ∂uα

+
∂2gαβ
∂uγ∂uδ

+
∂2gδγ
∂uβ∂uα

− ∂2gαγ
∂uβ∂uδ

)
+ Γη

αβΓηδγ − Γη
αγΓηδβ,

其中 Γηδγ := gηξΓ
ξ
δγ 为第二类 Christoffel 符号.

(2) 计算所有 Christoffel 符号
{
Γα
βγ | α, β, γ = 1, 2

}
用 E,F,G 及其偏导数表示的表达式.

(3) 利用 (1) 和 (2) 证明:

4
(
EG− F 2

)
R1212 =E

(
EvGv − 2FuGv + (Gv)

2
)
+ F (EuGv − EvGu − 2EvFv + FuFv − 2FuGu)

+G
(
EuGu − 2EuFv + (Ev)

2
)
− 2

(
EG− F 2

)
(Evv − 2Fuv +Guu) .

由此及 Gauss 绝妙定理即得 R1212 =
(
EG− F 2

)
K.

(4) 设 r : D → R3, (u, v) 7→ r(u, v) 为一正则曲面片且其参数化满足 F = M = 0. 利用 (2) 证明

Codazzi 方程组 
∂b11
∂u2

− ∂b12
∂u1

= Γξ
12bξ1 − Γξ

11bξ2,

∂b21
∂u2

− ∂b22
∂u1

= Γξ
22bξ1 − Γξ

21bξ2

用记号 E,F,G,L,M,N 可表为

Lv = HEv, Nu = HGu,

其中 H 为平均曲率.

证明 (1) 我们有

Rδαβγ =− ∂Γδαβ

∂uγ
+
∂Γδαγ

∂uβ
+
∂gδξ
∂uγ

Γξ
αβ − ∂gδξ

∂uβ
Γξ
αγ − Γη

αβΓδηγ + Γη
αγΓδηβ

=− ∂Γδαβ

∂uγ
+
∂Γδαγ

∂uβ
− Γη

αβ

(
Γδηγ − ∂gδη

∂uγ

)
+ Γη

αγ

(
Γδηβ − ∂gδη

∂uβ

)
=− 1

2

∂

∂uγ
(gαδ,β + gδβ,α − gαβ,δ) +

1

2

∂

∂uβ
(gαδ,γ + gδγ,α − gαγ,δ)

− Γη
αβ

[
1

2
(gηδ,γ + gδγ,η − gηγ,δ)− gδη,γ

]
+ Γη

αγ

[
1

2
(gηδ,β + gδβ,η − gηβ,δ)− gδη,β

]



第四章 标架与曲面论基本定理 20

=− 1

2

∂

∂uγ
(gαδ,β + gδβ,α − gαβ,δ) +

1

2

∂

∂uβ
(gαδ,γ + gδγ,α − gαγ,δ)

+ Γη
αβ

[
1

2
(gηδ,γ − gδγ,η + gηγ,δ)

]
− Γη

αγ

[
1

2
(gηδ,β − gδβ,η + gηβ,δ)

]
=− 1

2

∂

∂uγ
(gαδ,β + gδβ,α − gαβ,δ) +

1

2

∂

∂uβ
(gαδ,γ + gδγ,α − gαγ,δ) + Γη

αβΓηδγ − Γη
αγΓηδβ

=
1

2

(
− ∂2gδβ
∂uγ∂uα

+
∂2gαβ
∂uγ∂uδ

+
∂2gδγ
∂uβ∂uα

− ∂2gαγ
∂uβ∂uδ

)
+ Γη

αβΓηδγ − Γη
αγΓηδβ.

(2) 我们有

Γ1
11 =

1

2
g1ξ (2g1ξ,1 − g11,ξ) =

1

2

GEu − 2FFu + FEv

EG− F 2
,

Γ2
11 =

1

2
g2ξ (2g1ξ,1 − g11,ξ) =

1

2

−EEv + 2EFu − FEu

EG− F 2
,

Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2
g1ξ (g1ξ,2 + g2ξ,1 − g12,ξ) =

1

2

GEv − FGu

EG− F 2
,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

2
g2ξ (g1ξ,2 + g2ξ,1 − g12,ξ) =

1

2

EGu − FEv

EG− F 2
,

Γ1
22 =

1

2
g1ξ (2g2ξ,2 − g22,ξ) =

1

2

−FGv + 2GFv −GGu

EG− F 2
,

Γ2
22 =

1

2
g2ξ (2g2ξ,2 − g22,ξ) =

1

2

EGv − 2FFv + FGu

EG− F 2
.

(3) 利用 (1) 可见 (每个)Gauss 方程

Rδαβγ = −bαβbγδ + bαγbβδ

等号两端均关于 β, γ 反称, 关于 δ, α反称, 而关于 (δ, α), (β, γ)对称.因此只需考虑 (δ, α, β, γ) = (1, 2, 1, 2)

的情形, 即方程

R1212 = b11b22 − b212.

先计算 Γ112,Γ212,Γ111,Γ211 用 E,F,G 及其偏导数表示的表达式:

Γ112 = g1ξΓ
ξ
12 =

E (GEv − FGu) + F (EGu − FEv)

2 (EG− F 2)
=
Ev

2
,

Γ212 = g2ξΓ
ξ
12 =

F (GEv − FGu) +G (EGu − FEv)

2 (EG− F 2)
=
Gu

2
,

Γ111 = g1ξΓ
ξ
11 =

E (GEu − 2FFu + FEv)− F (EEv − 2EFu + FEu)

2 (EG− F 2)
=
Eu

2
,

Γ211 = g2ξΓ
ξ
11 =

F (GEu − 2FFu + FEv)−G (EEv − 2EFu + FEu)

2 (EG− F 2)
=

2Fu − Ev

2
.

由 (1) 可得

R1212 =
1

2
(−Evv + 2Fuv −Guu) + Γ1

21Γ112 + Γ2
21Γ212 − Γ1

22Γ111 − Γ2
22Γ211.

因此

4
(
EG− F 2

)
R1212 =2

(
EG− F 2

)
(−Evv + 2Fuv −Guu) + (GEv − FGu)Ev + (EGu − FEv)Gu

+ (FGv − 2GFv +GGu)Eu − (EGv − 2FFv + FGu) (2Fu − Ev)

=E
(
EvGv − 2FuGv + (Gu)

2
)
+ F (EuGv − EvGu − 2EvFv + 4FuFv − 2FuGu)

+G
(
EuGu − 2EuFv + (Ev)

2
)
− 2

(
EG− F 2

)
(Evv − 2Fuv +Guu) .

由 Gauss 绝妙定理, 上式右端即 4
(
EG− F 2

)2
K, 因此 R1212 =

(
EG− F 2

)
K.
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(4) 由 (2) 及 F =M = 0 可得

Γξ
12bξ1 = Γ1

12b11 + Γ2
12b21 =

LEv

2E
,

Γξ
11bξ2 = Γ1

11b12 + Γ2
11b22 =

−NEv

2G
,

Γξ
22bξ1 = Γ1

22b11 + Γ2
22b21 =

−LGu

2E
,

Γξ
21bξ2 = Γ1

21b12 + Γ2
21b22 =

NGu

2G
.

故此时 Codazzi 方程组等价于 
Lv =

(LG+NE)Ev

2EG
,

Nu =
(LG+NE)Gu

2EG
.

注意到平均曲率

H =
1

2

LG− 2MF +NE

EG− F 2
=
LG+NE

2EG
,

因此 Codazzi 方程组可表为

Lv = HEv, Nu = HGu.

§4.2 正交活动标架运动方程、曲面上的微分形式和外微分、正交活动标架结构方程

题 38 在旋转曲面 r(u, v) = (u cos v, u sin v, f(u)) 上建立正交标架场 {e1, e2} 并求相应的诸微分形式.

解 由 r(u, v) 是旋转曲面可不妨设 u > 0. 因为 ru = (cos v, sin v, f ′(u)) 与 rv = (−u sin v, u cos v, 0) 正交,

所以可取

e1 =
ru
|ru|

=
1√
E
ru, e2 =

rv
|rv|

=
1√
G
rv, e3 = e1 ∧ e2,

其中

E = 〈ru, ru〉 = 1 + (f ′(u))
2
, G = 〈rv, rv〉 = u2.

由

dr = ru du+ rv dv

可得

ω1 = 〈dr, e1〉 =
≠
ru du+ rv dv, 1√

E
ru

∑
=

√
E du =

»
1 + (f ′(u))

2 du,

ω2 = 〈dr, e2〉 =
≠
ru du+ rv dv, 1√

G
rv

∑
=

√
G dv = u dv,

ω1 ∧ ω2 =
√
EG du ∧ dv.

又

dω1 = d
(√

E du
)
= d

(√
E
)
∧ du =

((√
E
)
u

du+
(√

E
)
v

dv
)
∧ du =

(√
E
)
v

dv ∧ du

= −

(√
E
)
v√

EG
ω1 ∧ ω2,
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dω2 = d
(√

G dv
)
= d

(√
G
)
∧ dv =

((√
G
)
u

du+
(√

G
)
v

dv
)
∧ dv =

(√
G
)
u

du ∧ dv

=

(√
G
)
u√

EG
ω1 ∧ ω2,

因此

ω2
1 = −

(√
E
)
v√

EG
ω1 +

(√
G
)
u√

EG
ω2 = −

(√
E
)
v√

G
du+

(√
G
)
u√

E
dv =

1»
1 + (f ′(u))

2
dv.

再由

de1 = d
(

1√
E
ru

)
=

[(
1√
E

)
u

du+

(
1√
E

)
v

dv
]
ru +

1√
E

(ruu du+ ruv dv)

=

[(
1√
E

)
u

ru +
1√
E
ruu

]
du+

[(
1√
E

)
v

ru +
1√
E
ruv

]
dv,

de2 = d
(

1√
G
rv

)
=

[(
1√
G

)
u

du+

(
1√
G

)
v

dv
]
ru +

1√
G

(rvu du+ rvv dv)

=

[(
1√
G

)
u

ru +
1√
G
rvu

]
du+

[(
1√
G

)
v

ru +
1√
G
rvv

]
dv

可得

ω3
1 = 〈de1, e3〉 =

〈ruu, e3〉√
E

du+
〈ruv, e3〉√

E
dv =

L√
E

du+
M√
E

dv,

ω3
2 = 〈de2, e3〉 =

〈rvu, e3〉√
G

du+
〈rvv, e3〉√

G
dv =

M√
G

du+
N√
G

dv.

由

ruu = (0, 0, f ′′(u)) , ruv = (− sin v, cos v, 0) , rvv = (−u cos v,−u sin v, 0) ,

ru ∧ rv = (−u cos vf ′(u),−u sin vf ′(u), u) , e3 =
1»

1 + (f ′(u))
2
(− cos vf ′(u),− sin vf ′(u), 1)

可得

L = 〈ruu, e3〉 =
f ′′(u)»

1 + (f ′(u))
2
, M = 〈ruv, e3〉 = 0, N = 〈rvv, e3〉 =

uf ′(u)»
1 + (f ′(u))

2
.

代入即得

ω3
1 =

f ′′(u)

1 + (f ′(u))
2 du, ω3

2 =
f ′(u)»

1 + (f ′(u))
2

dv.

题 39 设 (u, v) 是曲面 S 的正交参数, e1 =
ru√
E
, e2 =

rv√
G
, 证明: 方程dω3

1 = ω2
1 ∧ ω3

2 ,

dω3
2 = ω1

2 ∧ ω3
1

与 Codazzi 方程 

(
L√
E

)
v

−
(
M√
E

)
u

−N

(√
E
)
v

G
−M

(√
G
)
u√

EG
= 0,(

N√
G

)
u

−
(
M√
G

)
v

− L

(√
G
)
u

E
−M

(√
E
)
v√

EG
= 0

等价.
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证明 在题 38 中已求得正交参数系下

ω2
1 = −

(√
E
)
v√

G
du+

(√
G
)
u√

E
dv, ω3

1 =
L√
E

du+
M√
E

dv, ω3
2 =

M√
G

du+
N√
G

dv.

因此

dω3
1 =

[(
M√
E

)
u

−
(

L√
E

)
v

]
du ∧ dv,

dω3
2 =

[(
N√
G

)
u

−
(
M√
G

)
v

]
du ∧ dv,

ω2
1 ∧ ω3

2 = −


(√

E
)
v√

G

N√
G

+

(√
G
)
u√

E

M√
G

 du ∧ dv,

ω1
2 ∧ ω3

1 =


(√

E
)
v√

G

M√
E

+

(√
G
)
u√

E

L√
E

 du ∧ dv.

由此可见两个方程组等价.

题 40 设 M 为正则曲面片, p ∈ M 不是脐点, 则存在 p 点的邻域 U ⊂ M , 使得 U 上存在正交活动标架

{r; e1, e2, e3}, 满足 e1, e2 为主方向.

证明 设 {r; e1, e2, e3} 是 M 的正交活动标架, 其中 e3 = n. 因为 p 不是脐点, 总可以令 e1(p), e2(p) 在切

平面内旋转使得它们均不是主方向. 由连续性, k1 6= k2 在 p 点的一个邻域内成立. 设 Weingarten 变换在

{e1, e2} 下的矩阵表示为

h11 h21

h12 h22

. 由假设及此矩阵的对称性, 有 h21(p) = h12(p) 6= 0, 由连续性, 在 p 点

的一个邻域内有 h21 = h12 6= 0. 结合 h11h
2
2 − h21h

1
2 = k1k2, h

1
1 + h22 = k1 + k2 可注意到在此邻域内,

v1 = h21e1 +
(
k1 − h11

)
e2, v2 =

(
k2 − h22

)
e1 + h21e2

为该矩阵的两个特征向量 (由 h21 6= 0 知 v1,v2 6= 0), 故可取 ẽ1 =
v1

‖v1‖
, ẽ2 =

v2

‖v2‖
, ẽ3 = e3, 则

{r; ẽ1, ẽ2, ẽ3} 为满足题意的正交活动标架.

题 41 设 {e1, e2} 是曲面的正交标架, e1, e2 是曲面的主方向, k1, k2 是相应的主曲率. 证明: 这时曲面的

Codazzi 方程等价于

dk1 ∧ ω1 = (k2 − k1)ω
2
1 ∧ ω2, dk2 ∧ ω2 = (k1 − k2)ω

1
2 ∧ ω1.

证明 由已知,

ω3
1

ω3
2

 =

k1
k2

ω1

ω2

. 故此时 Codazzi 方程组为

d
(
k1 ω

1
)
= ω2

1 ∧
(
k2 ω

2
)
,

d
(
k2 ω

2
)
= ω1

2 ∧
(
k1 ω

1
)
.

也即 dk1 ∧ ω1 = k2 ω
2
1 ∧ ω2 − k1 dω1,

dk2 ∧ ω2 = k1 ω
1
2 ∧ ω1 − k2 dω2.

再代入 dω1 = ω2 ∧ ω1
2 , dω2 = ω1 ∧ ω2

1 即得题中形式.
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题 42 验证: ω1 ∧ ω2 =
√
EG− F 2 du1 ∧ du2.

证明 对 {r1, r2} 作 Gram-Schmidt 标准正交化:

e1 =
r1
|r1|

=
r1√
E
,

b = r2 − 〈r2, e1〉 e1 = r2 −
F

E
r1,

e2 =
b

|b|
=

1»
G− F 2

E

(
r2 −

F

E
r1

)
=

1√
EG− F 2

(
− F√

E
r1 +

√
Er2

)
.

故

ω1 = 〈dr, e1〉 =
〈
r1 du1 + r2 du2, e1

〉
=

√
E du1 + F√

E
du2,

ω2 = 〈dr, e2〉 =
〈
r1 du1 + r2 du2, e2

〉
=

…
EG− F 2

E
du2,

ω1 ∧ ω2 =
√
EG− F 2 du1 ∧ du2.

题 43 若正则曲面片 M 的 Gauss 曲率 K ≡ 0 且无脐点, 则 M 是可展曲面.

证明 由题 40, 可取 M 上的正交活动标架 {r; e1, e2, e3} 使 e1, e2 是 M 的主方向. 设对应的主曲率为

k1, k2. 由 M 无脐点知 k1 6= k2, 不妨设 k1 = 0, k2 6= 0, 则

ω3
1

ω3
2

 =

0 0

0 k2

ω1

ω2

 =

 0

k2 ω
2

. 此时由

Codazzi 方程得

dω3
1 = ω2

1 ∧ ω3
2 = ω2

1 ∧
(
k2 ω

2
)
= k2 ω

2
1 ∧ ω2 = 0,

因为 k2 6= 0, 所以 ω2
1 ∧ ω2 = 0, ω2

1 = f ω2. 下面证明, 曲面 M 上满足 ω2 ≡ 0 的曲线族是直线族. 将正交

活动标架运动方程限制在任一这样的曲线上, 由 ω2
1 = f ω2 = 0 得

de1 = ω2
1e2 + ω3

1e3 = 0.

而

dr = ω1e1 + ω2e2 = ω1e1,

说明此曲线的切向量为 E3 中的常向量, 因此它是直线. 故 M 为直纹面, 结合 Gauss 曲率 K ≡ 0 知 M 是

可展曲面.

题 44 设曲面 S : r
(
u1, u2

)
有参数变换 uα = uα

(
ũ1, ũ2

)
, α = 1, 2.记 aαi =

∂uα

∂ũi
, ãiα =

∂ũi

∂uα
(1 ⩽ α, i ⩽ 2),

S 在参数
(
ũ1, ũ2

)
下的第一、第二基本形式为 {g̃ij} ,

¶
b̃ij
©
, 证明:

(1) g̃ij = gαβa
α
i a

β
j , b̃ij = sgn

(
det
(
aαβ
))
bαβa

α
i a

β
j , g

αβ = g̃ijaαi a
β
j ;

(2) Γ̃k
ij = Γγ

αβa
α
i a

β
j ã

k
γ +

∂aαi
∂ũj

ãkα.

证明 (1) 记 r̃
(
ũ1, ũ2

)
= r

(
u1
(
ũ1, ũ2

)
, u2

(
ũ1, ũ2

))
, 则 r̃i = rα

∂uα

∂ũi
= aαi rα, 从而

g̃ij = 〈r̃i, r̃j〉 =
¨
aαi rα, a

β
j rβ
∂
= aαi a

β
j 〈rα, rβ〉 = gαβa

α
i a

β
j .

又

r̃1 ∧ r̃2 = (aα1 rα) ∧
(
aβ2rβ

)
= det

(
aαβ
)
r1 ∧ r2,
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因此

ñ =
r̃1 ∧ r̃2
|r̃1 ∧ r̃2|

= sgn
(
det
(
aαβ
))

n.

记 aαij =
∂2uα

∂ũi∂ũj
, 则 r̃ij =

∂

∂ũj
(aαi rα) = aαijrα + aαi a

β
j rαβ, 于是

b̃ij = 〈r̃ij , ñ〉 =
¨
aαijrα + aαi a

β
j rαβ, sgn

(
det
(
aαβ
))

n
∂
= sgn

(
det
(
aαβ
))
bαβa

α
i a

β
j .

设 G = (gαβ)αβ ,
‹G = (g̃ij)ij , A = (aiα)iα, 则由 g̃ij = aαi gαβa

β
j 可知

‹G = AGAT, 因此 ‹G−1 = A−TG−1A−1,

从而 G−1 = AT‹G−1A, 即 gαβ = g̃ijaαi a
β
j .

(2) 一方面, 由曲面自然标架运动方程,

∂r̃i
∂ũj

= Γ̃k
ij r̃k + b̃ijñ.

另一方面,

∂r̃i
∂ũj

=
∂

∂ũj

(
∂r

∂uα
∂uα

∂ũi

)
=

∂

∂ũj

(
∂r

∂uα

)
∂uα

∂ũi
+

∂r

∂uα
∂2uα

∂ũj∂ũi

=
∂uβ

∂ũj
∂

∂uβ

(
∂r

∂uα

)
∂uα

∂ũi
+

∂r

∂uα
∂2uα

∂ũj∂ũi

= aβj a
α
i

(
Γγ
αβrγ + bαβn

)
+
∂aαi
∂ũj

rα

=

(
Γα
γβa

β
j a

γ
i +

∂aαi
∂ũj

)
rα + aβj a

γ
i bγβn

=

(
Γα
γβa

β
j a

γ
i +

∂aαi
∂ũj

)
ãkαr̃k + aβj a

γ
i bγβn,

故

Γ̃k
ij = Γα

γβa
β
j a

γ
i ã

k
α +

∂aαi
∂ũj

ãkα = Γγ
αβa

α
i a

β
j ã

k
γ +

∂aαi
∂ũj

ãkα.

第五章 曲面的内蕴几何学

§5.1 测地线、测地曲率、协变导数和平行移动

题 45 在球面 r = (a cosu cos v, a cosu sin v, a sinu) 上,

(1) 证明: 曲线的测地曲率可以表示为

kg =
dθ
ds − sinudv

ds ,

其中 s 是曲线 r(u(s), v(s)) 的弧长参数, θ 是曲线与经线 (u 线) 的夹角;

(2) 求曲面纬圆的测地曲率.

解 (1) 由

ru = (−a sinu cos v,−a sinu sin v, a cosu) , rv = (−a cosu sin v, a cosu cos v, 0)
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可知

E = 〈ru, ru〉 = a2, F = 〈ru, rv〉 = 0, G = 〈rv, rv〉 = a2 cos2 u.

因此 (u, v) 是曲面的正交参数, 根据 Liouville 公式, 曲线的测地曲率

kg =
dθ
ds − 1

2
√
G

∂ lnE
∂v

cos θ + 1

2
√
E

∂ lnG
∂u

sin θ

=
dθ
ds − 1

2a cosu
∂ ln (a2)

∂v
cos θ + 1

2a

∂ ln (a2 cos2 u)
∂u

sin θ

=
dθ
ds +

1

a

∂ ln(a cosu)
∂u

sin θ

=
dθ
ds − 1

a
sin θ tanu.

由于 s 是曲线 r(s) = r(u(s), v(s)) 的弧长参数,

1 = 〈ṙ(s), ṙ(s)〉 =
≠du

ds ru +
dv
dsrv,

du
ds ru +

dv
dsrv

∑
= E

(
du
ds

)2

+G

(
dv
ds

)2

,

进而

sin2 θ = 1− cos2 θ = 1−

(〈
ru,

du
ds ru + dv

dsrv
〉

√
E

)2

= 1−

(
E du

ds√
E

)2

= 1− E

(
du
ds

)2

= G

(
dv
ds

)2

,

即

sin θ =
√
G

dv
ds = a cosudv

ds .

将其代入测地曲率表达式中即得

kg =
dθ
ds − 1

a
· a cosudv

ds · tanu =
dθ
ds − sinudv

ds .

(2) 纬圆 r(u0, v) 与经线夹角 θ =
π

2
, 代入 (1) 证明过程中得到的公式就有

kg =
dθ
ds − 1

a
tanu0 = −1

a
tanu0.

题 46 设 S 是 E3 的曲面, n 是 S 的单位法向量场, r(t) 是曲面 S 上的正则曲线. 若 v = v(t),w = w(t)

是沿曲线 r(t) 的曲面的单位切向量场, θ 是 v 和 w 的夹角, 证明:≠Dw

dt ,n ∧w

∑
−
≠Dv

dt ,n ∧ v

∑
=

dθ
dt .

证明 由混合积的轮换对称性,≠Dw

dt ,n ∧w

∑
−
≠Dv

dt ,n ∧ v

∑
=

(
Dw

dt ,n,w
)
−
(

Dv

dt ,n,v
)

=

(
n,w,

Dw

dt

)
−
(
n,v,

Dv

dt

)
=

≠
n,w ∧ Dw

dt

∑
−
≠
n,v ∧ Dv

dt

∑
=

≠
n,w ∧

(
dw
dt −

≠dw
dt ,n

∑
n

)∑
−
≠
n,v ∧

(
dv
dt −

≠dv
dt ,n

∑
n

)∑
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=

≠
n,w ∧ dw

dt − v ∧ dv
dt

∑
.

由于 v,w 是沿曲线 r(t) 的曲面的单位切向量场, 可取 e1 = v, e2 = n ∧ e1, 则 w = cos θe1 + sin θe2. 由

dw
dt = − sin θdθ

dt e1 + cos θde1

dt + cos θdθ
dt e2 + sin θde2

dt

得

w ∧ dw
dt = cos2 θe1 ∧

de1

dt + cos2 θdθ
dtn+ sin θ cos θe1 ∧

de2

dt + sin2 θ
dθ
dtn

+ sin θ cos θe2 ∧
de1

dt + sin2 θe2 ∧
de2

dt .

又

v ∧ dv
dt = e1 ∧

de1

dt ,

所以

w ∧ dw
dt − v ∧ dv

dt = sin2 θ

(
e2 ∧

de2

dt − e1 ∧
de1

dt

)
+ sin θ cos θ

(
e1 ∧

de2

dt − e2 ∧
de1

dt

)
+

dθ
dtn.

注意到
de2

dt =
d
dt(n ∧ e1) =

dn
dt ∧ e1︸ ︷︷ ︸
与 n 平行

+n ∧ de1

dt︸ ︷︷ ︸
与 e1 平行

,

因此若设
de1

dt = ae2 + bn,

则
de2

dt =
dn
dt ∧ e1 + an ∧ e2 =

dn
dt ∧ e1 − ae1,

故可设
de2

dt = −ae1 + cn.

于是

w ∧ dw
dt − v ∧ dv

dt = sin2 θ (an+ ce1 − an+ be2) + sin θ cos θ (−ce2 + be1) +
dθ
dtn,

从而 ≠Dw

dt ,n ∧w

∑
−
≠Dv

dt ,n ∧ v

∑
=

≠
n,w ∧ dw

dt − v ∧ dv
dt

∑
=

≠
n,

dθ
dtn
∑
=

dθ
dt .

题 47 设曲线 C 是旋转曲面 r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)) 上的一条测地线, θ 是曲线 C 与经线的

夹角, 证明: 沿 C 有 f(u) sin θ =常数.

证明 由曲面是旋转曲面可不妨设 f(u) > 0. 设 s 是曲线 C 的弧长参数. 由

ru = (f ′(u) cos v, f ′(u) sin v, g′(u)) , rv = (−f(u) sin v, f(u) cos v, 0)

可知

E = 〈ru, ru〉 = (f ′(u))
2
+ (g′(u))

2
, F = 〈ru, rv〉 = 0, G = 〈rv, rv〉 = (f(u))

2
.
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因此 (u, v) 是曲面的正交参数, 根据 Liouville 公式, 测地线 C 满足

0 = kg =
dθ
ds − 1

2
√
G

∂ lnE
∂v

cos θ + 1

2
√
E

∂ lnG
∂u

sin θ,

即

dθ
ds =

1

2
√
G

∂ lnE
∂v

cos θ − 1

2
√
E

∂ lnG
∂u

sin θ = − 1

2
√
E

∂ lnG
∂u

sin θ

= − 1»
(f ′(u))

2
+ (g′(u))

2

∂ ln f(u)
∂u

sin θ = − f ′(u)

f(u)
»
(f ′(u))

2
+ (g′(u))

2
sin θ.

又 cos θ =
√
E

du
ds , 于是沿曲线 C 有

d
ds (f(u) sin θ) = f ′(u)

du
ds sin θ + f(u) cos θdθ

ds

= f ′(u) · cos θ»
(f ′(u))

2
+ (g′(u))

2
· sin θ + f(u) cos θ

− f ′(u)

f(u)
»
(f ′(u))

2
+ (g′(u))

2
sin θ


= 0,

即沿曲线 C 有 f(u) sin θ =常数.

§5.2 法坐标系、Gauss 引理、测地线局部最短性、常 Gauss 曲率曲面

题 48 设曲面的第一基本形式为 I = du⊗ du+G(u, v) dv ⊗ dv, 且 G(0, v) = 1, Gu(0, v) = 0, 证明:

G(u, v) = 1− u2K(0, v) + o
(
u2
)
.

证明 设曲面参数化为 r = r(u, v). 取正交活动标架 e1 = ru, e2 =
rv√
G
, 则 ω1 = du, ω2 =

√
G dv. 由

dω1 = d2u = 0, dω2 = d
(√

G dv
)
=
(√

G
)
u

du ∧ dv =

(√
G
)
u√

G
ω1 ∧ ω2

可知

ω2
1 =

(√
G
)
u√

G
ω2 =

(√
G
)
u

dv.

因此

dω2
1 =

(√
G
)
uu

du ∧ dv =

(√
G
)
uu√

G
ω1 ∧ ω2.

故 Gauss 曲率

K = − dω2
1

ω1 ∧ ω2
= −

(√
G
)
uu√

G
.

由
(√

G
)
u
=

Gu

2
√
G
得 Gu = 2

√
G
(√

G
)
u
, 进而

Guu =
∂

∂u

(
2
√
G
(√

G
)
u

)
= 2

[(√
G
)
u

]2
+ 2

√
G
(√

G
)
uu

=
G2

u

2G
− 2KG.

于是

Guu(0, v) =
(Gu(0, v))

2

2G(0, v)
− 2K(0, v)G(0, v) = −2K(0, v).
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对每一个固定的 v, 将 G(u, v) 在 u = 0 处作 Taylor 展开,

G(u, v) = G(0, v) + uGu(0, v) +
u2

2
Guu(0, v) + o

(
u2
)
= 1− u2K(0, v) + o

(
u2
)
.

题 49 证明: 在常 Gauss 曲率曲面上, 测地圆具有常测地曲率.

证明 设以曲面上一点 p 为中心的测地极坐标系参数为 (ρ, θ). 设测地圆为 c(s) = r(ρ0, θ(s)), 其中 s 为弧

长参数. 注意到测地圆与 ρ-曲线夹角始终为 π

2
.

¬ 若 K ≡ 0, 则 I = dρ⊗ dρ+ ρ2 dθ ⊗ dθ. 由 Liouville 公式,

kg =
1

2
√
E

∂ lnG
∂ρ

=
1

2

∂ ln (ρ2)

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

=
1

ρ0
.

 若 K ≡ 1

a2
> 0 (a > 0), 则 I = dρ⊗ dρ+ a2 sin2 ρ

a
dθ ⊗ dθ. 由 Liouville 公式,

kg =
1

2
√
E

∂ lnG
∂ρ

=
1

2

∂ ln
(
a2 sin2 ρ

a

)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

=
1

a
cot ρ0

a
.

® 若 K ≡ − 1

a2
< 0 (a > 0), 则 I = dρ⊗ dρ+ a2 sinh2 ρ

a
dθ ⊗ dθ. 由 Liouville 公式,

kg =
1

2
√
E

∂ lnG
∂ρ

=
1

2

∂ ln
(
a2 sinh2 ρ

a

)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

=
1

a
coth ρ0

a
.

题 50 (测地平行坐标系的 Gauss 引理) 设 C 为曲面 M 上的一条曲线, 过 C 上每一点取与之正交的测地

线, 得一族测地线, 连接这族测地线在 C 同一侧到与 C 相交点弧长相等的点所得曲线与这族测地线正交.

证明 取曲线 C 的弧长参数 v, 不妨设 p ∈ C 使 C(0) = p. 再取每一条测地线的弧长参数 u, 使得曲线 C

恰满足 u = 0. 这就得到 p 点附近曲面的一个参数化 r = r(u, v). 由于这族测地线与 C(v) 正交,

F (0, v) = 〈ru, rv〉 |u=0 = 0.

又
∂F

∂u
=

∂

∂u
〈ru, rv〉 = 〈ruu, rv〉+ 〈ru, rvu〉 ,

注意到 ruu 为 u-曲线的曲率向量, 由 u-曲线是测地线可知 ruu 在 p 点处曲面切平面投影为 0, 从而

〈ruu, rv〉 = 0; 而

〈ru, ruu〉 =
1

2

∂

∂v
〈ru, ru〉 = 0,

因此
∂F

∂u
= 0, F ≡ F (0, v) = 0.

第六章 微分流形基础

§6.1 抽象曲面

题 51 对于集合 S2 :=
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1

}
, 令 U1 = S2 \ {(0, 0, 1)}, ϕ1 为从 (0, 0, 1) 点出发

的球极投影; U2 = S2 \ {(0, 0,−1)}, ϕ2 为从 (0, 0,−1) 点出发的球极投影.
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(1) 证明: {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} 是 S2 的一个 C∞-坐标图册.

(2) 令 U0 =
{
(x, y, z) ∈ R3 | z > 0

}
. 定义映射

ϕ0 : U0 → R2, (x, y, z) 7→ (x, y).

证明: 坐标卡 (U0, ϕ0) 含在包括 (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) 的最大 C∞-坐标图册里.

证明 (1) 由

ϕ1 : U1 → R2, (x, y, z) 7→
(

x

1− z
,

y

1− z

)
,

ϕ2 : U2 → R2, (x, y, z) 7→
(

x

1 + z
,

y

1 + z

)
以及它们的逆映射

ϕ−1
1 : R2 → U1, (u, v) 7→

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
ϕ−1
2 : R2 → U2, (u, v) 7→

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
1− u2 − v2

u2 + v2 + 1

)
均连续可知 ϕ1, ϕ2 均为微分同胚, 而 U1 ∪ U2 = S2, 因此 {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} 是 S2 的一个坐标图册. 又

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U2) → ϕ2(U1 ∩ U2), (u, v) 7→

(
u

u2 + v2
,

v

u2 + v2

)
ϕ1 ◦ ϕ−1

2 : ϕ2(U1 ∩ U2) → ϕ1(U1 ∩ U2), (u, v) 7→
(

u

u2 + v2
,

v

u2 + v2

)
均光滑, 坐标卡 (U1, ϕ1) 与 (U2, ϕ2) 是 C∞-相容的. 故 {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} 是 S2 的一个 C∞-坐标图册.

(2) 由

ϕ0 : U0 → R2, (x, y, z) 7→ (x, y),

ϕ−1
0 :

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1

}
→ U0, (x, y) 7→

(
x, y,

√
1− x2 − y2

)
均连续可知 ϕ0 为微分同胚. 又

ϕ1 ◦ ϕ−1
0 : ϕ0(U0 ∩ U1) → ϕ1(U0 ∩ U1), (u, v) 7→

(
u

1−
√
1− u2 − v2

,
v

1−
√
1− u2 − v2

)
,

ϕ2 ◦ ϕ−1
0 : ϕ0(U0 ∩ U2) → ϕ2(U0 ∩ U2), (u, v) 7→

(
u

1 +
√
1− u2 − v2

,
v

1 +
√
1− u2 − v2

)
,

ϕ0 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U0 ∩ U1) → ϕ0(U0 ∩ U1), (u, v) 7→

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1

)
,

ϕ0 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U0 ∩ U2) → ϕ0(U0 ∩ U2), (u, v) 7→

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1

)
均光滑可知 (U0, ϕ0)与 (U1, ϕ1), (U2, ϕ2)均 C∞-相容,即 (U0, ϕ0)含在包括 (U1, ϕ1), (U2, ϕ2)的最大 C∞-坐

标图册里.

题 52 设 M 为一抽象光滑曲面, A 为一集合, f :M → A 为一个双射.

(1) 证明: 存在唯一方式使 A 成为抽象光滑流形且 f 是微分同胚.

(2) 利用 (1), 说明集合 {R 中所有有限闭区间} 有抽象光滑曲面结构.
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证明 (1) 取 {(Uλ, ϕλ) | λ ∈ Λ}为 M 的极大 C∞-坐标图册.我们断言
{(
f(Uλ), ϕλ ◦ f−1

)
| λ ∈ Λ

}
为 A的

极大 C∞-坐标图册, 检验如下. 由 f 是双射可知
⋃
λ∈Λ

f(Uλ) = A. 再由 {(Uλ, ϕλ) | λ ∈ Λ} 为 M 的 C∞-坐标

图册可知 (
ϕλ1

◦ f−1
)
◦
(
ϕλ2

◦ f−1
)−1

= ϕλ1
◦ ϕ−1

λ2
光滑, ∀λ1, λ2 ∈ Λ,

即 {(Uλ, ϕλ)λ ∈ Λ} 是 C∞-相容的. 而对任意与该坐标图册相容的坐标卡
(
f(U), ϕ ◦ f−1

)
, 我们有 ϕ ◦

ϕ−1
λ 与 ϕλ ◦ ϕ−1 均光滑, ∀λ ∈ Λ, 即 (U, ϕ) 与坐标图册 {(Uλ, ϕλ) | λ ∈ Λ} 是 C∞-相容的. 再由坐标

图册 {(Uλ, ϕλ) | λ ∈ Λ} 的极大性可知存在 λ0 ∈ Λ 使得 (U, ϕ) = (U0, ϕ0), 进而
(
f(U), ϕ ◦ f−1

)
=(

f(U0), ϕ0 ◦ f−1
)
. 故

{(
f(Uλ), ϕλ ◦ f−1

)
| λ ∈ Λ

}
为 A 的极大 C∞-坐标图册. 又因为当 f : M → A 是

微分同胚时, A 上的拓扑结构是唯一确定的, 所以 A 上的光滑结构是唯一的.

(2) 定义映射

g : {R 中所有有限闭区间} → R2, [x, y] 7→ (x, y),

则 Im(g) =
{
(x, y) ∈ R2 | x < y

}
是 R2中开集,显然是光滑流形.因为 g−1 : Im(g) → {R 中所有有限闭区间}

为双射, 由 (1) 知 {R 中所有有限闭区间} 有抽象光滑曲面结构.

题 53 设 S2 为 R3 中单位球面, RP2 为实射影平面. 定义映射

f : S2 → RP2, p 7→ {−p, p}.

证明: f 的秩为 2.

证明 记 Ui =
{(
x1 : x2 : x3

)
∈ RP2 | xi 6= 0

}
, i = 1, 2, 3. 定义坐标映射

ϕ1 : U1 → R2,
(
x1 : x2 : x3

)
7→
(
x2

x1
,
x3

x1

)
,

ϕ2 : U2 → R2,
(
x1 : x2 : x3

)
7→
(
x3

x2
,
x1

x2

)
,

ϕ3 : U3 → R2,
(
x1 : x2 : x3

)
7→
(
x1

x3
,
x2

x3

)
.

则 {(Ui, ϕi) | i = 1, 2, 3} 是 RP2 的一个坐标图册.

记 Vi+ =
{(
x1, x2, x3

)
| xi > 0

}
, Vi− =

{(
x1, x2, x3

)
| xi < 0

}
, i = 1, 2, 3. 定义坐标映射

ψ1+ : V1+ → R2,
(
x1, x2, x3

)
7→
(
x2, x3

)
,

ψ1− : V1− → R2,
(
x1, x2, x3

)
7→
(
x2, x3

)
,

其余映射 ψ2+ , ψ2− , ψ3+ , ψ3− 类似定义. 则
{
(Vi+ , ψi+), (Vi− , ψi−) | i = 1, 2, 3

}
是 S2 的一个坐标图册.

由 ϕ1 ◦ f ◦ ψ−1
1+

: (x, y) 7→

(
x√

1− x2 − y2
,

y√
1− x2 − y2

)
可知其 Jacobi 行列式

det


1− y2

(1− x2 − y2)
3
2

xy

(1− x2 − y2)
3
2

xy

(1− x2 − y2)
3
2

1− x2

(1− x2 − y2)
3
2

 =
1

(1− x2 − y2)
2 > 0

同理可得其他复合映射的 Jacobi 行列式不为 0, 因此 f 的秩为 2.
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题 54 设 M 为一抽象光滑曲面, C1, C2 为 M 上两个不相交闭集. 证明: 存在光滑函数 f :M → R 使

f(p) =

1, p ∈ C1,

0, p ∈ C2,

∀p ∈M.

证明 由 M 的底空间的正规性知存在 U1, U2 使得 C1 ⊂ U1, C2 ⊂ U2 且 U1 ∩ U2 = ∅. 下证存在函数 f 满

足 f |C1
≡ 1 且 supp f ⊂ U1. 设 V1 = U1, V2 = M \ C1, 并设 ψ1, ψ2 分别为从属于 V1, V2 的单位分解. 由

ψ1|C1
≡ 0 及 ψ1 + ψ2 ≡ 1 可知 ψ2|C1

≡ 1, ψ2|M\U1
≡ 0. 故 f 满足要求.

题 55 考虑映射

f : S2 → R6, (x, y, z) 7→
(
x2, y2, z2,

√
2yz,

√
2zx,

√
2xy

)
.

试判断 f 是否为浸入或嵌入.

解 f 的 Jacobi 矩阵为


2x 0 0 0

√
2z

√
2y

0 2y 0
√
2z 0

√
2x

0 0 2z
√
2y

√
2x 0

. 由于 (x, y, z) ∈ S2, 不妨设 x 6= 0, 则由子式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2x

√
2z

√
2y

0 0
√
2x

0
√
2x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4x3 6= 0 可知该 Jacobi 矩阵行满秩, 同理可得其他情形下也是如此. 故 rank f = 3, f

为浸入. 由于 S2 是紧集, f 为嵌入当且仅当 f 为单射, 但 f(x, y, z) = f(−x,−y,−z), f 非单射, 故 f 非嵌

入.

§6.2 切空间、流形上的微分形式、Riemann 度量

题 56 验证外微分 d 的如下性质: 对任意 f, g ∈ Ω0(M) = C∞(M), ω ∈ Ω1(M), 有

d(fg) = g df + f dg, d(fω) = df ∧ ω + f dω.

证明 ¬ 由定义, 对任意 p ∈M 与 vp ∈ TpM , 有

d(fg)(vp) = vp(fg) = g(p)vp(f) + f(p)vp(g) = g(p) df(vp) + f(p) dg(vp),

即 d(fg) = g df + f dg.

 由于外微分 d 是线性的, 不妨设 ω = g dx1, 则

d(fω) = d
(
fg dx1

)
= ∂x2(fg) dx2 ∧ dx1 = g∂x2f dx2 ∧ dx1 + f∂x2g dx2 ∧ dx1 = df ∧ ω + f dω.

题 57 设 M 为一抽象光滑曲面. 若存在坐标图册 {(Uα, ϕα)} 覆盖 M , 且对任一 p ∈ Uα ∩ Uβ, 有

Dαβ(p) := det
(
d
(
ϕα ◦ ϕ−1

β (ϕβ(p))
))
> 0,

证明: M 上存在处处非零连续 2-形式 ω.
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证明 设 {fα} 为从属于 {(Uα, ϕα)} 的单位分解, 构造如下 2-形式:

ω :=
∑
α

fαω
α.

则对任一 p ∈M , 上述求和为有限和, 且

ω(p) :=
∑
α

fα(p)ω
α(p) =

∑
α∈S

fα(p)ω
α(p),

其中 S = {α | p ∈ supp fα}. 进一步有

ω(p) :=

(∑
α∈S

fα(p)Dαα0
(p)

)
ωα0(p),

其中 α0 ∈ S 是一固定指标. 观察到 fα ⩾ 0,
∑
α∈S

fα(p) = 1,Dαα0
(p) > 0, 于是 ω(p) 6= 0, 即 ω 是 M 上的处

处非零的连续 2-形式.

题 58 设 M 为一抽象光滑曲面, g 为 M 的一个 Riemann 度量. 对任意 p ∈M, vp, wp ∈ TpM , 记其张成平

行四边形的面积

Area (vp, wp) =
»
g (vp, vp) g (wp, wp)− g (vp, wp)

2
.

M 上的光滑 2-形式 ω ∈ Ω2(M) 若满足

ω (vp, wp) = Area (vp, wp)或− Area (vp, wp) , ∀p ∈M, ∀vp, wp ∈ TpM,

则称其为 M 上一个面积形式. 证明: M 可定向当且仅当 M 上存在一个面积形式.

证明 ⇐: 若 M 上存在一个面积形式 ω, 则 ω 是一个处处非零的光滑 2-形式, 从而 M 可定向.

⇒: 若 M 可定向, 设 ω 为 M 上的处处非零的光滑 2-形式. 对任意 p ∈ M , 取 {e1, e2} 为 TpM 的一

组标准正交基且 ω(e1, e2) > 0. 令 ωp = e∗1 ∧ e∗2, 则对任意 vp, wp ∈ TpM ,

ωp(vp, wp)
2 = [e∗1(vp)e

∗
2(wp)− e∗2(vp)e

∗
1(wp)]

2

= e∗1(vp)
2e∗2(wp)

2 + e∗2(vp)
2e∗1(wp)

2 − 2e∗1(vp)e
∗
2(vp)e

∗
1(wp)e

∗
2(wp)

=
[
e∗1(vp)

2 + e∗2(vp)
2
] [
e∗1(wp)

2 + e∗2(wp)
2
]
− [e∗1(vp)e

∗
1(wp) + e∗2(vp)e

∗
2(wp)]

2

= g (vp, vp) g (wp, wp)− g (vp, wp)
2

= Area (vp, wp)
2
.

只需再验证 p 处 ωp 的上述定义不依赖于满足条件的 {e1, e2} 的选取. 若 {e1, e2} 是 TpM 的另一组标准

正交基, 且 ω (e1, e2) > 0, 则存在 θ ∈ [0, 2π) 与 A =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

, 使得 (e1, e2) = (e1, e2)A, 从而

(e∗1, e
∗
2) = (e∗1, e

∗
2)A. 于是 ωp := e∗1 ∧ e∗2 = det(A)e∗1 ∧ e∗2 = e∗1 ∧ e∗2 = ωp. 由 e1, e2 选取的光滑性可得 ωp 的

光滑性, 因此它是 M 上的面积形式.

第七章 整体微分几何

§7.1 度量完备曲面、Hilbert 定理

题 59 设 M 是 E3 中的一个紧致曲面, φ,H,K 为 M 的支撑函数、平均曲率函数、Gauss 曲率函数, n 为

单位法向量场.
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(1) 证明:
∫
M

dV =

∫
M

Hφ dV . (提示: 考察 (r,n, dr))

(2) 证明:
∫
M

n dV = 0. (提示: 对任意常向量 a, 考察 (r, dr,a))

(3) 证明:
∫
M

Hn dV = 0. (提示: 对任意常向量 a, 考察 (r,n,a))

(4) 证明:
∫
M

Kn dV = 0. (提示: 对任意常向量 a, 考察 (n, dn,a))

A 附录

§1.1 曲面的联络形式

方程 dω1 = ω2 ∧ ω1
2 ,

dω2 = ω1 ∧ ω2
1

唯一确定了曲面的联络形式

ω2
1 =

dω1

ω1 ∧ ω2
ω1 +

dω2

ω1 ∧ ω2
ω2.

由此可算 Gauss 曲率

K = − dω2
1

ω1 ∧ ω2
.

例 A.1.1 用活动幺正标架法计算下列第一基本形式的 Gauss 曲率:

(1) I = 4

(1− u2 − v2)
2 (du⊗ du+ dv ⊗ dv). 【−1】

(2) I = 1

v2
(du⊗ du+ dv ⊗ dv). 【−1】

(3) I = 1

4 (u− v2)
(du⊗ du− 4v du⊗ dv + 4u dv ⊗ dv). 【0】

§1.2 两个基本形式

I = ω1 ⊗ ω1 + ω2 ⊗ ω2,

II = ω1 ⊗ ω3
1 + ω2 ⊗ ω3

2 .
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