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第一部分 常微分方程

1 微分方程的基本概念

定义 1.1.1 称如下形式的方程为常微分方程:

F
(
x, y(x), y′(x), · · · , y(n)(x)

)
= 0, n ⩾ 1, (1.1)

其中 F 为已知函数, 自变量 x 在 R 中某个区间上变化, 未知函数 y ∈ R, 正整数 n 称作该常

微分方程的阶.

定义 1.1.2 在方程 (1.1) 中, 若 F 关于 y, y′, · · · , y(n) 是线性的, 则称该方程为线性常微分方

程, 简称线性微分方程.

定义 1.1.3 设 J 是 R 中的区间, 称函数 y = ϕ(x) (x ∈ J) 是方程 (1.1) 的解, 若

F
(
x, ϕ(x), ϕ′(x), · · · , ϕ(n)(x)

)
≡ 0, x ∈ J.

此时, 称 J 为解 y = ϕ(x) 的存在区间. 若 y = ϕ(x) 不包含任意常数, 则称之为特解. 若

y = ϕ(x) 包含 n 个相互独立的任意常数 c1, · · · , cn, 则称之为通解, 这里 “相互独立” 是指

Jacobi 行列式

det
(
∂
(
ϕ, ϕ′, · · · , ϕ(n−1)

)
∂(c1, c2, · · · , cn)

)
6= 0, x ∈ J.

定义 1.1.4 考虑一阶微分方程
dy
dx = f(x, y), (1.2)

其中 f 在平面区域 G 上连续. 假设

y = ϕ(x), x ∈ J

是该方程的一个解, J ⊂ R 是区间, 则平面点集

Γ = {(x, y) | y = ϕ(x), x ∈ J}

1



第一部分 常微分方程 2

就是平面上的一条可微曲线, 称之为解曲线或积分曲线.

注 1.1.5 通过引入积分曲线的概念可以给方程 (1.2) 一个几何解释, 即 f 在积分曲线 Γ 上

每点处的取值恰为曲线在该点处的斜率.

2 初等积分法

定义 1.2.1 考虑方程

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0, (1.3)

如果存在一个连续可微函数 Φ(x, y), 使得

dΦ(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

则称方程 (1.3) 是恰当方程或全微分方程. 此时称

Φ(x, y) = c (其中 c 为任意常数)

为方程 (1.3) 的通积分.

定理 1.2.2 设函数 P (x, y) 和 Q(x, y) 在单连通区域 D ⊂ R2 上连续, 且具有连续的一阶偏

导数
∂P

∂y
和

∂Q

∂x
, 则方程 (1.3) 是恰当方程的充要条件为

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
(1.4)

在 D 内成立; 而当上式成立时, 对于 (x0, y0), (x, y) ∈ D, 方程 (1.3) 的通积分为∫
γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = c, (1.5)

其中 γ 是任意连接 (x0, y0) 与 (x, y) 并在 D 内的由有限多条光滑曲线段组成的曲线, c 为任

意常数.

证明 假设方程 (1.3) 是恰当的, 则存在可微函数 Φ(x, y), 使得

dΦ(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

因此

P (x, y) =
∂Φ

∂x
, Q(x, y) =

∂Φ

∂y
.
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再由 P (x, y), Q(x, y) 的可微性可知

∂P

∂y
=

∂2Φ

∂x∂y
,

∂Q

∂x
=

∂2Φ

∂y∂x
.

由于
∂P

∂y
和

∂Q

∂x
是连续的, 因此

∂2Φ

∂x∂y
=

∂2Φ

∂y∂x
.

于是
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

反之,假设 (1.4)式成立.由曲线积分的 Green公式可知,对于 D内连接 (x0, y0)与 (x, y)

的逐段光滑的曲线 γ,

Φ(x, y) =

∫
γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

不依赖于路径 γ 的选择, 且满足

dΦ(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

即方程 (1.3) 是恰当的.

定义 1.2.3 如果方程 (1.3) 中的函数 P (x, y), Q(x, y) 均可写成 x 的函数和 y 的函数的乘积,

即

P (x, y) = P1(x)P2(y), Q(x, y) = Q1(x)Q2(y),

则称方程 (1.3) 是变量分离方程.

对于变量分离方程

P1(x)P2(y) dx+Q1(x)Q2(y) dy = 0,

当 P2(y)Q1(x) 6= 0 时 (注意是恒不为 0), 可同解变形为恰当方程

P1(x)

Q1(x)
dx+ Q2(y)

P2(y)
dy = 0,

进而可求得通积分. 另外, 若 a 是 P2(y) 的一个零点, 则 y ≡ a 也是一个解; 若 b 是 Q1(x) 的

一个零点, 则 x ≡ b 也是一个解.

例 1.2.4 求解微分方程
dy
dx = −P (x)y.
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解 当 y 6= 0 时, 同解变形为
1

y
dy + P (x) dx = 0,

通积分为

ln |y|+
∫ x

x0

P (s) ds = c,

因此

y = c exp
(
−
∫ x

x0

P (s) ds
)
,

其中 c 为任意非零常数. 结合 y = 0 是一个特解得方程的通解为

y = c exp
(
−
∫ x

x0

P (s) ds
)
,

其中 c 为任意常数.

例 1.2.5 求解微分方程

x
dy
dx =

√
1− y2.

解 若 x
√
1− y2 6= 0, 方程可同解变形为

1√
1− y2

dy − 1

x
dx = 0,

通积分为

arcsin y − ln |x| = c,

其中 c 为任意常数, 整理可得

x = c earcsin y,

其中 c 为任意非零常数. 由于 x ≡ 0 不是解, 而 y ≡ ±1 是解, 故原方程的解为

y ≡ ±1

和

x = c earcsin y,

其中 c 为任意非零常数.

例 1.2.6 求解微分方程
dy
dx = y

1
3 .
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解 当 y 6= 0 时, 方程可同解变形为

y−
1
3 dy − dx = 0,

通积分为
3

2
y

2
3 − x = c,

其中 c 为任意常数. 又 y ≡ 0 是特解, 故原方程的解为

y ≡ 0

和

y = ±
[
2

3
(x+ c)

] 3
2

, x ⩾ −c,

其中 c 为任意常数.

注 1.2.7 此方程过 x 轴上任一点的解有无穷多个. 进一步讨论见例 1.3.9.

下面讨论一阶线性微分方程

dy
dx + p(x)y = q(x), (1.6)

其中 p(x), q(x) ∈ C((a, b)).

定义 1.2.8 在方程 (1.6) 中, 当 q(x) ≡ 0 时, 得到微分方程

y′ + p(x)y = 0. (1.7)

称方程 (1.7) 是方程 (1.6) 对应的齐次方程, 也称它为一阶齐次线性微分方程. 当 q(x) 不恒为

0 时, 称方程 (1.6) 为一阶非齐次线性微分方程.

在微分方程中的一个重要规则是, 要解非齐次方程, 先解对应的齐次方程. 方程 (1.7) 的

通解为

y = c exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
, (1.8)

其中 c 为任意常数. 这里 exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
决定积分曲线的形状, 而 c 起的是 “伸缩” 即

改变大小的作用. 若将方程 (1.6) 右侧的 q(x) 看作物理方程中的 “外力”, 我们猜想当此 “外

力” 是较微小的扰动时, q(x) 对方程的解的影响是将 (1.8) 中的常数 c 变为函数 c(x). 即我们

希望此时方程 (1.6) 的解形如

y = c(x) exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
, (1.9)
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将此式代入 (1.6) 即得

c′(x) exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
((((((((((((((((
−p(x)c(x) exp

(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
((((((((((((((((
+p(x)c(x) exp

(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)

= q(x).

于是

c′(x) = q(x) exp
(∫ x

x0

p(s) ds
)

=⇒ c(x) = c+

∫ x

x0

q(s) exp
(∫ s

x0

p(t) dt
)

ds.

代回 (1.9) 即得

y =

[
c+

∫ x

x0

q(s) exp
(∫ s

x0

p(t) dt
)

ds
]

exp
(
−
∫ x

x0

p(t) dt
)

= c exp
(
−
∫ x

x0

p(t) dt
)
+

∫ x

x0

q(s) exp
(
−
∫ x

s

p(t) dt
)

ds,

其中 c 为任意常数.

若方程 (1.6) 还满足初始条件 y(x0) = y0, 则可得 c = y0, 从而解为

y = y0 exp
(
−
∫ x

x0

p(t) dt
)
+

∫ x

x0

q(s) exp
(
−
∫ x

s

p(t) dt
)

ds.

下面讨论初值问题 
dy
dx + p(x)y = 0,

y(x0) = y0

(1.10)

解的唯一性问题. 设 y1(x), y2(x) 是方程 (1.10) 的两个解, 令 φ(x) = y1(x)− y2(x), 则转化为

研究 
dφ
dx + p(x)φ = 0,

φ(x0) = 0

(1.11)

解的唯一性问题. 我们有如下观察:

d
dx

(
exp

(∫ x

x0

p(s) ds
)
φ(x)

)
=

���������:0(
dφ
dx + p(x)φ

)
exp

(∫ x

x0

p(s) ds
)

= 0,

于是

exp
(∫ x

x0

p(s) ds
)
φ(x) = φ(x0) = 0.

由于 p(x) ∈ C((a, b)), 积分
∫ x

x0

p(s) ds 有限 (不会出现 “e−∞ → 0” 的情形), 所以

φ(x) ≡ 0.

这就证明了方程 (1.10) 解的唯一性.
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定理 1.2.9 (1) 方程 (1.7) 的解恒为零或者恒不为零.

(2) 方程 (1.7) 的任意两个解的线性组合仍然是解.

(3) 方程 (1.7) 的解是整体存在的, 即该方程的任意一个解的存在区间与函数 p(x), q(x)

有定义的共同区间是一样的.

(4) 非齐次方程 (1.6) 的两个解的差是齐次方程 (1.7) 的解.

(5) 非齐次方程 (1.6) 的初值问题的解存在且唯一.

提示 (5) 的证明需要利用 (1).

注 1.2.10 由定理 1.2.9 (1)(2) 可知, 方程 (1.7) 的全体解构成一个线性空间, 该空间是一维

的, exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
是它的一个基.

例 1.2.11 求解微分方程
dy
dx + y = x2.

解 在方程两边同乘 ex 可得
d
dx (ex y) = x2 ex .

两边积分得

ex y = (x2 − 2x+ 2) ex +c,

即原方程的解为

y = x2 − 2x+ 2 + c e−x,

其中 c 为任意常数.

例 1.2.12 设函数 f(x) ∈ C1([0,+∞)), a(x) 连续, 且存在常数 c0 > 0, 使得 a(x) ⩾ c0. 若

lim
x→+∞

(f ′(x) + a(x)f(x)) = 0,

求证:

lim
x→+∞

f(x) = 0.

证明 令 g(x) = f ′(x) + a(x)f(x), 则 lim
x→+∞

g(x) = 0. 将上式看作 f(x) 满足的微分方程, 由一

阶线性微分方程解的公式立得

f(x) =

f(0) +

∫ x

0

exp
(∫ t

0

a(s) ds
)
g(t) dt

exp
(∫ x

0

a(t) dt
) .
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注意到 a(x) ⩾ c0 > 0, 因此

lim
x→+∞

exp
(∫ x

0

a(t) dt
)

= +∞.

由 L’Hospital 法则可知

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

exp
(∫ x

0

a(t) dt
)
g(x)

a(x) exp
(∫ x

0

a(t) dt
) = lim

x→+∞

g(x)

a(x)
= 0.

下面讨论一些特殊的微分方程.

例 1.2.13 求解微分方程
dy
dx =

x+ y

x− y
.

解 因为等号右边是齐次式, 所以令 y = xu(x), 则

dy
dx = u(x) + x

du
dx =

1 + u

1− u
,

即

x
du
dx =

1 + u2

1− u
.

由 x ≡ 0 不是解可将其转化为变量分离方程

1− u

1 + u2
du =

1

x
dx.

解得

arctan y
x
= ln

√
x2 + y2 + c,

其中 c 为任意常数. 若采用极坐标还可改写为更简单的形式:

r = c eθ, c > 0.

例 1.2.14 求解微分方程
dy
dx =

ax+ by + c

mx+ ny + l
,

其中 a, b, c,m, n, l 为常数.
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解 令 x = x̃+ α, y = ỹ + β, 则原方程化为

dỹ
dx̃ =

ax̃+ bỹ + aα + bβ + c

mx̃+ nỹ +mα + nβ + l
.

¬ 若

∣∣∣∣∣∣ a b

m n

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, 则方程组

 aα + bβ + c = 0

mα + nβ + l = 0

有解 α, β. 此时原方程可进一步化为

齐次方程
dỹ
dx̃ =

ax̃+ bỹ

mx̃+ nỹ
,

从而可解.

 若 an = bm, 令 λ :=
a

m
=
b

n
, 则原方程可化为

dy
dx =

λ(mx+ ny) + c

mx+ ny + l
,

通过令 u = mx+ ny 可进一步化为变量分离方程

du
dx = m+ n

dy
dx = m+ n

λu+ c

u+ l
,

从而可解.

例 1.2.15 求解 Bernoulli 方程

dy
dx + p(x)y = q(x)yn, n 6= 1.

解 当 y 6≡ 0 时, 在原方程两边同除以 yn 可得

y−n dy
dx + p(x)y1−n = q(x),

也即
1

1− n

dy1−n

dx + p(x)y1−n = q(x).

令 u(x) = y1−n 即化为一阶线性微分方程

1

1− n

du
dx + p(x)u = q(x).

另外, 当 n > 0 时, 原方程还有解 y ≡ 0.
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3 解的存在性和唯一性

§3.1 Gronwall 不等式

引理 1.3.1 设函数 f(x), g(x) 在区间 [a, b] 上连续, g(x) ⩾ 0, c 是常数. 如果

f(x) ⩽ c+

∫ x

a

g(s)f(s) ds,

则

f(x) ⩽ c exp
(∫ x

a

g(s) ds
)
.

证明 令

F (x) =

∫ x

a

g(s)f(s) ds,

则由 g(x) ⩾ 0 得

F ′(x) = g(x)f(x) ⩽ cg(x) + g(x)F (x),

即 F 满足微分不等式

F ′(x)− g(x)F (x) ⩽ cg(x).

因此
d
dx

[
exp

(
−
∫ x

a

g(s) ds
)
F (x)

]
= exp

(
−
∫ x

a

g(s) ds
)
[F ′(x)− g(x)F (x)]

⩽ c exp
(
−
∫ x

a

g(s) ds
)
g(x)

=
d
dx

[
−c exp

(
−
∫ x

a

g(s) ds
)]

,

即
d
dx

[
exp

(
−
∫ x

a

g(s) ds
)
(F (x) + c)

]
⩽ 0.

于是

exp
(
−
∫ x

a

g(s) ds
)
(F (x) + c) ⩽ c,

即

F (x) ⩽ c exp
(∫ x

a

g(s) ds
)
− c.

因此

f(x) ⩽ c+ F (x) ⩽ c exp
(∫ x

a

g(s) ds
)
.

注 1.3.2 引理 1.3.1 中, 若 c ⩽ 0, 则可得 f(x) ⩽ 0.
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§3.2 Picard 存在唯一性定理

考虑微分方程
dy
dx = f(x, y), (1.12)

其中函数 f(x, y) 在矩形闭区域

D : |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b

上连续.

定义 1.3.3 称函数 f(x, y) 在区域 G 上对 y 满足 Lipschitz 条件, 如果存在常数 L > 0, 使得

对于任意的 (x, y1), (x, y2) ∈ G, 有

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|.

注 1.3.4 若函数 f(x, y) 在闭矩形 R 上对 y 有连续偏导数, 则 f(x, y) 对 y 满足 Lipschitz 条

件. 这是因为对任意 (x, y1), (x, y2) ∈ R, 有

|f(x, y1)− f(x, y2)| =
∣∣∣∣∫ y2

y1

∂f

∂y
(x, z) dz

∣∣∣∣ ⩽ max
(x,z)∈R

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

L

|y2 − y1|.

下面讨论方程 (1.12) 满足初始条件

y(x0) = y0 (1.13)

的解的存在性. Picard 定理表明, 当方程 (1.12) 中 f(x, y) 对 y 满足 Lipschitz 条件时, 满足

初始条件 (1.13) 的解在局部范围是存在且唯一的. 初值问题 (1.12) (1.13) 也称为 Cauchy 问

题.

定理 1.3.5 (Picard 存在唯一性定理) 假设函数 f(x, y) 在闭区域 D 上连续且对 y 满足

Lipschitz 条件, 则 Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 的解在区间 |x− x0| ⩽ h 上存在且唯一, 其中

h = min
ß
a,

b

M

™
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.

证明 1 第一步 将问题转化为积分方程. Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 等价于积分方程

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds, (1.14)

这是因为:
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• 若 y = ϕ(x) 是 Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 的解, 对方程 (1.12) 等号两边从 x0 到 x 积

分可得 ϕ(x) 也是积分方程 (1.14) 的解.

• 若 y = ϕ(x) 是积分方程 (1.14) 的解, 则 y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds 可导, 即 ϕ(x) 可导, 故

ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)), 即 ϕ(x) 满足方程 (1.12) (1.13).

【将微分方程转化为积分方程可能带来一些便利, 如只要连续就自动可微、适用更多估

计手段 (如积分三角不等式等).】

第二步 构造 Picard 序列. 令

y0(x) = y0,

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y0(s)) ds,

y2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y1(s)) ds,

...

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yn−1(s)) ds.

【以上 Picard 序列实际上对应于微分方程初值问题
dyn(x)

dx = f(x, yn−1(x)),

yn(x0) = y0,

这是一系列简单的常微分方程, 可通过迭代求解. 实际上写成微分方程还是积分方程只是形

式上的区别, 关键在于后面第三步证明一致收敛时需要用到积分的形式.】

为了说明如上定义的 Picard序列是良好定义的,需证明当 |x−x0| ⩽ h时, |yn(x)−y0| ⩽
b (n = 0, 1, 2, · · · ). 对 n 运用数学归纳法. 当 n = 0 时, 结论平凡. 当 n = 1 时, 由

|y1 − y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y0(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0| ⩽Mh ⩽ b

知结论成立. 设直到 n− 1 (n ⩾ 2) 结论都成立, 则

|yn(x)− y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, yn−1(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0| ⩽Mh ⩽ b,

故结论对 n 也成立. 于是良定性得证.

第三步 证明解的存在性. 由于

yn(x) =
n∑

k=1

[yk(x)− yk−1(x)] + y0(x),
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为证 yn(x)在 |x−x0| ⩽ h上一致收敛,只需证函数项级数
∞∑
n=1

[yn(x)− yn−1(x)]在 |x−x0| ⩽ h

上一致收敛. 我们证明更强的结论:
∞∑
n=1

|yn(x)− yn−1(x)| 在 |x− x0| ⩽ h 上一致收敛. 由于

|y1(x)− y0(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y0(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0|,

|y2(x)− y1(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, y1(s))− f(s, y0(s))] ds
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ x

x0

|f(s, y1(s))− f(s, y0(s))| ds
∣∣∣∣

⩽ L

∣∣∣∣∫ x

x0

|y1(s)− y0(s)| ds
∣∣∣∣ 上一式⩽ L

∣∣∣∣∫ x

x0

M |s− x0| ds
∣∣∣∣ = LM

2
|x− x0|2,

上面放缩时积分式外也加绝对值是因为积分上下限大小关系不确定. 归纳可得

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽M
Ln−1|x− x0|n

n!
, ∀|x− x0| ⩽ h.

于是
∞∑
n=1

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽
∞∑
n=1

M

L

Ln|x− x0|n

n!
⩽ M

L

∞∑
n=1

Lnhn

n!
< +∞,

故
∞∑
n=1

|yn(x)− yn−1(x)| 在 |x− x0| ⩽ h 上一致收敛. 因此 yn(x) 在 |x− x0| ⩽ h 上一致收敛,

设

lim
n→∞

yn(x) = y(x).

由于

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yn−1(s)) ds,

两边同时令 n→ ∞ 得

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds,

即 y(x) 是 Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 的解.

第四步 证明解的唯一性. 设 y = ϕ1(x), y = ϕ2(x) 是积分方程 (1.14) 的两个解, 则

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))] ds
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ x

x0

|f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))| ds
∣∣∣∣

⩽ L

∣∣∣∣∫ x

x0

|ϕ1(s)− ϕ2(s)| ds
∣∣∣∣ ,

由 Gronwall 不等式即得

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| ≡ 0.
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注 1.3.6 (1) 由 h = min
ß
a,

b

M

™
可见, 扩大矩形区域并不意味着 h 变大.

(2) 迭代序列的形式并不唯一, 但要求能从已知的 yn−1 解出 yn.

下面利用算子法给出 Picard 存在唯一性定理的另一个证明. 这里将定理 1.3.5 中对 h 的

定义加强为 h = min
ß
a,

b

M
,
1

2L

™
, 其中 L 为 f(x, y) 在 D 上对 y 的 Lipschitz 常数. 后面会

看到, h 的大小不太重要.

证明 2 定义算子 T 满足 (Tϕ)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, ϕ(s)) ds, 则积分方程 (1.14) 等价于 ϕ(x) =

Tϕ(x), 即 ϕ(x) 为算子 T 的不动点.

设 I = {x | |x− x0| ⩽ h}, 函数空间 X(I) = {ϕ ∈ C(I) | |ϕ(x)− y0| ⩽ b}. 下证 T 是一个

压缩映射, 即

¬ T : X(I) → X(I).

 对任意 ϕ1, ϕ2 ∈ X(I), 存在 c < 1 使 max
x∈I

|Tϕ1(x)− Tϕ2(x)| ⩽ cmax
x∈I

|ϕ1(x)− ϕ2(x)|.

¬的证明 由算子 T 的定义可知, 若 ϕ ∈ C(I), 则也有 Tϕ ∈ C(I). 对任意 ϕ ∈ X(I),

|Tϕ(x)− y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, ϕ(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽Mh ⩽ b.

故 Tϕ ∈ X(I).

的证明 对任意 ϕ1, ϕ2 ∈ X(I),

|Tϕ1(x)− Tϕ2(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))] ds
∣∣∣∣ ⩽ L

∣∣∣∣∫ x

x0

|ϕ1(s)− ϕ2(s)| ds
∣∣∣∣

⩽ Lhmax
x∈I

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| ⩽
1

2
max
x∈I

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| .

于是 T : X(I) → X(I) 是一个压缩映射, 又 X(I) 是 Banach 空间中的闭集, 故 T 存在

唯一不动点.

定理 1.3.7 (Peano 存在性定理) 设函数 f(x, y) 在闭矩形区域 D : |x − x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b

上连续, 则 Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 在区间 |x − x0| ⩽ h 上存在至少一个解, 其中 h =

min
ß
a,

b

M

™
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.

例 1.3.8 初值问题 
dy
dx = x2 + y2,

y(x0) = y0

的解存在且唯一.
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解 因为 f(x, y) = x2 + y2 在矩形区域 D = {(x, y) | |x − x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b} 上连续,

又 f ′
y = 2y 在 D 上连续, 因此 f 关于 y 在 D 上是 Lipschitz 的. 于是, 由 Picard 存在

唯一性定理, 经过 (x0, y0) 的解曲线在 |x − x0| ⩽ h 上是唯一的, 其中 h = min
ß
a,

b

M

™
,

M = max
(x,y)∈D

|f(x, y)|.

例 1.3.9 在例 1.2.6 中, 若 y0 6= 0, 则可构造矩形区域包含点 (x0, y0), 使得该矩形区域与 x

轴无交点, 从而 f 在其上连续且关于 y 是 Lipschitz 的, 于是由 Picard 存在唯一性定理可知

过 (x0, y0) 的解曲线存在且唯一; 若 y0 = 0, 则 f 在任一包含 (x0, y0) 的矩形区域上对 y 都不

是 Lipschitz 的, 从而无法使用 Picard 存在唯一性定理, 但通过直接求解微分方程可得解曲

线的形状.

例 1.3.10 设函数 f(y) 是连续的. 证明: 初值问题
dy
dx = x2 + 1 + (f(y))2,

y(x0) = y0

的解存在且唯一.

证明 设 F (x, y) = x2+1+(f(y))2, D = {(x, y) | |x−x0| ⩽ a, |y−y0| ⩽ b}.由于 F (x, y)在 D

上是连续的, 由 Peano 存在性定理, 在区间 |x− x0| ⩽ h 上所给初值问题存在解. 设 y = ϕ(x)

是一个解, 则

ϕ′(x) = x2 + 1 + (f(ϕ(x)))2 ⩾ 1.

由反函数定理, y = ϕ(x) 的反函数 x = ψ(y) 是存在的, 且它满足初值问题
du
dy =

1

1 + u2 + (f(y))2
,

u(y0) = x0.

注意到此初值问题中微分方程的右端对 u 是连续可微的, 于是由 Picard 存在唯一性定理可

知此初值问题的解存在且唯一. 再利用反函数的唯一性可知原初值问题的解存在且唯一.

注 1.3.11 本例中未知 f 的可微性, 因此不能直接使用 Picard 存在唯一性定理.

定义 1.3.12 设函数 f(x, y) 在区域 G 内连续. 如果对于任意的 (x, y1), (x, y2) ∈ G, 有

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ F (|y1 − y2|),
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其中 F (r) > 0 是 r > 0 的连续函数, 且∫ ε

0

1

F (r)
dr = +∞, ∀ε > 0,

则称 f(x, y) 对 y 满足 Osgood 条件.

注 1.3.13 若 f(x, y) 在 G 上关于 y 是 Lipschitz 的, 则可取 F (r) = Lr, 其中 L 为 f(x, y) 在

G 上对 y 的 Lipschitz 常数, 使得 f(x, y) 对 y 满足 Osgood 条件.

定理 1.3.14 (Osgood 定理) 设函数 f(x, y) 在闭区域 D 上对 y 满足 Osgood 条件, 则对任意

(x0, y0) ∈ D, Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 的解存在且唯一.

证明 由 Peano 存在性定理, Cauchy 问题 (1.12) (1.13) 在区间 |x − x0| ⩽ h 上存在解, 设

ϕ1(x), ϕ2(x) 是它的两个不同的解. 则存在 x1 6= x0, 使得 ϕ1(x1) 6= ϕ2(x1). 不妨设 x1 > x0 且

ϕ1(x1) > ϕ2(x1), 其余情形类似处理即可.

令 x := max {x ∈ [x0, x1] | ϕ1(x) = ϕ2(x)}, 于是

ϕ1(x) > ϕ2(x), ∀x ∈ (x, x1) .

令 r(x) := ϕ1(x)− ϕ2(x), 则 r(x) > 0, ∀x ∈ (x, x1), 且

dr
dx = ϕ′

1(x)− ϕ′
2(x) = f(x, ϕ1(x))− f(x, ϕ2(x)) ⩽ F (ϕ1(x)− ϕ2(x)) = F (r(x)).

由 F (r) > 0 得
1

F (r)
dr ⩽ dx,

两边积分即得 ∫ r1

0

dr
F (r)

⩽
∫ x1

x

dx = x1 − x,

其中 r1 = r(x1) > 0.这与 Osgood条件矛盾.故 Cauchy问题 (1.12) (1.13)的解是唯一的.

例 1.3.15 研究微分方程

dy
dx =

 0, y = 0,

y ln |y|, y 6= 0

的解的唯一性.

解 当 y 6= 0 时,
d
dy (y ln |y|) = ln |y|+ 1, 故存在矩形 R 以 (x0, y0) 为中心, 使得 f 在 R 上关

于 y 是 Lipschitz 的. 由 Picard 存在唯一性定理可知, 以 (x0, y0) 为初值的解是唯一的.
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当 y0 = 0 时, y ≡ 0 显然是该方程的一个解. 若 y = ϕ(x) 是另一个解, 任取 x1 6= x0

使得 ϕ(x1) 6= 0, 不妨设 x1 > x0 且 ϕ(x1) > 0. 令 x := max{x ∈ [x0, x1] | ϕ(x) = 0}, 则当

x ∈ [x, x1] 时, ϕ(x) > 0, 因而 ϕ′(x) = ϕ(x) lnϕ(x). 于是∫ ϕ(x1)

0

dϕ
ϕ lnϕ ⩽

∫ x1

x

dx = x1 − x,

但上式左边积分不收敛, 与右边为有限数矛盾. 故以 (x0, 0) 为初值的解是唯一的.

注 1.3.16 本例中直接验证 Osgood 条件是不容易的, 但仿照 Osgood 定理的证明可以解决

其中 y0 = 0 的情形. 相比 Osgood 条件, Lipschitz 条件往往更容易验证.

§3.3 解的延伸

定理 1.3.17 (解的延伸定理) 考虑 Cauchy 问题 y′ = f(x, y),

y(x0) = y0,

(1.15)

其中函数 f(x, y) 在区域 G 内连续. 则该 Cauchy 问题的任意解曲线 Γ 均可延伸至 G 的边

界, 即对于 G 内的任意有界闭区域 G1 及 (x0, y0) ∈ G1, 该 Cauchy 问题的解曲线 Γ 可以延

伸到 G \G1.

证明 只考虑向前延伸1(x ⩾ x0)的解.用反证法, 设解曲线一直在 G1 中.令 G′
1 是包含 G1 的

区域, G′
1 有界且 G′

1 ⊂ G, 则 d
(
G1, (G

′
1)

c)
> 0. 于是存在 0 < δ0 < d

(
G1, (G

′
1)

c)
使得

R := {(x, y) | |x− x| ⩽ δ0, |y − y| ⩽ δ0} ⊂ G′
1, ∀ (x, y) ∈ G1.

于是由 Peano存在性定理,以 (x, y)为初值的解在 |x− x| ⩽ h上存在,其中 h = min
ß
δ0,

δ0
M

™
,

M = max
G′

1

|f |. 由 Peano 存在性定理, 以 (x0, y0) 为初值的解 y = ϕ(x) 在 [x0, x0 + h] 上存在.

令 x1 = x0+h, y1 = ϕ(x0+h).由假设知 (x1, y1) ∈ G1, 于是在 [x0, x0+2h]上存在解, 仍记为

y = ϕ(x).令 x2 = x0+2h, y2 = ϕ(x0+2h),则以 (x2, y2)为初值的解在 [x2, x2+h]上存在.重

复上述过程, 以 (x0, y0) 为初值的解在 [x0, x0 + nh] (∀n) 上存在. 由于 lim
n→∞

(x0 + nh) = +∞,

而 G1 是有界闭集, 矛盾. 故解曲线离开 G1.

注 1.3.18 解曲线可延伸至 G 的边界 ⇏ 解的存在区间为 [x0,+∞), 这是因为解曲线可能在

有限区间内延伸至 y 方向的无穷. 可参考例 1.3.20.
1我们把 x ⩾ x0 的解称为右行解 (或向前的解), 把 x ⩽ x0 的解称为左行解 (或向后的解).



第一部分 常微分方程 18

推论 1.3.19 设函数 f(x, y) 在区域 G 上连续, 对 y 满足局部 Lipschitz 条件2, 则对任意

(x0, y0) ∈ G, 微分方程 y′ = f(x, y) 存在唯一的积分曲线 Γ 经过 (x0, y0), 并且它可以延伸到

G 的边界.

例 1.3.20 证明: 微分方程

y′ = x2 + y2

的每个解的存在区间均是有界的.

证明 f(x, y) = x2 + y2 在 R2 上连续, f ′
y = 2y 在 R2 上连续, 因此 f 在 R2 上对 y 是局部

Lipschitz的.由延拓定理,经过任何一点 (x0, y0)的积分曲线存在且唯一,并且可以延拓到 R2

的边界. 现在要证右行解的存在区间是有界的.

设 [x0, β) 是它的右行最大区间 (区间右侧为 “开”, 否则由 (β, y(β)) ∈ R2 知可继续向右

延拓),并不妨设 β > 0,否则已得证.设max{x0, 0} < x1 < β,则在 [x1, β)上 f(x, y) ⩾ x21+y
2.

设右行解为 y = ϕ(x), 则在 [x1, β) 上 ϕ′(x) = x2 + (ϕ(x))2 ⩾ x21 + (ϕ(x))2. 故

dϕ
x21 + (ϕ(x))2

⩾ dx,

两端积分得到
1

x1

(
arctan ϕ(x)

x1
− arctan ϕ(x1)

x1

)
⩾ x− x1 > 0.

由 arctanx ∈
(
−π
2
,
π

2

)
知这意味着

0 ⩽ x− x1 ⩽
π

x1
, x1 ⩽ x < β.

由此可知

β ⩽ x1 +
π

x1
< +∞.

同理可证左行解的存在区间也是有界的. 于是, 解 y = ϕ(x) 的存在区间是有界的.

例 1.3.21 证明: 微分方程

y′ =
(
x2 + y2 + 1

)
sin(πy)

的每个解都是单调的, 且存在区间为 (−∞,+∞).
2即对任意 (x0, y0) ∈ G, 存在闭矩形 R 3 (x0, y0), R ⊂ G, 使得 f(x, y) 在 R 上关于 y 是 Lipschitz 的. 一个

简单常用的判别方法是, 若 f ′
y 在 G 上连续, 则 f 在 G 上关于 y 是局部 Lipschitz 的.
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证明 f(x, y) =
(
x2 + y2 + 1

)
sin(πy) 在 R2 上连续, 且关于 y 是局部 Lipschitz 的, 由延拓定

理, 过任意一点存在唯一解, 并且可以延拓到 R2 的边界.

注意到 y = n (n ∈ Z) 是方程的解, 它是单调的, 且存在区间为 (−∞,+∞). 如果 (x0, y0)

是初值, 其中 y0 /∈ Z, 则存在 n ∈ Z 使得 n < y0 < n + 1. 由唯一性, 以 (x0, y0) 为初值的解

曲线 y = ϕ(x) 不与 y = n、y = n + 1 相交, 因此它只能延伸至 x = −∞ 和 x = +∞, 且

n < ϕ(x) < n + 1, ∀x ∈ (−∞,+∞). 于是 ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) =
(
x2 + (ϕ(x))2 + 1

)
sin (πϕ(x))

不变号, ϕ(x) 是单调的.

例 1.3.22 考虑初值问题  y′ =
(
y2 − 2y − 3

)
e(x+y)2 ,

y(x0) = y0.

证明: 该初值问题解的存在区间为 a < x < b, 这里 a = −∞ 和 b = +∞ 中至少有一个成立.

证明 f(x, y) =
(
y2 − 2y − 3

)
e(x+y)2 在 R2 上连续, 并且 f ′

y 在 R2 上连续. 因此 f(x, y) 在 R2

上关于 y 是局部 Lipschitz 的. 故由延拓定理, 初值问题的解曲线是唯一的, 并且可以延伸到

边界.

显然 y ≡ 3 和 y ≡ −1 是该初值问题的特解. 若 y0 > 3, 由唯一性, 以 (x0, y0) 为初值的

解 y = ϕ(x) 不能与 y = 3 相交. 因此, 它一直在 y = 3 上方, 从而 ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) > 0,

ϕ(x) 单调递增, 以 (x0, y0) 为初值的左行解必然在 y ≡ y0 和 y ≡ 3 之间. 由延拓定理, 它比延

拓到 x = −∞. 因此, 它的存在区间为 −∞ < x < b. 类似地, 若 y0 < −1, 则解的存在区间为

(a,+∞).

若 1− < y0 < 3, 经过 (x0, y0) 的解在 y ≡ −1 和 y ≡ 3 之间. 由延拓定理, 它延伸到 R2

的边界 x = −∞ 及 x = +∞, 存在区间为 (−∞,+∞).

注 1.3.23 由以上几例可见, 解的延伸定理有助于我们不解方程便分析解在 “远处” 的性态.

§3.4 比较定理

定理 1.3.24 (第一比较定理) 设函数 f(x, y) 和 F (x, y) 均在区域 G 内连续, 且

f(x, y) < F (x, y), ∀(x, y) ∈ G, (1.16)

又设函数 y = ϕ(x) 和 y = Φ(x) 在区间 (a, b) 上分别是初值问题 y′ = f(x, y),

y(x0) = y0

和

 y′ = F (x, y),

y(x0) = y0
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的解, 其中 (x0, y0) ∈ G, 则 ϕ(x) < Φ(x), x0 < x < b,

ϕ(x) > Φ(x), a < x < x0.

证明 只考虑右行解.令 ψ(x) = Φ(x)−ϕ(x), 则 ψ(x0) = 0, ψ′(x0) = F (x0, y0)− f(x0, y0) > 0.

于是, 存在 δ > 0, 使得

ψ(x) > 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ).

要证 ψ(x) > 0, ∀x ∈ (x0, b). 用反证法, 否则, 存在 α < b 使得 ψ(α) = 0 且 ψ′(α) ⩽ 0. 但是

由 (1.16) 式可知

ψ′(α) = F (α, Φ(α))− f(α, ϕ(α)) > 0,

矛盾.

注 1.3.25 定理 1.3.24 的几何意义是明显的: 斜率小的曲线向右不可能从斜率大的曲线的下

方穿越到上方.另外, 注意此处要求 f(x, y) < F (x, y), 若 “<”改成 “⩽”则得不到有意义的结

论, 由此衍生出第二比较定理 (定理 1.3.32).

引理 1.3.26 初值问题  y′ = A(x)|y|+B(x) + 1,

y(x0) = y0

(1.17)

的解在区间 (a, b) 上存在且唯一, 其中 A(x), B(x) 在 (a, b) 上是非负的连续函数.

证明 f(x, y) = A(x)|y|+B(x) + 1 在条形区域

D : a < x < b,−∞ < y < +∞

上连续, 且关于 y 在 D 上是局部 Lipschitz 的. 由延拓定理, 初值问题 (1.17) 的解存在且唯

一, 并可以延拓到 D 的边界. 现在要证任一解的存在区间为 (a, b).

设初值问题的解为 y = ϕ(x), 则 ϕ′(x) = A(x)|ϕ(x)|+B(x) + 1 > 0, 故 ϕ(x) 是单调递增

的. 若 ϕ(x) 无零点, 不妨设 ϕ(x) > 0, 则 y = ϕ(x) 是初值问题 y′ = A(x)y +B(x) + 1,

y(x0) = y0
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的解, 因此 y = ϕ(x) 在 (a, b) 上存在. 若 ϕ(x) 有零点, 设 x = x1 是它的零点, 则 y = ϕ(x) 在

[x1, b) 上是初值问题  y′ = A(x)y +B(x) + 1,

y(x1) = 0

的解, 因此 y = ϕ(x) 在 [x1, b) 上存在. 同样地, 在 (a, x1] 上 y = ϕ(x) 是初值问题 y′ = −A(x)y +B(x) + 1,

y(x1) = 0

的解, 因此 y = ϕ(x) 在 (a, x1] 上存在. 故 y = ϕ(x) 在 (a, b) 上存在.

类似地, 还有以下引理.

引理 1.3.27 初值问题  y′ = −A(x)|y| − B(x)− 1,

y(x0) = y0

的解在区间 (a, b) 上存在且唯一, 其中 A(x), B(x) 在 (a, b) 上是非负的连续函数.

定理 1.3.28 考虑微分方程

y′ = f(x, y), (1.18)

其中函数 f(x, y) 在条形区域

D : a < x < b,−∞ < y < +∞

内连续, 并且满足

|f(x, y)| ⩽ A(x)|y|+B(x), (1.19)

这里 A(x) ⩾ 0 和 B(x) ⩾ 0 在区间 (a, b) 上连续. 则方程 (1.18) 的每个解的存在区间均为

(a, b).

证明 令 y = Φ(x) 是方程 (1.18) 的解, y = ϕ(x) 是初值问题 y′ = −A(x)|y| − B(x)− 1,

y(x0) = y0
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y = ψ(x) 是初值问题  y′ = A(x)|y|+B(x) + 1,

y(x0) = y0

的解. 则由第一比较定理, 由

−A(x)|y| − B(x)− 1 < f(x, y) < A(x)|y|+B(x) + 1

知当 x > x0 时, ϕ(x) < Φ(x) < ψ(x), 因此 y = Φ(x) 在 [x0, b) 上存在. 同理, y = Φ(x) 在

(a, x0] 上存在. 故 y = Φ(x) 在 (a, b) 上存在.

引理 1.3.29 (Arzelà-Ascoli 引理) 设函数列 {fn(x)} 在区间 [a, b] 上一致有界:

|fn(x)| ⩽M, ∀x ∈ [a, b], ∀n,

并且等度连续: 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得

|fn(x′)− fn(x
′′)| < ε, ∀ |x′ − x′′| < δ, ∀n.

则存在子列
{
fnj

(x)
}
在 [a, b] 上一致收敛.

定义 1.3.30 如果 Cauchy 问题  y′ = f(x, y),

y(x0) = y0

(1.20)

在区间 |x− x0| ⩽ a 上有两个解 Φ(x) 和 Ψ(x), 使得对于该初值问题的任意解 y(x), 都有

Ψ(x) ⩽ y(x) ⩽ Φ(x), |x− x0| ⩽ a,

则分别称 Ψ(x) 和 Φ(x) 为该初值问题在区间 |x− x0| ⩽ a 上的最小解和最大解.

定理 1.3.31 存在 τ > 0 使得在区间 |x− x0| ⩽ τ 上, Cauchy 问题 (1.20) 存在最大解和最小

解.

证明 第一步 考虑初值问题  y′ = fn(x, y) := f(x, y) + εn,

y(x0) = y0,

(1.21)
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其中 εn > 0 且 lim
n→∞

εn = 0. 令 R = {(x, y) | |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b} ⊂ G. 由 Peano 存在

性定理, 初值问题 (1.21) 在 |x − x0| ⩽ hn 上存在解 y = φn(x), 其中 hn = min
ß
a,

b

Mn

™
,

Mn = max
(x,y)∈R

|fn(x, y)|. 令 M = max
(x,y)∈R

|f(x, y)|, h = min
ß
a,

b

M

™
, 则当 n→ ∞ 时, Mn →M ,

hn → h. 故存在 τ < h 使得 φn(x) 在 [x0 − τ, x0 + τ ] 上存在.

第二步 要证有子列
{
φnj

(x)
}
在 |x − x0| ⩽ τ 上一致收敛到 φ(x), 并且 y = φ(x) 是

Cauchy 问题 (1.20) 的解. 由于 φn(x) = y0 +

∫ x

x0

fn(s, φn(s)) ds,

|φn(x)− y0| ⩽
∣∣∣∣∫ x

x0

fn(s, φn(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽ (M + 1)τ, ∀n.

因此 {φn(x)} 在 |x− x0| ⩽ τ 上一致有界. 又

|φn(x
′)− φn(x

′′)| =
∣∣∣∣∣
∫ x′

x′′
fn(s, φn(s)) ds

∣∣∣∣∣ ⩽ (M + 1) |x′ − x′′| ,

故对任意 ε > 0, 存在 δ =
ε

M + 1
, 使得对任意 |x′ − x′′| < δ 都有 |φn(x

′)− φn(x
′′)| < ε,

即 {φn(x)} 在 |x − x0| ⩽ τ 上等度连续. 因此, 由 Arzelà-Ascoli 引理, 有子列
{
φnj

(x)
}
在

|x−x0| ⩽ τ 上一致收敛.设 φnj
(x)一致收敛到 φ(x).由于 φnj

(x) = y0+

∫ x

x0

fnj
(s, φnj

(s)) ds,

令 j → ∞, 有

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, φ(s)) ds.

故 y = φ(x) 是 (1.20) 在 |x− x0| ⩽ τ 上的解.

第三步 构造最大解. 由第一比较定理, 对 (1.20) 的任意一个解 y = y(x), 在 (x0, x0 + τ ]

上 y(x) < φnj
(x). 因此, y(x) ⩽ φ(x), ∀x ∈ [x0, x0 + τ ]. 从第一步开始, 用 −εn 代替 εn, 重复

前面过程, 可得存在 ψ(x), 使得

y(x) ⩽ ψ(x), ∀x ∈ [x0 − τ, x0].

令

Φ(x) =

φ(x), x0 ⩽ x ⩽ x0 + τ,

ψ(x), x0 − τ ⩽ x < x0,

则 Φ(x) 是 (1.20) 的解, 且是最大的.

类似可构造最小解.

定理 1.3.32 (第二比较定理) 设函数 f(x, y) 和 F (x, y) 都在区域 G 内连续, 且

f(x, y) ⩽ F (x, y), (x, y) ∈ G,
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又设函数 y = ϕ(x) 和 y = Φ(x) 在区间 (a, b) 上分别是初值问题

E1 :

 y′ = f(x, y),

y(x0) = y0

和

E2 :

 y′ = F (x, y),

y(x0) = y0

的解 ((x0, y0) ∈ G),并且 y = ϕ(x)是初值问题 (E1)的右侧最小解和左侧最大解 (或 y = Φ(x)

是初值问题 (E2) 的右侧最大解和左侧最小解), 则ϕ(x) ⩽ Φ(x), x0 ⩽ x < b,

ϕ(x) ⩾ Φ(x), a < x ⩽ x0.

证明 设 y = ϕ(x) 是初值问题 E1 的右侧最小解和左侧最大解. 考虑初值问题 y′ = f(x, y)− εn,

y(x0) = y0,

其中 εn > 0, 且 lim
n→∞

εn = 0.同定理 1.3.31的证明可知, 存在该初值问题的解序列 {ϕn(x)}的

一个子列
{
ϕnj

(x)
}
一致收敛到 ϕ(x). 因为 f(x, y) − εnj

< f(x, y) ⩽ F (x, y), 由第一比较定

理得 ϕnj
(x) < Φ(x), x > x0,

ϕnj
(x) > Φ(x), x < x0,

令 j → ∞ 即得证.

例 1.3.33 设初值问题  y′ = x2 + (y + 1)2,

y(0) = 0

的解向右侧可延伸的最大存在区间为 [0, β). 证明: π
4
< β < 1.

证明 设 f(x, y) = x2 + (y+1)2. 由延拓定理, 该初值问题的解是唯一的, 并可以延伸到 R2 的

边界. 由例 1.3.20 (作换元 z = y + 1), 解 y = y(x) 的右行极大存在区间为 [0, β), β < +∞.
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对任意的 x ∈ (0, 1), (1 + y)2 ⩽ f(x, y) ⩽ 1 + (1 + y)2. 令 y = φ1(x) 和 y = φ2(x) 分别是

A1 :

 y′ = (1 + y)2,

y(0) = 0

和 A2 :

 y′ = 1 + (1 + y)2,

y(0) = 0

的解. 由 Picard 存在唯一性定理, φ1(x) 和 φ2(x) 分别是初值问题 (A1) 和 (A2) 的唯一解 (从

而既是最大解又是最小解). 注意到这两个方程都是变量分离方程, 可解得

φ1(x) =
1

1− x
− 1, 右行存在区间为 [0, 1),

φ2(x) = −1 + tan
(
x+

π

4

)
, 右行存在区间为

[
0,
π

4

)
.

由第二比较定理, φ1(x) ⩽ y(x) ⩽ φ2(x). 由延伸定理,
π

4
⩽ β ⩽ 1. 下证不等号是严格的. 由延

伸定理 (画图), lim
x→β−

y(x) = +∞. 再由方程 dy
dx = x2 + (1 + y)2 可得

∫ +∞

0

dy
x2 + (1 + y(x))2

=

∫ β

0

dx = β.

由积分性质有

π

4
=

∫ +∞

0

dy(x)
1 + (1 + y(x))2

<

∫ +∞

0

dy(x)
x2 + (1 + y(x))2

<

∫ +∞

0

dy(x)
(1 + y(x))2

= 1,

故
π

4
< β < 1.

4 解对初值和参数的依赖性

§4.1 n 维线性空间中的微分方程

考虑高阶微分方程
dny

dxn = F
(
x, y, y′, · · · , y(n−1)

)
.

令

y1 = y, y2 = y′, · · · , yn = y(n−1),
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则原方程等价于 

dy1
dx = y2,

dy2
dx = y3,

...
dyn−1

dx = yn,

dyn
dx = F (x, y1, · · · , yn).

(1.22)

考虑更一般的微分方程组 

dy1
dx = f1(x, y1, · · · , yn),
dy2
dx = f2(x, y1, · · · , yn),

...
dyn
dx = fn(x, y1, · · · , yn),

(1.23)

若 f1 = y2, f2 = y3, · · · , fn−1 = yn, fn = F , 则这恰对应于高阶微分方程组 (1.22).

令 y = (y1, · · · , yn), f(x,y) = (f1(x,y), · · · , fn(x,y)), 则 (1.23) 可记为 dy
dx = f(x,y),

进而可研究初始条件 y(x0) = y0 下的初值问题.

特别地, 若 fi(x, y1, · · · , yn) =
n∑

j=1

aij(x)yj + ei(x), 则

dy
dx = A(x)y + e(x),

其中

A(x) =


a11(x) · · · a1n(x)

... . . . ...

an1(x) · · · ann(x)

 , e(x) =


e1(x)

...

en(x)

 , y(x) =


y1
...

yn

 .

我们称这是 n 阶线性方程组, 其中 n 是系数矩阵 A 的阶数.

下面考虑初值问题 
dy
dx = f(x,y),

y(x0) = y0.

(1.24)

定义 1.4.1 称函数 f 在有界闭区域

R : |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b
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上对 y 满足 Lipschitz 条件, 如果存在常数 L > 0, 使得对于任意的 (x,y1), (x,y2) ∈ R, 有

|f(x,y1)− f(x,y2)| ⩽ L|y1 − y2|.

定理 1.4.2 (Picard 存在唯一性定理) 假设函数 f 在有界闭区域 R 上连续, 且对 y 满足

Lipschitz 条件, 则初值问题 (1.24) 的解在区间 |x− x0| ⩽ h 上存在且唯一, 其中

h = min

a, b

max
(x,y)∈R

|f(x,y)|

 .

定理 1.4.3 (Peano 存在性定理) 假设函数 f 在有界闭区域 R 上连续, 则初值问题 (1.24) 的

解在区间 |x− x0| ⩽ h 上存在, 其中

h = min

a, b

max
(x,y)∈R

|f(x,y)|

 .

定理 1.4.4 对于 n阶线性方程组
dy
dx = A(x)y+ e(x), 若 A(x), e(x)在区间 (a, b)上连续, 则

该方程组对于任意初始条件 y(x0) = y0 (x0 ∈ (a, b)) 的解在整个区间 (a, b) 上存在且唯一.

§4.2 解对初值和参数的连续依赖性

考虑一般的 n 阶微分方程组初值问题
dy
dx = f(x,y,λ),

y(x0) = y0

(1.25)

的解 y = y(x; x0,y0,λ)对初值 (x0,y0)和参数 λ的依赖性,其中 f 是 n维向量函数, λ ∈ Rm.

作变换

t = x− x0, u = y − y0,

则初值问题 (1.25) 变成 
du
dt = f(t+ x0,u+ y0,λ),

u(0) = 0.
(1.26)

注意到原来的初值 (x0,y0) 在初值问题 (1.26) 中和 λ 一样以参数的形式出现, 因此可以只考

虑初值问题 
dy
dx = f(x,y,λ),

y(0) = 0
(1.27)

的解对参数 λ 的依赖性.
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定理 1.4.5 设 n 维向量函数 f(x,y,λ) 在闭区域

G : |x| ⩽ a, |y| ⩽ b, |λ| ⩽ c

上连续, 且对 y 满足 Lipschitz 条件, 即对于任意的 (x,y1,λ), (x,y2,λ) ∈ G, 有

|f(x,y1,λ)− f(x,y2,λ)| ⩽ L|y1 − y2|,

其中常数 L > 0. 令

M = max
(x,y,λ)∈G

|f(x,y,λ)| , h = min
ß
a,

b

M

™
,

则初值问题 (1.27) 的解 y = ϕ(x,λ) 在闭区域

D : |x| ⩽ h, |λ| ⩽ c

上是连续的.

证明概要 第一步 初值问题 (1.27) 等价于积分方程

y(x,λ) =

∫ x

0

f(s,y(s,λ),λ) ds.

第二步 构造 Picard 序列:

ϕ0(x,λ) ≡ 0,

ϕk(x,λ) =

∫ x

0

f(s,ϕk−1(s,λ),λ) ds, k = 1, 2, · · · .

由此可知 Picard 序列 {ϕk(x,λ)} 关于 (x,λ) ∈ D 是连续的.

第三步 利用数学归纳法证明

|ϕk+1(x,λ)− ϕk(x,λ)| <
M

L

(L|x|)k+1

(k + 1)!
⩽ M

L

(Lh)k+1

(k + 1)!
,

因此 Picard 序列 {ϕk(x,λ)} 对 (x,λ) ∈ D 是一致收敛的.

第四步 令

ϕ(x,λ) = lim
k→∞

ϕk(x,λ), (x,λ) ∈ D,

则 y = ϕ(x,λ) 是初值问题 (1.27) 的唯一解. 再由上述 Picard 序列的一致收敛性可知, 极限

函数 ϕ(x,λ) 关于 (x,λ) ∈ D 是连续的.

在定理 1.4.5 中, Lipschitz 条件不是必要的. 事实上, 只要假设初值问题 (1.25) 的解存在

且唯一即可.
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定理 1.4.6 考虑微分方程组
dy
dx = f(x,y,λ),

其中 f 的区域 G ⊂ R × Rn × Rm 上有界、连续的 n 维向量函数. 假设对于任意的初值点

(x0,y0), 该方程组的解 y = ϕ(x; x0,y0,λ) 是在区间 I0 上存在且唯一的, 其中 I0 ⊂ R 是有界

闭区间, 则对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得只要 (ξ,η,λ′) ∈ G, 且

|(ξ,η,λ′)− (x0,y0,λ)| < δ,

就有

|ϕ (x; ξ,η,λ′)− ϕ (x; x0,y0,λ)| < ε, ∀x ∈ I0,

即解对初值和参数是连续依赖的.

§4.3 解对初值和参数的连续可微性

定理 1.4.7 假设函数 f(x,y,λ) 在闭区域

G : |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b, |λ| ⩽ c

上连续, 对 y 和 λ 有连续偏导数, 则初值问题
dy
dx = f(x,y,λ),

y(x0) = y0

在闭区域 R : |x− x0| ⩽ h, |λ| ⩽ c 上的唯一解 y = ϕ(x; x0,y0,λ) 对 (x0,y0,λ) 可微, 其中

h = min
ß
a,

b

M

™
, M = max

(x,y,λ)∈G
|f(x,y,λ)| .

变分方程 设定理 1.4.7 中方程的解为 y = ϕ(x; x0,y0,λ), 则它满足积分方程

ϕ(x; x0,y0,λ) = y0 +

∫ x

x0

f(s,ϕ(s; x0,y0,λ),λ) ds. (1.28)

¬ 在 (1.28) 两边对 x0 求导, 得到

∂ϕ

∂x0
(x; x0,y0,λ) = −f(x0,ϕ(x0; x0,y0,λ),λ) +

∫ x

x0

∂f

∂y
(s,ϕ(s; x0,y0,λ),λ)︸ ︷︷ ︸

A(s;x0,y0,λ)

∂ϕ

∂x0
(s; x0,y0,λ) ds

= −f(x0,y0,λ) +

∫ x

x0

A(s; x0,y0,λ)
∂ϕ

∂x0
(s; x0,y0,λ) ds.
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令 z(x) =
∂ϕ

∂x0
(x; x0,y0,λ), 则 

dz
dx = Az,

z(x0) = −f(x0, y0, λ).

 在 (1.28) 两边对 y0 求导, 得到3

∂ϕ

∂y0

(x; x0,y0,λ) = 1 +

∫ x

x0

∂f

∂y
(s,ϕ(s; x0,y0,λ),λ)︸ ︷︷ ︸

A(s;x0,y0,λ)

∂ϕ

∂y0

ds.

令 z(x) =
∂ϕ

∂y0

(x; x0,y0,λ), 则 
dz
dx = Az,

z(x0) = 1.

® 在 (1.28) 两边对 λ 求导, 得到

∂ϕ

∂λ
=

∫ x

x0

∂f∂y (s,ϕ(s; x0,y0,λ),λ)︸ ︷︷ ︸
A(s;x0,y0,λ)

∂ϕ

∂λ
(s; x0,y0,λ) +

∂f

∂λ
(s; x0,y0,λ)︸ ︷︷ ︸
B(s;x0,y0,λ)

 ds.

令 z(x) =
∂ϕ

∂λ
(x; x0,y0,λ), 则4 

dz
dx = Az +B,

z(x0) = 0.

注意到若 y 与 λ 均是一维向量, 以上 ¬  ® 中得到的 3 个微分方程是一阶线性微分方

程, 可以解出. 于是我们无需求解原方程便能求得相关量 (如下面的例 1.4.8).

例 1.4.8 设函数 y = y(x, µ) 是初值问题
dy
dx = y + µ(x+ y2),

y(0) = 1

的解. 求 ∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

.

3这里用 1 表示单位矩阵.
4这里用 0 表示零矩阵.
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解 f(x, y, µ) = y + µ(x+ y2) 在 (x, y, µ) ∈ R3 上连续, 在任意闭矩形上关于 y, µ 都有连续的

偏导数, 由定理 1.4.7 , 解 y = y(x, µ) 关于 x, µ 是可微的.

由积分方程

y(x, µ) = 1 +

∫ x

0

[
y(s, µ) + µ

(
s+ (y(s, µ))2

)]
ds

两边对 µ 求导可得

∂y

∂µ
(x, µ) =

∫ x

0

[
∂y

∂µ
(s, µ) + s+ (y(s, µ))2 + 2µy(s, µ)

∂y

∂µ
(s, µ)

]
ds.

令 z(x, µ) =
∂y

∂µ
(x, µ), 则


dz
dx = (1 + 2µy(x, µ)) z + x+ (y(x, µ))2 ,

z(0, µ) = 0.

解这个一阶线性微分方程可得

z(x, µ) =

∫ x

0

[
(y(s, µ))2 + s

]
exp

(∫ x

s

[1 + 2µy(t, µ)] dt
)

ds.

由解对参数的连续依赖性可知, y(x, 0) 是
dy
dx = y,

y(0) = 1

的解, 因此 y(x, 0) = ex. 在前式中取 µ = 0 则有

z(x, µ)
∣∣∣
µ=0

= ex
∫ x

0

e−t
(
t+ e2t

)
dt,

于是
∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

= z(x, µ)
∣∣∣
µ=0

= e2x −x− 1.

5 线性微分方程组

§5.1 一般理论

考虑线性微分方程组

dyi
dx =

n∑
j=1

aij(x)yj + fi(x), i = 1, 2, ·, n,
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其中函数 aij(x), fi(x) (i, j = 1, 2, · · · , n) 在区间 (a, b) 上连续. 令

y =


y1
...

yn

 , A(x) =


a11(x) · · · a1n(x)

... . . . ...

an1(x) · · · ann(x)

 , f(x) =


f1(x)

...

fn(x)

 ,

可将上面的微分方程组改写成更紧凑的形式:

dy
dx = A(x)y + f(x). (1.29)

定理 1.5.1 线性微分方程组 (1.29) 满足初始条件 y(x0) = y0 的解在 (a, b) 上存在且唯一, 其

中 x0 ∈ (a, b) 和 y0 ∈ Rn 是任意给定的.

正如在初等积分法中提到的, 要解非齐次方程, 先解对应的齐次方程, 仍然是这里会用到

的重要规则. 下面我们就先考虑齐次线性微分方程组

dy
dx = A(x)y. (1.30)

引理 1.5.2 对任意 c1, c2 ∈ R, 若 y1(x),y2(x) 是方程组 (1.30) 的解, 则 c1y1(x) + c2y2(x) 也

是方程组 (1.30) 的解.

记 S 为方程组 (1.30) 的所有解组成的集合, 则由引理 1.5.2 可知 S 是一个线性空间.

引理 1.5.3 S 是 n 维线性空间, 这里 n 是方程组 (1.30) 的阶数.

证明 我们构造 S 与 Rn 之间的同构. 任意取定 x0 ∈ (a, b), 对任意 y0 ∈ Rn, 由定理 1.5.1 , 存

在唯一的 (a, b) 上的解 y(x) 使得 y(x0) = y0. 定义映射

H : Rn → S, y0 7→ y(x).

• H 是满射. 对任意 y(x) ∈ S, 令 y0 = y(x0), 则以 y0 为初值的解是 y(x), 即 Hy0 =

y(x).

• H 是单射. 若 y(x), z(x) ∈ S, 且 y(x0) = z(x0), 则由解的唯一性, y(x) ≡ z(x),

∀x ∈ (a, b).

• H 是线性映射. 对任意 y0, z0 ∈ Rn 和 c1, c2 ∈ R, H(c1y0 + c2z0) 是以 c1y0 + c2z0 为

初值的解. 令以 y0, z0 为初值的解分别为 y(x), z(x), 则 (c1y + c2z)|x=x0 = c1y0 + c2z0. 由唯

一性,

c1Hy0 + c2Hz0 = c1y(x) + c2z(x) = H(c1y0 + c2z0).
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故 H : Rn → S 是线性同构, 从而 S 是 n 维的.

定义 1.5.4 称向量函数 ϕ1(x), · · · ,ϕn(x) 在区间 (a, b) 上是线性相关的, 若存在不全为零的

常数 c1, · · · , cn, 使得

c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

否则, 称它们是线性无关的.

定理 1.5.5 方程组 (1.30) 在区间 (a, b) 上有 n 个线性无关的解 ϕ1(x), · · ·ϕn(x), 并且它的通

解为

y = c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x),

其中 c1, · · · , cn 为任意常数.

证明 令 e1, · · · , en 是 Rn 中 n 个线性无关的向量. 令 ϕ1(x) = He1, · · · ,ϕn(x) = Hen. 要

证 ϕ1(x), · · · ,ϕn(x) 是线性无关的. 否则, 存在不全为零的 c1, · · · , cn, 使得

c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

当 x = x0 时, 便有

c1e1 + · · ·+ cnen = 0.

由于 e1, · · · , en 线性无关, c1 = · · · = cn = 0, 矛盾.

若 ϕ1(x), · · · ,ϕn(x) 是线性无关的, 则对任意 y(x) ∈ S, y(x),ϕ1(x), · · · ,ϕn(x) 是线性

相关的, 因此存在不全为零的 c0, c1, · · · , cn, 使得

c0y(x) + c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

由 ϕ1(x), · · · ,ϕn(x) 线性无关知 c0 6= 0. 故

y(x) = − 1

c0
[c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x)] .

称方程组 (1.30) 的 n 个线性无关的解向量为它的一个基本解组. 下面研究一个问题: 如

何判断方程组 (1.30) 的 n 个解向量是线性无关的？
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设 y1(x) =


y11(x)

...

yn1(x)

 , · · · ,yn(x) =


y1n(x)

...

ynn(x)

 是方程组 (1.30) 的 n 个解向量.定义

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y11(x) · · · y1n(x)

... . . . ...

yn1(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
称这个行列式为解组 y1(x), · · · ,yn(x) 的 Wronsky 行列式. 由于

dW
dx =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(x) y12(x) · · · y1n(x)
... ... . . . ...

y′i1(x) y′i2(x) · · · y′n1(x)
... ... . . . ...

yn1(x) yn2(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(x) y12(x) · · · y1n(x)
... ... . . . ...

n∑
j=1

aij(x)yj1(x)
n∑

j=1

aij(x)yj2(x) · · ·
n∑

j=1

aij(x)yjn(x)

... ... . . . ...

yn1(x) yn2(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第 i 个行列式中第 i 行
==============
依次减去其他行的倍数

[a11(x) + · · ·+ ann(x)]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y11(x) · · · y1n(x)

... . . . ...

yn1(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= trA(x) ·W,

这是一个一阶齐次线性微分方程, 可以解得

W (x) = W (x0) exp
(∫ x

x0

trA(s) ds
)
.

这个公式称为 Liouville 公式. 由此可知, Wronsky 行列式 W (x) 在区间 (a, b) 上要么恒为零,

要么恒不为零.

定理 1.5.6 方程组 (1.30) 的解组 y1(x), · · · ,yn(x) 构成基本解组的充要条件是

W (x) 6= 0, a < x < b.
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对于方程组 (1.30) 的解组 y1(x), · · · ,yn(x), 令矩阵 Y (x) = (yij(x))n×n
5, 则

dY (x)

dx = A(x)Y (x),

称 Y (x)为方程组 (1.30)的解矩阵.若 y1(x), · · · ,yn(x)线性无关,则称 Y (x)为方程组 (1.30)

的一个基 (本) 解矩阵. 若 Φ(x) 是方程组 (1.30) 的一个基解矩阵, 则方程组 (1.30) 的通解为

y = Φc, 其中 c 是任意常数构成的 n 维列向量.

推论 1.5.7 (1) 设 Φ(x) 是方程组 (1.30) 的一个基解矩阵, 则对于任意的非奇异常数矩阵 C,

矩阵 Ψ(x) = Φ(x)C 也是方程组 (1.30) 的一个基解矩阵.

(2) 若 Φ(x) 和 Ψ(x) 的方程组 (1.30) 的两个基解矩阵, 则存在非奇异矩阵 C, 使得

Ψ(x) = Φ(x)C.

证明 (1) 只需注意到

dΨ(x)
dx =

dΦ(x)
dx C = (A(x)Φ(x))C = A(x)(Φ(x)C) = A(x)Ψ(x)

以及 detΨ(x) = detΦ(x) · detC 6= 0.

(2) 令 C = Φ(x0)
−1Ψ(x0), 其中 x0 ∈ (a, b), 则 Ψ(x)− Φ(x)C 是方程组 (1.30) 的解矩阵,

且 Ψ(x0)− Φ(x0)C = 0, 由解的唯一性, Ψ(x)− Φ(x)C ≡ O.

下面回到非齐次线性微分方程组的研究上.

引理 1.5.8 如果 Φ(x) 是方程组 (1.30) 的一个基解矩阵, ϕ∗(x) 是方程组 (1.29) 的一个特解,

则方程组 (1.29) 的任意解 y = ϕ(x) 可以表示为

ϕ(x) = Φ(x)c+ ϕ∗(x),

其中 c 是常数列向量.

证明 由于 ϕ(x)− ϕ∗(x) 是方程组 (1.30) 的解, 由定理 1.5.6 , 存在常数列向量 c 使得

ϕ(x)− ϕ∗(x) = Φ(x)c.

5这里矩阵行列指标 i, j 的含义见第34页.
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下面用常数变易法求方程组 (1.29) 的特解 ϕ∗(x).

令 ϕ∗(x) = Φ(x)c(x), 其中 c(x) 是函数列向量. 则

d
dx (Φ(x)c(x)) = A(x)Φ(x)c(x) + f(x).

由

LHS = Φ′(x)c(x) + Φ(x)c′(x) = A(x)Φ(x)c(x) + Φ(x)c′(x)

可将上式化简为

Φ(x)c′(x) = f(x),

也即

c′(x) = Φ−1(x)f(x).

因此

c(x) = c0 +

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s) ds,

从而

ϕ∗(x) = Φ(x)c0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s) ds.

若取 c0 = 0(注意这里只需要得到一个特解) 就有

ϕ∗(x) =

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s) ds.

再结合引理 1.5.8 就得到方程组 (1.29) 的通解为

ϕ(x) = Φ(x)c+

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s) ds.

若 y(x0) = y0, 则解为

y = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s) ds.

§5.2 常系数线性微分方程组

我们称
dy
dx = Ay + f(x) (1.31)

为常系数线性微分方程组, 其中 A 为 n 阶实常数矩阵, n 维向量函数 f(x) 在区间 (a, b) 上

连续. 与上一小节一样, 我们先研究齐次线性微分方程组

dy
dx = Ay. (1.32)
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定义 1.5.9 对于任意 A = (aij)n×n ∈ Rn×n, 定义

‖A‖ =
n∑

i,j=1

|aij| .

对 A,B ∈ Rn×n, 容易验证 ‖ · ‖ 是范数:

(1) ‖A‖ ⩾ 0 且 ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = O.

(2) ‖kA‖ = |k|‖A‖, ∀k ∈ R.

(3) ‖A+B‖ ⩽ ‖A‖+ ‖B‖.

引理 1.5.10 矩阵无穷级数

eAx = In + Ax+
1

2!
(Ax)2 + · · ·+ 1

k!
(Ax)k + · · · ∈ Rn×n

在 R 的任意有界区间上是一致收敛的, 也是绝对收敛的. 此时, 我们称 eAx 为矩阵指数函数.

引理 1.5.11 (1) 若 A,B ∈ Rn×n 满足 AB = BA, 则 eA+B = eA · eB.

(2) 若 A ∈ Rn×n, 则 eA 可逆, 且
(
eA
)−1

= e−A.

(3) 若 A,P ∈ Rn×n 且 P 可逆, 则 ePAP−1

= P eA P−1.

定理 1.5.12 矩阵指数函数 eAx 是常系数齐次线性微分方程组 (1.32) 的基解矩阵.

证明 由 eAx 在 R 的任意有界区间上一致收敛, 利用逐项微分法则, 得到

d
dx eAx =

d
dx

∞∑
k=0

1

k!
(Ax)k = A

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
Ak−1xk−1 = A

∞∑
k=0

1

k!
(Ax)k = A eAx .

根据Wronsky行列式性质, 由 det
(
eAx
)
|x=0 = 1 6= 0知 eAx 是方程组 (1.32)的基解矩阵.

推论 1.5.13 (1) 常系数齐次线性微分方程组 (1.32) 的通解为

y = eAx c,

其中 c 是由任意常数构成的 n 维列向量.

(2) 常系数非齐次线性微分方程组 (1.31) 的通解为

y = eAx c+

∫ x

x0

eA(x−s) f(s) ds,

其中 c 是由任意常数构成的 n 维列向量; 满足初始条件 y(x0) = y0 的解为

y = eA(x−x0) y0 +

∫ x

x0

eA(x−s) f(s) ds.



第一部分 常微分方程 38

回顾线性代数 对于任意 A ∈ Rn×n, 存在可逆方阵 P , 使得 P−1AP = J , 其中

J = diag (J1, · · · , Jk)

为 Jordan 标准形, Ji (i = 1, · · · , k) 为 ni 阶方阵, 其形如

Ji =



λi 1

λi 1
. . . . . .

. . . 1

λi


=: λiIni

+ Zni
.

我们有

eJix = eλiInix · eZnix = eλix · eZnix = eλix



1 x
x2

2!
· · · xni−1

(ni − 1)!

1 x · · · xni−2

(ni − 2)!

1
. . . ...
. . . x

1


ni×ni

.

由 A = PJP−1 可得 eAx = eP (xJ)P−1

= P eJx P−1, 因此由推论 1.5.7 (1) 可知 eAx P = P eJx

是方程组 (1.32) 的基解矩阵.

A 只有单特征值 若 A 有 n 个不同的特征值 λ1, · · · , λn, 则 J = diag (λ1, · · · , λn). 设 P =(
ξ1 · · · ξn

)
, 则

P eJx =
(
ξ1 · · · ξn

)
eλ1x

. . .

eλnx

 =
(

eλ1x ξ1 · · · eλnx ξn

)
.

由 P eJx 是方程组 (1.32) 的基解矩阵知

d
dx
(
eλix ξi

)
= A

(
eλix ξi

)
,

也即

λi eλix ξi = eλixAξi,
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故 Aξi = λiξi, 即 ξi 是特征值 λi 对应的特征向量.

若 A 的某个特征值 λ ∈ C \ R, 其特征向量为 ξ, 则从 Aξ = λξ 可得 Aξ = λξ, 即
(
λ, ξ
)

也是 A 的特征对. 令 y = eλx ξ, 则 y = eλx ξ 也是方程组 (1.32) 的解. 故

Rey :=
y + y

2
和 Imy :=

y − y

2 i

也是方程组 (1.32) 的解.

例 1.5.14 求微分方程组
dy
dx = Ay

的通解, 其中

A =

5 −1

1 5

 .

解 计算可得 A 有特征值 λ1 = 5 + i 与 λ2 = 5 − i, 其对应的特征向量分别为 ξ1 =

 i

1

 与
ξ2 =

− i

1

. 由

eλ1x ξ1 =

e(5+i)x i

e(5+i)x

 =

e5x (− sinx+ i cos x)

e5x (cosx+ i sin x)


可得基解矩阵为

e5x
− sinx cosx

cosx sinx

 .

因此方程组的通解为

y = c1 e5x
− sinx

cosx

+ c2 e5x
cosx

sinx

 ,

其中 c1, c2 为任意常数.

A 有重特征值 若 A 有重的特征值 λ1, · · · , λs, 重数分别为 n1, · · · , ns (n1 + · · · + ns = n),

则基解矩阵 eAx P = P eJx = P diag
(
eJ1x, · · · , eJsx

)
. 分析 eJix 的具体形状可知所有与 λi 有

关的列向量均形如

y =

(
ξ0 +

x

1!
ξ1 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
ξni−1

)
eλix .
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将其代入方程组 (1.32) 可得(
ξ1 +

x

1!
ξ2 + · · ·+ xni−2

(ni − 2)!
ξni−1

)
eλix +λi

(
ξ0 +

x

1!
ξ1 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
ξni−1

)
eλix

=A

(
ξ0 +

x

1!
ξ1 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
ξni−1

)
eλix .

约去 eλix 就得到

ξ1 +
x

1!
ξ2 + · · ·+ xni−2

(ni − 2)!
ξni−1 = (A− λiI)

(
ξ0 +

x

1!
ξ1 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
ξni−1

)
.

对比等号两边 x 的同幂次系数可得

ξ1 = (A− λiI)ξ0,

ξ2 = (A− λiI)ξ1,

...

ξni−1 = (A− λiI)ξni−2,

0 = (A− λiI)ξni−1.

=⇒



(A− λiI)
niξ0 = 0,

ξ1 = (A− λiI)ξ0,

...

ξni−1 = (A− λiI)
ni−1ξ0.

(1.33)

定理 1.5.15 设 n阶矩阵 A的互不相同的特征值为 λ1, · · · , λs,它们的重数分别为 n1, · · · , ns,

则方程组 (1.32) 有如下形式的基解矩阵:

Φ(x) =
(

eλ1x P
(1)
1 (x), · · · , eλ1x P (1)

n1
(x), · · · , eλsx P

(s)
1 (x), · · · , eλsx P (s)

ns
(x)
)
,

其中

P
(i)
j (x) = ξ

(i)
j0 +

x

1!
ξ
(i)
j1 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
ξ
(i)
j,ni−1

是与 λi 对应的第 j 个向量多项式 (i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , ni), 而 ξ
(i)
10 , · · · , ξ

(i)
ni0
是齐次线性

方程组 (1.33) 右侧第 1 式的 ni 个线性无关解, 且其余的 ξ
(i)
jl (j = 1, · · · , ni; l = 1, · · · , ni − 1)

是将相应的 ξ
(i)
j0 代替 (1.33) 右侧后 ni − 1 式中的 ξ0 而依次得到的.

例 1.5.16 求解微分方程组
dy
dx = Ay,

其中

A =


1

2

3
−2

3

0
2

3

1

3

0 −1

3

4

3

 .
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解 A 的特征多项式 det(λI −A) = (λ− 1)3, 特征值为 λ1 = 1(3 重). 由于 (A− λ1I)
3 = O, 因

此方程组 (A− λ1I)
3ξ = 0 有 3 个线性无关解

ξ
(1)
10 =


1

0

0

 , ξ
(1)
20 =


0

1

0

 , ξ
(1)
30 =


0

0

1

 .

于是

ξ
(1)
11 = (A− λ1I)ξ

(1)
10 = 0,

ξ
(1)
12 = (A− λ1I)

2ξ
(1)
10 = 0,

ξ
(1)
21 = (A− λ1I)ξ

(1)
20 =


2

3

−1

3

−1

3

 ,

ξ
(1)
22 = (A− λ1I)

2ξ
(1)
20 = 0,

ξ
(1)
31 = (A− λ1I)ξ

(1)
30 =


−2

3
1

3
1

3

 ,

ξ
(1)
32 = (A− λ1I)

2ξ
(1)
30 = 0.

因此基解矩阵

Φ(x) = ex


1

2

3
x −2

3
x

0 1− 1

3
x

1

3
x

0 −1

3
x 1 +

1

3
x

 .

所给方程的所有解为

y = Φ(x)c,

其中 c 为任意三维常数列向量.

利用基解矩阵, 还可对解在 x→ +∞ 时的行为作出估计.

例 1.5.17 证明: 常系数齐次线性微分方程组 (1.32) 的所有解当 x → +∞ 时均趋向于零

⇐⇒ A 的所有特征值的实部均小于零.

证明 基解矩阵形如

Φ(x) =
(

eλ1x P
(1)
1 (x), · · · , eλ1x P (1)

n1
(x), · · · , eλsx P

(s)
1 (x), · · · , eλsx P (s)

ns
(x)
)
.
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若 A 的所有特征值的实部均小于零, 则∣∣∣eλix P
(i)
j (x)

∣∣∣ = eRe(λi)x
∣∣∣eIm(λi) ix

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
1

∣∣∣P (i)
j (x)

∣∣∣ = eRe(λi)x
∣∣∣P (i)

j (x)
∣∣∣→ 0, x→ +∞, ∀i, j.

反过来, 若存在特征值 λi 使得 Re(λi) ⩾ 0, 则存在 j, 使得方程组的一个解

eλix P
(i)
j (x) 6→ 0, x→ +∞,

得出矛盾.

§5.3 高阶线性微分方程

考虑 n 阶线性微分方程

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x), (1.34)

其中函数 a1(x), · · · , an(x), f(x) 均在区间 (a, b) 上连续. 当 f(x) 6≡ 0 时, 称方程 (1.34) 为非

齐次线性微分方程; 当 f(x) ≡ 0 时, 得到

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = 0, (1.35)

称之为方程 (1.34) 对应的齐次线性微分方程.

方程 (1.34) 等价于

d
dx


y

y′

...

y(n−1)

 =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−an(x) −an−1(x) −an−2(x) · · · −a1(x)




y

y′

...

y(n−1)

+


0
...

0

f(x)

 .

(1.36)

若 y = ϕ(x) 是方程 (1.34) 的解, 则


ϕ(x)

ϕ′(x)
...

ϕ(n−1)(x)

 是方程组 (1.36) 的解向量.
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方程 (1.35) 等价于

d
dx


y

y′

...

y(n−1)

 =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−an(x) −an−1(x) −an−2(x) · · · −a1(x)




y

y′

...

y(n−1)

 . (1.37)

设


ϕ1(x)

ϕ′
1(x)
...

ϕ
(n−1)
1 (x)

 , · · · ,


ϕn(x)

ϕ′
n(x)
...

ϕ(n−1)
n (x)

是 (1.37)的 n个解向量 (也即设 ϕ1(x), · · · , ϕn(x)是方程

(1.35) 的 n 个解). 定义

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x) · · · ϕn(x)

ϕ′
1(x) · · · ϕ′

n(x)
... ...

ϕ
(n−1)
1 (x) · · · ϕ(n−1)

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
为 ϕ1(x), · · · , ϕn(x) 的 Wronsky 行列式. 由 Liouville 公式,

W (x) = W (x0) exp
(
−
∫ x

x0

a1(s) ds
)
.

称 ϕ1(x), · · · , ϕn(x) 线性相关, 若存在不全为零的常数 c1, · · · , cn, 使得

c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

否则, 称它们线性无关.

定理 1.5.18 方程 (1.35) 在区间 (a, b) 上有 n 个线性无关的解, 且该方程的任意解均可由这

n 个线性无关解线性表出.

定理 1.5.19 设 y = ϕ(x) 是二阶齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的一个解, 其中 p(x), q(x) 在区间 (a, b) 上连续, 又假设 ϕ(x) 6= 0, x ∈ (a, b). 则该方程的通解

为

y = c1ϕ(x) + c2ϕ(x)

∫ x

x0

1

ϕ2(s)
exp

(
−
∫ s

x0

p(t) dt
)

ds,

其中 c1, c2 为任意常数.
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证明 只要找到一个与 ϕ(x) 线性无关的解即可. 设它为 y(x), 则由 Liouville 公式,

W (x) =

∣∣∣∣∣∣ϕ(x) y(x)

ϕ′(x) y′(x)

∣∣∣∣∣∣ = W (x0) exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)
.

由 ϕ(x) 6= 0 知这等价于

(
y(x)

ϕ(x)

)′

=
y′(x)ϕ(x)− y(x)ϕ′(x)

ϕ2(x)
=

W (x0) exp
(
−
∫ x

x0

p(s) ds
)

ϕ2(x)
.

积分即得
y(x)

ϕ(x)
− y(x0)

ϕ(x0)
= W (x0)

∫ x

x0

1

ϕ2(s)
exp

(
−
∫ s

x0

p(t) dt
)

ds,

故

y(x) =
y(x0)

ϕ(x0)
ϕ(x) +W (x0)ϕ(x)

∫ x

x0

1

ϕ2(s)
exp

(
−
∫ s

x0

p(t) dt
)

ds.

由此可得该方程的通解为

y = c1ϕ(x) + c2ϕ(x)

∫ x

x0

1

ϕ2(s)
exp

(
−
∫ s

x0

p(t) dt
)

ds,

其中 c1, c2 为任意常数.

例 1.5.20 已知 y = x 是方程

y′′ +
x

1 + x2
y′ − y

1 + x2
= 0

的解, 求该方程的通解.

解 设该方程与解 y = x 线性无关的另一个解为 y = φ(x), 则由 Liouville 公式,

W (x) =

∣∣∣∣∣∣x φ

1 φ′

∣∣∣∣∣∣ = c1 exp
(
−
∫ x

0

s

1 + s2
ds
)

=
c1√
x2 + 1

,

其中 c1 为任意常数. 再将方程改写为
d
dx

(φ
x

)
=

c1

x2
√
x2 + 1

,

解得 (右式积分时利用换元 x = tan t)

φ(x)

x
= −c1

√
x2 + 1

x
+ c2 ⇐⇒ φ(x) = −c1

√
x2 + 1 + c2x,

其中 c1, c2 为任意常数. 故所给方程的通解为

y = c1
√
x2 + 1 + c2x,

其中 c1, c2 为任意常数.
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仿照常系数线性微分方程组的处理, 仍可用常数变易法由方程 (1.35) 的解推导方程

(1.34) 的解. 由于高阶线性微分方程中最重要的是二阶线性微分方程, 下面仅讨论二阶情

形.

考虑二阶线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x). (1.38)

方程 (1.38) 的方程组形式为

d
dx

y
y′

 =

 0 1

−q(x) −p(x)

y
y′

+

 0

f(x)

 . (1.39)

设对应的齐次方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的两个线性无关的解为 ϕ1(x), ϕ2(x), 其基解矩阵为

Φ(x) =

ϕ1(x) ϕ2(x)

ϕ′
1(x) ϕ′

2(x)

 .

设方程组 (1.39) 的解为 Φ(x)

c1(x)
c2(x)

, 代入方程组 (1.39) 就得到

Φ′(x)

c1(x)
c2(x)

+ Φ(x)

c′1(x)
c′2(x)

 = A(x)Φ(x)

c1(x)
c2(x)

+

 0

f(x)

 ,

结合 Φ′(x) = A(x)Φ(x) 可将上式化简为

Φ(x)

c′1(x)
c′2(x)

 =

 0

f(x)


也即 c′1(x)

c′2(x)

 = Φ−1(x)

 0

f(x)

 .

写出这个方程组的具体形式, 即ϕ1(x)c
′
1(x) + ϕ2(x)c

′
2(x) = 0,

ϕ′
1(x)c

′
1(x) + ϕ′

2(x)c
′
2(x) = f(x),
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由此解得 
c′1(x) = −ϕ2(x)

W (x)
f(x),

c′2(x) =
ϕ1(x)

W (x)
f(x).

下面不采用化为方程组的方式, 重新推导常数变易法的步骤.

设方程 (1.38) 的解为

y = c1(x)ϕ1(x) + c2(x)ϕ2(x),

则

y′ = c1(x)ϕ
′
1(x) + c2(x)ϕ

′
2(x) + c′1(x)ϕ1(x) + c′2(x)ϕ2(x).

令

c′1(x)ϕ1(x) + c′2(x)ϕ2(x) = 0, (1.40)

则

y′′ = c′1(x)ϕ
′
1(x) + c′2(x)ϕ

′
2(x) + c1(x) [−p(x)ϕ′

1(x)− q(x)ϕ1(x)] + c2(x) [−p(x)ϕ′
2(x)− q(x)ϕ2(x)]

= c′1(x)ϕ
′
1(x) + c′2(x)ϕ

′
2(x)− p(x)y′ − q(x)y.

于是

y′ + p(x)y′ + q(x)y = c′1(x)ϕ
′
1(x) + c′2(x)ϕ

′
2(x),

也即要求

c′1(x)ϕ
′
1(x) + c′2(x)ϕ

′
2(x) = f(x). (1.41)

进而由 (1.40) 与 (1.41) 可解得 c′1(x) 与 c′2(x).

下面讨论常系数齐次高阶线性微分方程

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0. (1.42)

方程 (1.42) 等价于

d
dx


y

y′

...

y(n−1)

 =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1


︸ ︷︷ ︸

A


y

y′

...

y(n−1)

 .
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矩阵 A 的特征多项式

det(λI − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 0 · · · 0

0 λ −1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · −1

an an−1 an−2 · · · λ+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an.

我们把 p(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an 称为方程 (1.42) 的特征多项式, 并称 p(λ) = 0

为方程 (1.42) 的特征方程. 可将特征方程记忆为 “把所给方程中 y(k) 替换成 λk”.

定理 1.5.21 设常系数齐次高阶微分方程 (1.42) 的特征多项式在 C 中有 s 个不同的根

λ1, · · · , λs, 它们的重数分别为 n1, · · · , ns (n1 + · · ·+ ns = n), 则函数组
eλ1x, x eλ1x, · · · , xn1−1 eλ1x,

· · ·

eλsx, x eλsx, · · · , xns−1 eλsx

是方程 (1.42) 的一个基本解组.

注 1.5.22 对于 p(x) ∈ R[x], 在方程 p(λ) = 0 有虚根的时候, 虚根必定成对出现. 这时, 可以

利用提取实部和虚部的方法来得到相应的实值解.

例 1.5.23 求解微分方程

y(4) − 4y(3) + 8y′′ − 8y′ + 3y = 0.

解 特征方程为 λ4 − 4λ3 + 8λ2 − 8λ+ 3 = 0, 特征根为

λ1 = 1(2 重), λ2 = 1 +
√
2 i, λ3 = 1−

√
2 i .

基本解组为

ex, x ex, ex cos
(√

2x
)
, ex sin

(√
2x
)
.

通解为

y = c1 ex +c2x ex +c3 ex cos
(√

2x
)
+ c4 ex sin

(√
2x
)
,

其中 c1, c2, c3, c4 为任意常数.
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例 1.5.24 求解微分方程

y′′ + α2y = f(x),

其中 α > 0 是常数, 函数 f(x) 在区间 (a, b) 上连续.

证明 齐次线性微分方程 y′′+α2y = 0的特征方程为 λ2+α2 = 0,特征根为 λ1 = α i, λ2 = −α i,

基本解组为 cos(αx), sin(αx), 通解为

y = c1 cos(αx) + c2 sin(αx),

其中 c1, c2 为任意常数. 设所给非齐次线性微分方程的一个特解为

y∗ = c1(x) cos(αx) + c2(x) sin(αx).

则 Wronsky 行列式

W (x) =

∣∣∣∣∣∣ cos(αx) sin(αx)

−α sin(αx) α cos(αx)

∣∣∣∣∣∣ = α.

于是

c′1(x) = − 1

α
sin(αx)f(x), c′2(x) =

1

α
cos(αx)f(x).

由此可解出6

c1(x) = − 1

α

∫ x

x0

sin(αs)f(s) ds,

c2(x) =
1

α

∫ x

x0

cos(αs)f(s) ds.

因此特解

y∗ =
1

α

∫ x

x0

[− cos(αx) sin(αs) + sin(αx) cos(αs)] f(s) ds = 1

α

∫ x

x0

sin [α(x− s)] f(s) ds.

故所给方程的通解为

y = c1 cos(αx) + c2 sin(αx) +
∫ x

x0

sin [α(x− s)]

α
f(s) ds,

其中 c1, c2 为任意常数.

注 1.5.25 本例中求得的通解在偏微分方程中非常重要, 建议记忆.
6由于只需求出一个特解, 可取 c0 = 0.
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经验解法 当方程

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = f(x)

的右端函数 f(x) 具有某些特殊形式时, 可凭经验推测出相应特解的形式, 进而由待定系数法

求出特解.

(1) f(x) = Pm(x) eµx, 其中 Pm(x) 是 m 次多项式, µ 不是对应齐次线性微分方程的特征

多项式的根. 则特解形如

ϕ∗(x) = Qm(x) eµx,

其中 Qm(x) 是 m 次多项式.

例 1.5.26 求解微分方程

y′′ + y = x ex .

解 对应的齐次线性微分方程的特征方程为 λ2 +1 = 0, 特征根为 λ1 = i, λ2 = − i. 因此 µ = 1

不是特征根. 设特解

ϕ∗(x) = (ax+ b) ex,

则

ϕ∗′′ = (ax+ 2a+ b) ex .

代入方程可得

(2ax+ 2a+ 2b) ex = x ex,

即  2a = 1,

2a+ 2b = 0

=⇒


a =

1

2
,

b = −1

2
.

因此特解

ϕ∗(x) =

(
1

2
x− 1

2

)
ex,

通解为

y = c1 cosx+ c2 sinx+
(
1

2
x− 1

2

)
ex,

其中 c1, c2 为任意常数.

(2) f(x) = Pm(x) eµx, 其中 Pm(x) 是 m 次多项式, µ 是对应齐次线性微分方程的特征多

项式的 k 重根. 则特解形如

ϕ∗(x) = xkQm(x) eµx,
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其中 Qm(x) 是 m 多项式.

例 1.5.27 求解微分方程

y′′ + y′ − 2y = x ex .

解 对应的齐次线性微分方程的特征方程为 λ2 + λ − 2 = 0, 特征根为 λ1 = −2, λ2 = 1. 因此

µ = 1 是单重特征根. 设特解

ϕ∗(x) = x(ax+ b) ex,

代入所给方程就得到

6ax+ 2a+ 3b = x,

解得

a =
1

6
, b = −1

9
.

因此特解

ϕ∗(x) = x

(
1

6
x− 1

9

)
ex,

通解为

y = c1 e−2x +c2 ex +x
(
1

6
x− 1

9

)
ex,

其中 c1, c2 为任意常数.

例 1.5.28 求解微分方程

y′′ + 3y′ − 4y = e−4x +x e−x .

思路 令 ϕ1(x) 是方程

y′′ + 3y′ − 4y = e−4x

的一个特解, ϕ2(x) 是方程

y′′ + 3y′ − 4y = x e−x

的一个特解, 则 ϕ1 + ϕ2 是原方程的一个特解.

(3) f(x) = [Am(x) cos(βx) + Bl(x) sin(βx)] eαx, 其中 Am(x), Bl(x) 分别是 m 次和 l 次

多项式, α + i β 是对应齐次线性微分方程的特征多项式的 k 重根 (若不是根则 k = 0). 则特

解形如

ϕ∗(x) = xk [Cn(x) cos(βx) +Dn(x) sin(βx)] eαx,

其中 Cn(x) 和 Dn(x) 均为 n 次多项式, n = max{m, l}.
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例 1.5.29 求解微分方程

y′′ − 2y′ + 2y = ex cosx.

解 对应的齐次线性微分方程的特征方程为 λ2 − 2λ+ 2 = 0, 特征根为 λ1 = 1 + i, λ2 = 1− i,

它的通解为

y = c1 ex cosx+ c2 ex sinx,

其中 c1, c2 为任意常数. 设所给方程的一个特解为

ϕ∗(x) = x(A cosx+B sinx) ex,

代入方程可得

A = 0, B =
1

2
.

因此特解

ϕ∗(x) =
1

2
x sinx ex,

通解为

y = c1 ex cosx+ c2 ex sinx+ 1

2
x sinx ex,

其中 c1, c2 为任意常数.

例 1.5.30 求解 Euler 方程

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + · · ·+ an−1xy

′ + any = 0, x > 0,

其中 a1, · · · , an 都是常数.

解 作变换 x = et, 则

dy
dt =

dy
dx

dx
dt = et dy

dx = xy′,

d2y

dt2 =
d
dt

(
dy
dt

)
= x2y′′ +

dy
dt .

因此

xy′ =
dy
dt , x2y′′ =

d2y

dt2 − dy
dt .

一般地, 假设

xny(n) = cn
dny

dtn + cn−1
dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ c1

dy
dt ,
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其中 c1, · · · , cn 为常数, 则

d
dt
(
xny(n)

)
= cn

dn+1y

dtn+1
+ cn−1

dny

dtn + · · ·+ c1
d2y

dt2 .

另一方面,

d
dt
(
xny(n)

)
=

d
dx
(
xny(n)

)
· dx

dt =
(
nxn−1y(n) + xny(n+1)

)
x = nxny(n) + xn+1y(n+1).

这表明 xn+1y(n+1) 可由
dy
dt , · · · ,

dn+1y

dtn+1
线性表出. 由数学归纳法即知对任意 n ⩾ 1, xny(n) 均

可由
dy
dt , · · · ,

dny

dtn 线性表出.于是 Euler方程在变换 x = et下将变成一个关于 y,
dy
dt , · · · ,

dny

dtn
的 n 阶常系数齐次线性微分方程, 从而可求解.

注 1.5.31 令 x = et, 算子 D =
d
dt , 则 xny(n) = D(D − 1) · · · (D − n+ 1)y.

6 微分方程定性理论简介

§6.1 动力系统, 相空间和轨线

考虑微分方程组
dx
dt = f(x), (1.43)

其中 x ∈ D ⊂ Rn, f : D → Rn 是连续的. 若方程组 (1.43) 的右端函数 f 不显含自变量 t7,

则称 (1.43) 为自治系统; 反之, 则称之为非自治系统.

在以下部分中, 我们总假定方程组 (1.43) 的初值问题的解存在且唯一.

定义 1.6.1 将方程组 (1.43)中 x的取值范围 D称作相空间.设 x = ϕ(t,x0)是方程组 (1.43)

满足初始条件 ϕ(0,x0) = x0 的解, 它的存在区间为 J . 定义相空间 D 中的一条曲线

γ(x0) = {x ∈ D | x = ϕ(t,x0), t ∈ J}

为解 x = ϕ(t,x0) 或方程组 (1.43) 的轨线. 称 (t,x) 所在的空间为增广相空间.

注 1.6.2 轨线就是增广相空间中积分曲线 {t,x(t)} 沿着 t 轴向相空间的投影, 是由方程组

(1.43) 描述的质点运动的轨迹.
7但不能说 f 与 t 无关, 因为 f 是 x 的向量值函数, 而 x 是 t 的函数.
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D ⊂ Rn

t
t1 t2

����

在微分方程定性理论中, 我们的目标是 (不解方程而)分析清楚轨线 (族)的拓扑结构.以

下是两种特殊的拓扑结构:

(1) 平衡点: 如果方程组 (1.43) 有一个常值解 x = ϕ(t,x0) ≡ x0, 则称 x0 是方程组

(1.43) 的平衡点8.

(2) 闭轨: 如果方程组 (1.43) 的解是一个非定常的周期运动, 即存在 T > 0, 使得 ϕ(t +

T,x0) = ϕ(t,x0), ∀t, 则它在相空间中是一条闭曲线, 称为闭轨.

例 1.6.3 考虑微分方程组 
dx
dt = −y + x

(
x2 + y2 − 1

)
,

dy
dt = x+ y

(
x2 + y2 − 1

)
.

(1.44)

求出它的轨线类型, 并画出相图.

解 注意到方程组 (1.44) 中第一行乘 x 加上第二行乘 y 可得

1

2

d
dt
(
x2 + y2

)
= x

dx
dt + y

dy
dt =

(
x2 + y2

) (
x2 + y2 − 1

)
.

受此启发, 我们采用极坐标, 令 x = r cos θ, y = r sin θ, 则方程组 (1.44) 化为
dr
dt = r

(
r2 − 1

)
,

dθ
dt = 1.

可以直接解出该方程组的解 
r =

1√
1− c1 e2t

,

θ = t+ c2

和 r ≡ 0,

其中 c1, c2 为任意常数. 由此可知该方程组有平衡点 r ≡ 0 和闭轨 r ≡ 1.

接着考虑其他解. 对于初值 r0 = r(0), 有

8当 x0 是方程组 (1.43) 的平衡点时, f(x0) = ϕ′(t,x0) = 0; 反过来, 若存在 x0, 使得 f(x0) = 0, 则

x(t) ≡ x0 是该方程组的一个常值解. 因此, 自治系统 (1.43) 的平衡点就是 Rn 中向量场 f(·) 的奇点, 故有时也

称自治系统的平衡点为自治系统的奇点.
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(1) 若 0 < r0 < 1, 由 r0 =
1√

1− c1
< 1 可得 c1 < 0. 因此始终有 r < 1, 即从 (r0, θ0)

出发的解永远位于 x-y 平面上的单位圆内部, 且当 t → +∞ 时, r(t) 逆时针盘旋趋向于原点

r = 0; 当 t→ −∞ 时, r(t) 顺时针盘旋趋向于单位圆周 r = 1.

(2) 若 r0 > 1, 由 r0 =
1√

1− c1
> 1 可得 c1 > 0. 因此始终有 r > 1, 即从 (r0, θ0) 出发

的解永远位于 x-y 平面上的单位圆外部, 且当 t → −∞ 时, r(t) 顺时针盘旋趋向于单位圆周

r = 1; 当 t→ t∗ 时, r(t) → +∞, 其中 t∗ > 0为一有限时刻 (由方程组的解可知 t∗ = − ln c1
2

).

故方程组 (1.44) 有三种轨线类型: 奇点 (0, 0)、轨线 x2 + y2 = 1、开轨线9. 由此可画出

该方程组的相图 (图 1.1).

图 1.1: 方程组 (1.44) 的相图

注 1.6.4 例 1.6.3 中仍然解了方程, 这是出于初学时理解概念的需要.

定理 1.6.5 (自治微分方程组 (1.43) 的解的基本性质)

(1) 积分曲线的平移不变性: 若 x = ϕ(t,x0) 是方程组 (1.43) 的一条积分曲线, 则对任

意常数 c, x = ϕ(t+ c,x0) 也是它的一条积分曲线.

(2) 过相空间每一点的轨线的唯一性: 如果方程组 (1.43) 的轨线 γ(x0) 和 γ(y0) 相交,

则它们必定重合, 即 γ(x0) = γ(y0).
9开轨线是指 ϕ( · ,x0) : R → γ(x0) 为一一映射.



第一部分 常微分方程 55

(3) 群的性质: 若 x = ϕ(t,x0) 是方程组 (1.43) 的解, 则对任意 t, s ∈ R, 有

ϕ(t,ϕ(s,x0)) = ϕ(t+ s,x0).

也就是说, 在相空间中, 如果从 x0 出发的解经过时间 s 到达 x1 = ϕ(s,x0), 而从 x1 出发经

过时间 t 到达 x2 = ϕ(t,ϕ(s,x0)), 则从 x0 出发的解沿轨线经过时间 t+ s 也到达 x2.

证明 (1) d
dtϕ(t+ c,x0) = ϕ′(t+ c,x0) = f (ϕ(t+ c,x0)).

(2) 设过相空间中一点 x0 有两条轨线 γ1,γ2, 则存在增广相空间中的两条积分曲线

ϕ1(t),ϕ2(t), 它们在相空间中的投影分别为 γ1,γ2. 设 ϕ1(t1) = ϕ2(t2) = x0. 将 ϕ1(t) 沿 t

轴正方向平移 t2 − t1 得到曲线 ϕ̃1(t), 则由 (1) 知 ϕ̃1(t) 也是方程组 (1.43) 的积分曲线, 且它

与 ϕ2(t) 同样经过 (t2,x0). 由方程组 (1.43) 初值问题解的唯一性知 ϕ̃1(t) 与 ϕ2(t) 重合, 从

而它们在相空间中有相同的投影, 也即 ϕ1(t) 与 ϕ2(t) 在相空间中有相同的投影, γ1 与 γ2 重

合.

(3) 由 (1), ϕ(t+ s,x0) 与 ϕ(t,ϕ(s,x0)) 都是方程组 (1.43) 的解, 且在 t = 0 时初值均为

ϕ(s,x0). 由方程组 (1.43) 解的唯一性知 ϕ(t,ϕ(s,x0)) = ϕ(t+ s,x0).

对于固定的 t, ϕ(t,x0) 给出了从相空间 Rn 到自身的变换

ϕt : Rn → Rn, x0 7→ ϕ(t,x0).

我们称这个映射为解映射. 考虑单参数变换集合 {ϕt | t ∈ R}, 它具有以下性质:

(1) ϕ0 = Id.

(2) ϕs ◦ ϕt = ϕt ◦ ϕs = ϕt+s.

(3) ϕt(x) 关于 t 和 x 都连续.

定义 1.6.6 具有上述性质 (1)(2)(3) 的单参数连续变换群, 称为一个动力系统.

注 1.6.7 由前述自治系统的解映射构成的集合 {ϕt | t ∈ R} 称为微分动力系统. 此时, 性质

(1)对应于对方程组 (1.43)的初值问题的叙述, 性质 (2)即定理 1.6.5 (3)所述解的群性质, 性

质 (3) 对应于方程组 (1.43) 的解对初值的连续依赖性, 由定理 1.4.6 , 这等价于微分方程组初

值问题的解是唯一的.

§6.2 稳定性

考虑微分方程组
dx
dt = f(t,x), (1.45)
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其中函数 f(t,x) 关于 t ∈ R 和 x ∈ G ⊂ Rn 均连续, 并且使得该方程组初值问题的解是存在

且唯一的.

若方程组 (1.45) 的一个解 x = ϕ(t) 在 R 上有定义, 由定理 1.4.6 可知, 方程组 (1.45)

的解对初值是连续依赖的, 即对任意有界闭区间 I ⊂ R, 任意 t0 ∈ I, 以及任意 ε > 0, 存在

δ > 0, 只要 |x0 − ϕ(t0)| < δ, 就有

|x(t; t0,x0)− ϕ(t)| < ε, ∀t ∈ I,

其中 x(t; t0,x0) 是方程组 (1.45) 满足初始条件 x(t0) = x0 的解. 注意这里的 δ 不仅依赖于

ε, 还依赖于区间 I, 因此当区间 I 换成无界区间时, 上面的不等式一般不再成立 (见例 1.6.8).

例 1.6.8 微分方程
dx
dt = x

有解 x ≡ 0, 而其他的解为 x = c et, 其中 c为任意非零常数.显然, 对任意 ε > 0,
∣∣c et −0

∣∣ < ε

不可能对所有 t ∈ R 均成立, 除非 c = 0.

注 1.6.9 例 1.6.8 说明解对初值的连续依赖性和解在 t → +∞ 时的性态并不直接关联10. 因

此, 我们有必要研究 “解对初值的连续依赖性在无穷区间上的保持” 这一问题.

定义 1.6.10 如果对任意 ε > 0, 存在 δ = δ(ε) > 0, 使得只要 |x0 − ϕ(t0)| < δ, 就有

|x(t; t0,x0)− ϕ(t)| < ε, ∀t ∈ R, (1.46)

则称解 x = ϕ(t) 是 Lyapunov 稳定的.

定义 1.6.11 如果 (1.46) 式的成立范围是 t ∈ (t0,+∞), 则称解 x = ϕ(t) 是 Lyapunov 正向

稳定的; 如果 (1.46) 式的成立范围是 t ∈ (−∞, t0), 则称解 x = ϕ(t) 是 Lyapunov 负向稳定

的. 如果解 x = ϕ(t) 既不是 Lyapunov 正向稳定的, 也不是 Lyapunov 负向稳定的, 则称解

x = ϕ(t) 是不稳定的.

定义 1.6.12 如果解 x = ϕ(t)是 Lyapunov正向稳定的,且存在 δ > 0,使得只要 |x0 − ϕ(t0)| <

δ, 就有

lim
t→+∞

|x(t; t0,x0)− ϕ(t)| = 0,

10解对初值的连续依赖性的破坏可以导致解对初值的敏感依赖甚至混沌现象的出现.
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则称解 x = ϕ(t) 是 Lyapunov 正向渐近稳定的; 如果解 x = ϕ(t) 是 Lyapunov 负向稳定的,

且存在 δ > 0, 使得只要 |x0 − ϕ(t0)| < δ, 就有

lim
t→−∞

|x(t; t0,x0)− ϕ(t)| = 0,

则称解 x = ϕ(t) 是 Lyapunov 负向渐近稳定的.

PLANAR SYSTEMS 7

3. Stability of equilibria

The fundamental definitions of stability for planar systems follow the same idea as in 1d.2

Definitions (stability): Let x∗ be an equilibrium point for x′ = F (x). As t→∞, we say

• x∗ is attracting if all orbits near x∗ converge to x∗ as t→∞.

• x∗ is Lyapunov stable if orbits near x∗ stay near x∗ as t increases.

The three main definitions are:

• x∗ is asymptotically stable (a ‘sink’) if it is Lyapunov stable and attracting (orbits
nearby stay nearby for all time and converge to x∗ as t→∞)

• x∗ is neutrally stable if it is Lyapunov stable but not attracting (orbits that start
close stay close, but don’t always converge).

• x∗ is unstable (a ‘source’) if it is not Lyapunov stable or attracting (some solutions
that start arbitrarily close will get repelled far away).

Technical note: The definitions can be made rigorous with some δ′ and ε’s (see textbook,
Section 9.7). For instance, a point is Lyapunov stable if for each ε > 0, there is a δ > 0 such
that when a solution starts within δ of x0, it stays within ε of x0 (shown in the figure).

Remark: Neither one of ’Lyapunov stable’ and ’attracting’ implies the other. Lyapunov
stable means orbits must stay close for all t > 0 (for attracting, only as t→∞). However,
Lyapunov stable points do not require orbits converge to x∗, while attracting points do.
Applying the definitions to LCC systems:

• Saddle node: Unstable. There are solutions that start arbitrarily close and end up
far away (e.g. the unstable manifold).

• Stable/unstable node (or spirals): Stable nodes are asymptotically stable (solu-
tions converge to the equilibrium as t→∞) and unstable nodes are unstable.

• Center: Lyapunov stable but not asymptotically stable. Every solution that starts
close stays close for all t (orbits are closed) but none converge to x∗.

2The textbook definitions are in Sec. 9.7. They use ’stable’ instead of ’Lyapunov stable’ and do not define
’attracting’ . The definitions here arefrom Strogatz’ Nonlinear Dynamics and Chaos Sec. 5.2.

图 1.2: 几种稳定性示意图

注 1.6.13 若 x0 为奇点, 当常值解 x ≡ x0 具有 Lyapunov 稳定性时, 也称奇点 x0 具有相应

的 Lyapunov 稳定性.

例 1.6.14 分析图 1.1 可知, 例 1.6.3 中方程组的零解 (x, y) ≡ (0, 0) 是 Lyapunov 正向渐近

稳定的.

要讨论解 x = ϕ(t)的稳定性, 可以通过作变换 y = x−ϕ(t)转化为讨论零解的稳定性:

dy
dt =

dx
dt − ϕ′(t) = f(t,y + ϕ(t))− f(t,ϕ(t)) =: F (t,y).

故以下只讨论零解 ϕ(t) ≡ 0 的 Lyapunov 稳定性问题.

用线性近似判断 Lyapunov 稳定性 (可处理非自治系统)

设 ϕ(t) ≡ 0 是方程组 (1.45) 的解, 则 f(t, 0) ≡ 0. 将方程组 (1.45) 的右端函数 f(t,x)

展开成 x 的线性部分 A(t)x 与高阶11部分 N (t,x) 之和, 即考虑微分方程组

dx
dt = A(t)x+N (t,x), (1.47)

其中 A(t) 是 n 阶矩阵函数, 而函数 N (t,x) 满足12

lim
|x|→0

|N (t,x)|
|x|

= 0, ∀t.

并假定 A(t) 关于 t 连续, N (t,x) 关于 x 是 Lipschitz 的.
11此处指高于一阶.
12我们希望当 |x| 足够小时, N(t,x) 是对线性项 A(t) 的微小扰动.
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注 1.6.15 我们以微分方程组 
dx1
dt = f1(t, x1, x2),

dx2
dt = f2(t, x1, x2)

为例, 说明如何得到 (1.47) 中的形式. 写出

f1(t, x1, x2) = ∂x1f1(t, 0, 0)x1 + ∂x2f1(t, 0, 0)x2 + [f1(t, x1, x2)− ∂x1f1(t, 0, 0)x1 − ∂x2f1(t, 0, 0)x2] ,

f2(t, x1, x2) = ∂x1f2(t, 0, 0)x1 + ∂x2f2(t, 0, 0)x2 + [f2(t, x1, x2)− ∂x1f2(t, 0, 0)x1 − ∂x2f2(t, 0, 0)x2]

即可得

A(t) =

∂x1f1(t, 0, 0) ∂x2f1(t, 0, 0)

∂x1f2(t, 0, 0) ∂x2f2(t, 0, 0)

 .

当 A(t) ≡ A 为常数矩阵时, 根据线性微分方程组理论, 微分方程组

dx
dt = Ax (1.48)

的解是可以明确写出表达式的 (参见例 1.5.17), 因此可立即得到如下结果.

定理 1.6.16 对方程组 (1.48) 的零解, 有如下结论:

(1) 零解是 Lyapunov 正 (负) 向渐近稳定的 ⇐⇒ 矩阵 A 的特征值的实部均小 (大) 于

零.

(2) 零解是 Lyapunov 正 (负) 向稳定的 ⇐⇒ 矩阵 A 的特征值的实部非正 (负), 并且

实部为零的特征值所对应的 Jordan 块都是一阶的.

(3) 零解是 Lyapunov 稳定的 ⇐⇒ 矩阵 A 的特征值的实部为零, 并且出现重根时所对

应的 Jordan 块是可对角化的.

(4) 零解不是 Lyapunov 正 (负) 向稳定的 ⇐⇒ 矩阵 A 至少有一个实部为正 (负) 数的

特征值, 或者至少有一个实部为零的特征值, 但是它所对应的 Jordan 块是不可对角化的.

一般而言, 非线性微分方程组 (1.47) 的零解的 Lyapunov 稳定性与对应的线性微分方程

组
dx
dt = A(t)x的零解的 Lyapunov稳定性无直接关联.但是, 当 A(t) ≡ A为常数矩阵时, 有

如下两个结果.

定理 1.6.17 设方程组 (1.47) 中 A(t) ≡ A 为常数矩阵, 且 A 的所有特征值的实部均是负数,

则方程组 (1.47) 的零解是 Lyapunov 正向渐近稳定的.
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证明 由常数变易法可知, 方程组 (1.47) 在初值 x(0) = x0 下的解 x(t;x0) 满足积分方程

x(t;x0) = eAt x0 +

∫ t

0

eA(t−s) N (s,x(s;x0)) ds.

由于 A 是所有特征值的实部均是负数, 不妨设这些负数均不大于 −2σ (σ > 0), 则由 eAt 的

表达式 (参见第39页) 中 ∣∣∣eλit P (i)(t)
∣∣∣ ⩽ e−2σt

∣∣∣P (i)(t)
∣∣∣

可知, 存在常数 A0 > 0, 使得 ∣∣eAt
∣∣ ⩽ A0 e−σt, ∀t ⩾ 0.

由于 lim
|x|→0

|N (t,x)|
|x|

= 0, 对任意 ε > 0, 存在 δ ∈ (0, ε), 使得只要 |x| < δ, 就有 |N (t,x)| ⩽
ε|x|. 选取 |x0| < δ, 由解的唯一性可知, 存在 t1 > 0, 使得

|x(t;x0)| ⩽ δ, ∀t ∈ [0, t1).

因此, 对任意 t ∈ [0, t1), 有

|x(t;x0)| =
∣∣∣∣eAt x0 +

∫ t

0

eA(t−s) N (s,x(s;x0)) ds
∣∣∣∣

⩽ A0|x0| e−σt +A0ε

∫ t

0

e−σ(t−s) |x(s;x0)| ds,

也即

eσt |x(t;x0)| ⩽ A0|x0|+ A0ε

∫ t

0

eσs |x(s;x0)| ds, ∀t ∈ [0, t1).

由 Gronwall 不等式即得

eσt |x(t;x0)| ⩽ A0|x0| eA0εt, t ∈ [0, t1),

即

|x(t;x0)| ⩽ A0|x0| e−(σ−A0ε)t, ∀t ∈ [0, t1). (1.49)

取 ε ∈
(
0,

σ

A0

)
与 |x0| < min

ß
δ,

δ

A0

™
, 则有

|x(t;x0)| ⩽ δ, ∀t ∈ [0,+∞). (1.50)

由 t1 定义可知 t1 = +∞. 在 (1.50) 式中由 δ < ε 可得方程组 (1.47) 零解的 Lyapunov 正向

稳定性, 再在 (1.49) 式中令 t → +∞ 就得到方程组 (1.47) 零解的 Lyapunov 正向渐近稳定

性.
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定理 1.6.18 设方程组 (1.47)中 A(t) ≡ A为常数矩阵, 且 A有一个实部为正数的特征值, 则

方程组 (1.47) 的零解不是 Lyapunov 正向稳定的.

注 1.6.19 定理 1.6.17 与定理 1.6.18 并不能涵盖所有情形. 当系统的线性近似系数矩阵具有

零实部的特征值, 但没有正实部的特征值时, 无法使用线性近似法判定零解的稳定性.

Lyapunov 第二方法/直接方法 (只能处理自治系统)

考虑自治系统
dx
dt = f(x), (1.51)

其中 x ∈ Rn, 函数 f : Rn → Rn 满足 f(0) = 0 且使得该方程组初值问题的解存在且唯一, 0

是 f 的孤立临界点 (即存在 Ω 3 0, 使得 f 在 Ω 上无其他零点).

令 V (x) 是区域 Ω 上的标量函数. 若 V (0) = 0 且 V (x) > 0, ∀0 6= x ∈ Ω, 则称 V (x) 在

Ω 上是正定的; 若 −V (x) 在 Ω 上是正定的, 则称 V (x) 在 Ω 上是负定的.

再定义 V (x) 关于自治系统 (1.51) 的导数为

V ∗(x) = 〈(∇V )(x),f(x)〉 = ∂x1V f1(x) + · · ·+ ∂xnV fn(x).

注意, 若 x = ϕ(t) 是方程组 (1.51) 的解, 则

d
dtV (ϕ(t)) = 〈(∇V )(ϕ(t)),ϕ′(t)〉 = 〈(∇V )(ϕ(t)),f(ϕ(t))〉 = V ∗(ϕ(t)).

定理 1.6.20 若存在标量函数 V (x) 在包含原点的某个区域 Ω 上正定, 且它关于自治系统

(1.51) 的导数 V ∗(x) 满足 V ∗(x) ⩽ 0, 则自治系统 (1.51) 的零解是 Lyapunov 正向稳定的. 进

一步地, 若 V ∗(x) < 0, ∀x 6= 013, 则自治系统 (1.51) 的零解是 Lyapunov 正向渐近稳定的.

证明 ¬ 先证 V ∗(x) ⩽ 0 =⇒ 零解是 Lyapunov 正向稳定的. 取 r > 0 使得 B(0, r) ⊂ Ω.

对任意 ε ∈ (0, r), 令 S = {x | ε ⩽ |x| ⩽ r}. 由于 V (x) 在 Ω 上连续, 而 S ⊂ Ω 是紧集, 故

V (x) 在 S 上有最小值, 令 η = min
x∈S

V (x), 由 V (x) 在 Ω 上正定知 η > 0. 再由 V (0) = 0

可知存在 δ > 0, 使得只要 |x| < δ, 就有 V (x) < η. 若 |x0| < δ, 由解的存在唯一性可知,

存在 t1 使得在 [0, t1) 上有唯一解 x(t;x0), 且
d
dtV (x(t;x0)) = V ∗ (x(t;x0)) ⩽ 0. 由此可得

V (x(t;x0)) ⩽ V (x0) < η, 结合 η 的定义得 |x(t;x0)| < ε. 这说明解未能延伸至相空间的边

界, 由延拓定理, t1 = +∞. 故证明了对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得

|x0 − 0| < δ =⇒ |x(t;x0)| < ε, ∀t ∈ [0,+∞).

13因为 x ≡ 0 是方程组 (1.51) 的解, 所以总有 V ∗(0) = d
dtV (0) = 0.
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 再证 V ∗(x) < 0 =⇒ 零解是 Lyapunov 正向渐近稳定的. 由 ¬, 对任意 ε > 0, 存

在 δ > 0, 使得只要 |x0| < δ, 就有 |x(t;x0)| ⩽ ε, ∀t ⩾ 0. 由 V ∗(x) < 0 得
d
dtV (x(t;x0)) =

V ∗ (x(t;x0)) < 0, 故 V (x(t;x0)) 关于 t 严格单调递减. 下证 lim
t→+∞

V (x(t;x0)) = 0. 用反证

法, 假设存在 η > 0, 使得 lim
t→+∞

V (x(t;x0)) = η. 由于 V (x) 在 Ω 上连续, V (0) = 0, 存在

α ∈ (0, ε), 使得只要 |x| < α, 就有 V (x) < η. 但 V (x(t;x0)) ⩾ η, 所以 |x(t;x0)| ⩾ α, ∀t ⩾ 0.

设 S̃ = {x | α ⩽ |x| ⩽ ε}, 则 x(t;x0) ∈ S̃, ∀t ⩾ 0. 设 −µ = max
x∈S̃

V ∗(x), µ > 0. 则由

d
dtV (x(t;x0)) = V ∗(x(t;x0)) ⩽ −µ

可得

V (x(t;x0)) ⩽ V (x0)− µt.

在上式中令 t→ +∞ 就与 V 的正定性矛盾. 故 lim
t→+∞

V (x(t;x0)) = 0, 即 lim
t→+∞

|x(t;x0)| = 0,

零解是 Lyapunov 正向渐近稳定的.

定理 1.6.21 若存在 Ω 上的连续函数 V (x), V (0) = 0, 使得 V ∗(x) 正定且在原点的任一邻域

内均存在点 a, 使得 V (a) > 0, 则零解是不稳定的.

证明 取 r > 0 使得 B(0, r) ⊂ Ω. 由 V (x) 在 Ω 上连续知 V (x) 在 B(0, r) 上有界. 对任意

δ > 0, 取 a 使得 0 < |a| < δ 且 V (a) > 0. 令 x(t;a) 是方程组 (1.51) 以 a 为初值的解. 我们

断言: 存在 t1 < +∞, 使得 |x(t1;a)| = r.

用反证法, 假设 |x(t;a)| < r, ∀t ⩾ 0, 则由延拓定理知 x(t;a) 是整体解. 由 V (x) 连续,

V (0) = 0且 V (a) > 0知,存在 α > 0,使得只要 |x| < α就有 |V (x)| < V (a).另一方面,因为
d
dtV (x(t;a)) = V ∗(x(t;a)) ⩾ 0, ∀t ⩾ 0, 所以 V (x(t;a)) ⩾ V (a), ∀t ⩾ 0, 从而 |x(t;a)| ⩾ α,

∀t ⩾ 0. 令 S = {x | α ⩽ |x| ⩽ r}, µ = min
x∈S

V ∗(x) > 0. 则由

d
dtV (x(t;a)) = V ∗(x(t;a)) ⩾ µ

可得

V (x(t;a)) ⩾ V (a) + µt.

在上式中令 t→ +∞ 就与 V 在 B(0, r) 上的有界性矛盾. 于是我们证明了存在 r > 0, 使得对

任意 δ > 0, 存在满足 |x0| < δ 的 x0, 都存在 t 使 |x(t;x0)| ⩾ r, 即零解是不稳定的.

定理 1.6.22 若存在函数 V (x) 使得在包含原点的某个区域 Ω 上, V ∗ = λV + W , 其中

λ > 0, W 或者恒为零, 或者恒非正, 或者恒非负且在原点的任一邻域上均存在点 a, 使得

V (a)W (a) > 0, 则零解是不稳定的.
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例 1.6.23 考虑方程

y′′ + g(y) = 0,

其中函数 g(y) 在 |y| < k 上连续, g(0) = 0 且当 y 6= 0 时有 yg(y) > 0. 判断零解的稳定性.

解 令 y1 = y, y2 = y′, 则原方程化为

d
dt

y1
y2

 =

 y2

−g(y1)

 .

借鉴物理学中能量的观点14, 我们设

V (y1, y2) =
1

2
y22︸︷︷︸

动能项

+

∫ y1

0

g(s) ds︸ ︷︷ ︸
势能项

.

则可知 V (y1, y2) ⩾ 0, 且 V (y1, y2) = 0 当且仅当 y1 = y2 = 0, 故 V 正定. 设 Ω =

{(y1, y2) | |y1| < k, |y2| < +∞}. 又

V ∗(y1, y2) = ∂y1V · y2 + ∂y2V · (−g1) = g(y1)y2 + y2(−g(y1)) = 0.

由定理 1.6.20 知零解是 Lyapunov 正向稳定的.

设 (ϕ1(t), ϕ2(t)) 是方程组以 (y10, y20) 6= (0, 0) 为初值的解, 则由

d
dtV (ϕ1(t), ϕ2(t)) = V ∗(ϕ1(t), ϕ2(t)) ≡ 0

可得

V (ϕ1(t), ϕ2(t)) ≡ V (y10, y20) 6= (0, 0), ∀t ⩾ 0.

因此零解不是渐近稳定的.

例 1.6.24 分析方程组 

dx
dt = (εx+ 2y)(z + 1),

dy
dt = (−x+ εy)(z + 1),

dz
dt = −z3

的平衡点的稳定性, 其中 ε 为参数.
14可以把原方程中 y 视作位移, 则 y′′ 表示加速度, 根据牛顿第二定律, −g(y) 是系统所受外力. 更一般地, 可

将 Lyapunov 函数 V (x) 视作广义能量函数, 而将 −V ∗(x) 视作广义耗散函数. 在此意义下, 可将定理 1.6.20 中

V ∗(x) < 0, ∀x 6= 0 这一条件理解为能量在除去原点外的其他点总是耗散的.
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解 由 
(εx+ 2y)(z + 1) = 0,

(−x+ εy)(z + 1) = 0,

−z3 = 0

⇐⇒ x = y = z = 0

可知 (0, 0, 0) 是该自治系统的唯一平衡点. 该自治系统的线性近似系数矩阵

A =


ε 2 0

−1 ε 0

0 0 0

 .

计算得 A 的特征值为 λ1 = 0, λ2 = ε+
√
2 i, λ3 = ε−

√
2 i.

¬ 若 ε > 0, 则由定理 1.6.18 得零解是不稳定的.

 若 ε ⩽ 0, 我们先采用 Lyapunov 第二方法, 待定 Lyapunov 函数为 V (x, y, z) =

ax2 + by2 + cz2, 其中 a, b, c > 0. 此时

V ∗(x, y, z) = 2ax(εx+ 2y)(z + 1) + 2by(−x+ εy)(z + 1) + 2cz
(
−z3

)
= 2ε

(
ax2 + by2

)
(z + 1) + 2(2a− b)(xy)(z + 1)− 2cz4.

我们希望 V ∗ ⩽ 0, 试取 a = 1, b = 2, c = 1, 则

V ∗(x, y, z) = 2ε
(
x2 + 2y2

)
(z + 1)− 2z4.

再取 Ω = {(x, y, z) | z > −1}, 则

V (x, y, z) = x2 + 2y2 + z2

在 Ω 上正定. 当 ε < 0 时, 在 Ω 上有 V ∗(x, y, z) < 0, ∀(x, y, z) 6= (0, 0, 0), 因此由定理 1.6.20

可知零解是渐近稳定的. 当 ε = 0 时, Ω 上有 V ∗(x, y, z) < 0, 因此由定理 1.6.20 可知零解是

稳定的. 再进一步讨论 ε = 0 时零解的渐近稳定性. 事实上, 此时方程组为

dx
dt = 2y(z + 1),

dy
dt = −x(z + 1),

dz
dt = −z3.

由第三式可解得

z =
1√

2(t+ c1)
,
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其中 c1 为任意常数. 再由前两式可得

x
dx
dt + 2y

dy
dt = 0,

因此
1

2
x2 + y2 = c2,

其中 c2 为任意常数. 当 c2 6= 0 时, 点 (x, y) 始终在 x-y 平面一不过原点的椭圆上, 因此对任

意 δ > 0, 都存在点 (x, y, z) 满足 |(x, y, z)| < δ, 使得以之为初值的解在 t→ +∞ 时并不趋近

于 (0, 0, 0), 即零解不是渐近稳定的.

定义 1.6.25 称点集 P 是正不变的, 若对任意 x0 ∈ P 都有 x(t;x0) ∈ P , ∀t ⩾ 0.

定理 1.6.26 (Lasalle 不变集原理) 设标量函数 V (x) 在包含原点的某个区域 Ω 上正定, 且它

关于自治系统 (1.51) 的导数 V ∗(x) 满足 V ∗(x) ⩽ 0. 又设 P ⊂ Ω 为包含原点的一个闭集, P

是正不变的, 且自治系统 (1.51) 在点集 {x ∈ P | x 6= 0 且 V ∗(x) = 0} 上没有整体解15. 则自

治系统 (1.51) 的零解是渐近稳定的.16

证明 用反证法, 假设存在解 x(t) 满足 x(t) ∈ P , ∀t ⩾ 0, 但当 t → +∞ 时 x(t) 6→ 0. 则存在

0 6= a ∈ P 与单调递增趋向正无穷的序列 {tn} 使得 lim
n→∞

x(tn) = a.

我们断言: 以 a 为初值的解是整体解且都在 P 中, 也即 ϕ(t,a) ∈ P , ∀t ∈ R. 一方

面, 由 P 是正不变的, ϕ(t,a) 对一切 t ⩾ 0 均有定义且在 P 中; 另一方面, ϕ(t,x(tn)) 对

一切 t ∈ [−tn, 0] 均有定义且在 P 中. 由于 {tn} 是单调增的, ϕ(t,x(tn+k)) (k ⩾ 0) 对一

切 t ∈ [−tn, 0] 也有定义且在 P 中. 因为 lim
k→∞

x(tn+k) = a, 由解对初值的连续依赖性即知,

ϕ(t,a) 对一切 t ∈ [−tn, 0] 均有定义且在 P 中. 再令 n → ∞ 即得 ϕ(t,a) 对一切 t ⩽ 0 均有

定义且在 P 中. 故 ϕ(t,a) ∈ P , ∀t ∈ R.

下证 V ∗(x) 在以 a 为初值的整体解上恒为 0. 设 V (a) = α, 则对任意趋向正无穷的序列

{sn}, 有 lim
n→∞

V (x(sn)) = α. 于是由 lim
n→∞

x(tn + s) = ϕ(s,a) 可得 V (ϕ(s,a)) = α, ∀s ∈ R.

从而 V ∗(ϕ(s,a)) =
d
dsV (ϕ(s,a)) = 0, ∀s ∈ R. 这与条件矛盾.

15此处整体解指对全体 t ∈ R 均有定义的解.
16即非零轨线不可能始终保持在 “无耗散” 的地方.
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§6.3 平面上的动力系统

定义 1.6.27 称点 (x0, y0) 是平面上的微分方程组
dx
dt = X(x, y),

dy
dt = Y (x, y)

(1.52)

的初等奇点, 如果

X(x0, y0) = Y (x0, y0) = 0,

且

det
(
∂(X,Y )

∂(x, y)

) ∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

6= 0.

下面讨论方程组 (1.52) 在初等奇点附近的轨线结构.

不妨设 (0, 0) 为方程组 (1.52) 的初等奇点. 令

a =
∂X

∂x
(0, 0), b =

∂X

∂y
(0, 0), c =

∂Y

∂x
(0, 0), d =

∂Y

∂y
(0, 0),

则方程组 (1.52) 在点 (0, 0) 处的线性化方程组为
dx
dt = ax+ by,

dy
dt = cx+ dy.

(1.53)

再由初等奇点的定义得 ad− bc 6= 0.

令 A =

a b

c d

, 作线性变换
x
y

 = T

ξ
η

, 其中 T 为可逆矩阵, 则方程组 (1.53) 变

为

d
dt

ξ
η

 = T−1AT

ξ
η

 .

可以选取适当的 T , 使得 T−1AT 是 A 的实相似标准形, 因此不妨设 A 就是下面 3 种形式之

一: λ 0

0 µ

 ,

λ 0

1 λ

 α −β

β α

 ,

其中 λ, µ, β 6= 0.
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(1) A =

λ 0

0 µ

. 此时方程组 (1.53) 即


dx
dt = λx,

dy
dt = µy.

它的解为  x = c1 eλt,

y = c2 eµt,

其中 c1, c2 为任意常数. 于是该方程组在 x-y 平面上的轨线方程为

|x|µ = c|y|λ,

其中 c 为任意非负常数.

¬ λ = µ. 若 λ = µ < 0, 则奇点 (0, 0) 是 Lyapunov 正向渐近稳定的; 若 λ = µ > 0, 则

奇点 (0, 0) 是 Lyapunov 负向渐近稳定的. 称这样的奇点为星形结点 (图 1.3).

图 1.3: 星形结点 (左: λ = µ < 0; 右: λ = µ > 0)

 λ 6= µ, λµ > 0. 若 λ, µ < 0, 奇点 (0, 0) 是 Lyapunov 正向渐近稳定的; 若 λ, µ > 0, 奇

点 (0, 0) 是 Lyapunov 负向渐近稳定的. 此时每条曲线均被奇点 (0, 0) 分割成两条轨线, 故称

这样的奇点为双向结点 (图 1.4).
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图 1.4: 双向结点 (左: |λ| < |µ|; 右: |λ| > |µ|; 上: λ, µ < 0; 下: λ, µ > 0)

® λµ < 0. 此时奇点 (0, 0) 是不稳定的. 称这样的奇点为鞍点 (图 1.5).

图 1.5: 鞍点 (左: µ < 0 < λ; 右: λ < 0 < µ)

(2) A =

λ 0

1 λ

. 此时方程组 (1.53) 即


dx
dt = λx,

dy
dt = x+ λy.
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当 x 6= 0 时, 用第二式除以第一式可得

dy
dx =

y

x
+

1

λ
.

令 y = xu(x), 则方程化为

x
du
dx =

1

λ
.

解得

y = cx+
x

λ
ln |x|,

其中 c 为任意常数.

若 x ≡ 0, 则 y = c eλt, 其中 c 为任意常数.

若 λ < 0, 奇点 (0, 0) 是 Lyapunov 正向渐近稳定的; 若 λ > 0, 奇点 (0, 0) 是 Lyapunov

负向渐近稳定的. 称这样的奇点为单向结点 (图 1.6).

图 1.6: 单向结点 (左: λ < 0; 右: λ > 0)

(3) A =

α −β

β α

. 利用极坐标换元

 x = r cos θ,

y = r sin θ
可将方程组 (1.53) 化为


dr
dt = αr,

dθ
dt = β.

解得

r = c e
α
β
θ,

其中 c 为任意非负常数.
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当 β > 0 时, 轨线沿逆时针方向盘旋; 当 β < 0 时, 轨线沿顺时针方向盘旋.

当 α < 0 时, 轨线为螺线族, 零解是 Lyapunov 正向渐近稳定的; 当 α > 0 时, 轨线为螺

线族, 零解是 Lyapunov 负向渐近稳定的; 当 α = 0 时, 轨线为圆族, 零解是稳定但不渐近稳

定的.

称 α 6= 0 时的奇点为焦点 (图 1.7); 称 α = 0 时的奇点为中心 (图 1.8).

图 1.7: 焦点 (左: α < 0; 右: α > 0; 上: β > 0; 下: β < 0)

图 1.8: 中心 (左 α = 0, β > 0; 右: α = 0, β < 0)

定理 1.6.28 对于方程组 (1.53) , 记 T = tr(A), D = det(A), 则
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(1) 若 D < 0, 则奇点 (0, 0) 为鞍点;

(2) 若 D > 0 且 T 2 > 4D, 则奇点 (0, 0) 为双向结点;

(3) 若 D > 0 且 T 2 = 4D, 则奇点 (0, 0) 为单向结点或星形结点;

(4) 若 D > 0 且 0 < T 2 < 4D, 则奇点 (0, 0) 为焦点;

(5) 若 D > 0 且 T = 0, 则奇点 (0, 0) 为中心.

而且, 在 (2)(3)(4) 中, 当 T < 0 时, 奇点 (0, 0) 是 Lyapunov 正向渐近稳定的; 当 T > 0 时,

奇点 (0, 0) 是 Lyapunov 负向渐近稳定的.
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Det

Tr

T 2 = 4D

Figure 4.1 The trace–determinant plane. Any resemblance to any of
the authors’ faces is purely coincidental.

4.2 Dynamical Classification

In this section we give a different, more dynamical classification of planar lin-
ear systems. From a dynamical systems point of view, we are usually interested
primarily in the long-term behavior of solutions of differential equations.
Thus two systems are equivalent if their solutions share the same fate. To make
this precise we recall some terminology introduced in Chapter 1, Section 1.5.

To emphasize the dependence of solutions on both time and the initial con-
ditions X0, we let �t (X0) denote the solution that satisfies the initial condition
X0. That is, �0(X0) = X0. The function �(t ,X0) = �t (X0) is called the flow of
the differential equation, while �t is called the time t map of the flow.

For example, let

X
0 =

✓
2 0
0 3

◆
X .

Then the time t map is given by

�t (x0,y0) =
�
x0e

2t ,y0e
3t

�
.

T2 = 4D

det

tr

图 1.9: tr− det 平面

当 t → +∞ 或 t → −∞ 时, 如果有轨线沿着某一确定的直线趋向于奇点 (0, 0), 则称这

条直线所在方向为特殊方向.

• 星形结点: 无穷多个特殊方向.

• 双向结点、鞍点: 两个特殊方向.

• 单向结点: 一个特殊方向.

• 焦点、中心: 没有特殊方向.
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利用特殊方向、向量场的连续性以及由定理 1.6.28 得到的初等奇点类型可以画出线性

化方程组 (1.53)的相图.实际上, 由于我们只关心轨线的拓扑性质, 多数情况下并不必细致刻

画轨线的具体几何信息. 例如, 我们可以不区分图 1.4 中同一行的左右两个相图.

下面回到非线性系统 (1.52) 上. 设

X(x, y) = ax+ by + φ(x, y), Y (x, y) = cx+ dy + ψ(x, y).

当满足以下某些条件时, 非线性系统 (1.52) 与线性化方程组 (1.53) 的奇点稳定性相同.

条件 A: φ(x, y), ψ(x, y) = o(r), 当 r → 0 时.

条件 A*: φ(x, y), ψ(x, y) = o
(
r1+ε

)
, 当 r → 0 时. 其中 ε 为某一正数.

条件 B: φ(x, y), ψ(x, y) 在原点的某个邻域内连续可微.

定理 1.6.29 若非线性系统 (1.52) 以 (0, 0) 为初等奇点, 则下述结论成立.

(0, 0) 是线性化

方程组 (1.53) 的



焦点

鞍点或双向结点

单向结点

星形结点

+

A

A+B

A*

A*+B

=⇒
(0, 0) 也是非线性系统

(1.52) 的同类型奇点

零趋势线 (Nullcline) 方法 定理 1.6.29 为我们提供了在非线性系统的奇点附近绘制相图

的可能, 但我们还希望能定性分析其全局行为.

定义 1.6.30 对于平面动力系统 (1.52) , 称点集 {(x, y) | X(x, y) = 0} 为其 x-零趋势线,

{(x, y) | Y (x, y)} 为其 y-零趋势线.

向量场 (X,Y ) 在 x-零趋势线上各点处的切向量均竖直, 在 y-零趋势线上各点处的切向

量均水平. 而 x-零趋势线与 y-零趋势线的交点就是平衡点. 平面上不在 x-零趋势线或 y-零趋

势线上的点处的切向量均不竖直或水平, 因此它们必定指向 NE、NW、SE、SW 四个方向之

一.

例 1.6.31 考虑平面动力系统 
dx
dt = y − x2,

dy
dt = x− 2.

(1.54)

它的奇点为 (2, 4), x-零趋势线为抛物线 y = x2, y-零趋势线为直线 x = 2. 两条零趋势线将

R2 平面划分为四个区域, 通过在每个区域选取一点求出该点处切向量可得到该区域的切向
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量总体方向 (如图 1.10 中的浅色箭头). 于是再由向量场的连续性就可以得到两条零趋势线

上的切向量方向.

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-4

-2

0

2

4

6

8

10

12

图 1.10: 平面非线性动力系统 (1.54) 的相图

作变量替换

 x̃ = x− 2,

ỹ = y − 4

可得


dx̃
dt = ỹ − 4x̃− x̃2,

dỹ
dt = x̃.

(1.55)

方程组 (1.55) 对应的线性化方程组为

dx̃
dt = ỹ − 4x̃,

dỹ
dt = x̃. (1.56)

计算可知 (0, 0) 是线性化方程组 (1.56) 的鞍点. 再由方程组 (1.55) 满足前面提到的条件 A

和条件 B, 根据定理 1.6.29 , 奇点 (0, 0) 也是方程组 (1.55) 的鞍点, 从而奇点 (2, 4) 是原动力

系统 (1.54) 的鞍点. 由此可知奇点 (2, 4) 是不稳定的.

现考虑被两条零趋势线划分后位于平面右上方的区域. 注意到此区域边界上所有点处的

切向量均指向此区域内部, 且由 x′, y′ > 0 可知此区域内切向量均指向 NE 方向. 因此此区域
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内的解必定停留在此区域内且延伸到 NE 方向的无穷远处. 类似分析可知平面左下方的区域

内的解将停留在此区域内且延伸到 SW 方向的无穷远处.

其余两个区域内的解要么与零趋势线相交后进入前述区域 (此后解的行为我们已经掌

握), 要么趋于奇点 (2, 4). 但由于奇点 (2, 4) 是鞍点, 在这两个区域中各有且仅有一条轨线趋

向于 (2, 4)(可参考图 1.5). 于是我们就完成了对非线性系统 (1.54) 相图的全部分析.

7 Sturm–Liouville 边值问题

考虑二阶齐次线性微分方程

(p(x)y′)
′
+ (λr(x) + q(x)) y = 0, (1.57)

其中 λ ∈ R 是参数, 函数 q(x), r(x) 在区间 [a, b] 上连续, 函数 p(x) 在区间 [a, b] 上连续可微,

p(x), r(x) > 0. 边值条件

Ky(a) + Ly′(a) = 0, My(b) +Ny′(b) = 0, (1.58)

常数 K,L,M,N 满足

K2 + L2 > 0, M 2 +N2 > 0.

定义 1.7.1 如果对于 λ = λ0, Sturm–Liouville 边值问题 (1.57) (1.58) 有非零解 y = ϕ0(x),

则称 λ0 是这个边值问题的特征值, 而称解 y = ϕ0(x) 是对应于此特征值 λ0 的特征函数.

例 1.7.2 求 Sturm–Liouville 边值问题 y′′ + λy = 0,

y′(0) = 0, y′(l) = 0

(l 6= 0)

的特征值和特征函数.

解 ¬ 若 λ = −a2 < 0 (a > 0), 上述方程的通解为

y = c1 eax +c2 e−ax,

其中 c1, c2 为任意常数. 由边值条件知

ac1 − ac2 = 0, ac1 eal −ac2 e−al = 0.

由此得到 c1 = c2 = 0, 即该边值问题只有零解.
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 若 λ = 0, 上述方程的通解为

y = c1x+ c2,

其中 c1, c2 为任意常数. 由边值条件知 c1 = 0. 于是该边值问题有非零解 ϕ0(x) ≡ 1.17

® 若 λ = a2 > 0 (a > 0), 上述方程的通解为

y = c1 cos(ax) + c2 sin(ax),

其中 c1, c2 为任意常数. 由边值条件知

ac2 = 0, −ac1 sin(al) + ac2 cos(al) = 0,

因此 c2 = 0. 若要求 y 不恒为零, 则 sin(al) = 0, 于是 a =
kπ

l
, 其中 k ∈ Z \ {0}. 故非零解为

ϕk(x) = cos
(
kπ

l
x

)
, k ∈ Z+.

综上, 特征值为

λk =

(
kπ

l

)2

, k ∈ N,

相应的特征函数为

ϕk(x) = cos
(
kπ

l
x

)
, k ∈ N.

注 1.7.3 当 k → ∞ 时, 上述特征值 λk → +∞, 且特征函数系 {ϕk(x)}∞k=0 在区间 [0, l] 上组

成一个完备正交函数系. 更高的观点: Fourier 展开总是由某个算子 (这里为 − d2

dx2 ) 及边值条

件决定的.

对 Sturm–Liouville 边值问题 (1.57) (1.58) 形式的整理

我们希望将方程 (1.57) 中最复杂的二阶项变换为 ỹ′′ 的形式. 由 p(x) > 0 可设 x̃ =
1

c

∫ x

a

1

p(s)
ds, 其中 c =

∫ b

a

1

p(x)
dx, 则 x̃ ∈ [0, 1]. 令 ỹ (x̃) = y(x), 则

dx̃
dx =

1

c

1

p(x)
=⇒ p(x)

d
dx =

1

c

d
dx̃ ,

于是方程 (1.57) 暂时整理为

1

p(x)
p(x)

d
dx

(
p(x)

dy
dx

)
+ (λr(x) + q(x)) y = 0,

17由于所考虑的是齐次线性微分方程, 只需给出线性无关的解.
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也即
1

c2
1

p(x)

d2

dx̃2 ỹ + (λr(x) + q(x)) ỹ = 0.

再令 r̃ (x̃) = c2p(x)r(x), q̃ (x̃) = c2p(x)q(x), 则方程 (1.57) 最终整理为

d2ỹ

dx̃2 + (λr̃ (x̃) + q̃ (x̃)) ỹ = 0.

由 c, p(x), r(x) > 0 知 r̃ (x̃) > 0. 边值条件 (1.58) 转化为

Kỹ(0) +
L

cp(a)
ỹ′(0) = 0, Mỹ(1) +

N

cp(b)
ỹ′(1) = 0.

令

cosα =
K…

K2 +
(

L
cp(a)

)2 , sinα = −
L

cp(a)…
K2 +

(
L

cp(a)

)2 ,
由于在边值条件 (1.58) 中总可以要求 L 满足

L

cp(a)
⩽ 0, 因此可设 α ∈ [0, π). 同样地, 令

cos β =
M…

M2 +
(

N
cp(b)

)2 , sin β = −
N

cp(b)…
M2 +

(
N

cp(b)

)2 ,
并设 β ∈ (0, π](如此要求的原因将于第78页明晰).

这样, 我们将 Sturm–Liouville 边值问题 (1.57) (1.58) 改写为

y′′ + (λr(x) + q(x)) y = 0, (1.59){cosαy(0)− sinαy′(0) = 0, (1.60a)

cos βy(1)− sin βy′(1) = 0. (1.60b)
其中函数 r(x), q(x) 在区间 [0, 1] 上连续, r(x) > 0, α ∈ [0, π), β ∈ (0, π].

下面的定理是本节的主要结果.

定理 1.7.4 Sturm–Liouville 边值问题 (1.59) (1.60) 有可数无穷多个特征值:

λ0 < λ1 < · · · < λn < · · · , lim
n→∞

λn = +∞.

并且对应于特征值 λn 的特征函数 ϕ(x, λn) 在 (0, 1) 中恰好有 n 个零点.
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证明定理 1.7.4 的准备 令 y = ϕ(x, λ) 是方程 (1.59) 满足初始条件

ϕ(0, λ) = sinα, ϕ′(0, λ) = cosα

的解, 则 ϕ(x, λ) 6≡ 0. 引入 ϕ′-ϕ 相平面上的极坐标

ϕ′(x, λ) = ρ(x, λ) cos θ(x, λ), ϕ(x, λ) = ρ(x, λ) sin θ(x, λ),

其中 ρ(x, λ) 6= 0. 由第二式对 x 求导等于第一式得

ρ′ sin θ + ρ cos θ · θ′ = ρ cos θ.

再由 y = ϕ(x, λ) 是方程 (1.59) 的解可得

ρ′ cos θ − ρ sin θ · θ′ + (λr + q)ρ sin θ = 0.

联立以上二式 (第一式 · cos θ 减第二式 · sin θ) 可得

ρθ′ − ρ(λr + q) sin2 θ = ρ cos2 θ.

消去 ρ 就转化成初值问题{
θ′(x, λ) = cos2 θ(x, λ) + (λr(x) + q(x)) sin2 θ(x, λ), (1.61)

θ(0, λ) = α. (1.62)

记 f(x, θ, λ) = cos2 θ(x, λ) + (λr(x) + q(x)) sin2 θ(x, λ), 则有

|f(x, θ, λ)| ⩽ 1 + |λ|r(x) + |q(x)|.

由 Picard 存在唯一性定理及延拓定理, 初值问题 (1.61) (1.62) 的解 θ(x, λ) 在 [0, 1] 上存在

且唯一. 由于 f(x, θ, λ) 关于 λ 是连续可微的, 由解对参数的连续可微性 (定理 1.4.7), θ(x, λ)

关于 λ 是连续可微的.

引理 1.7.5 对任意固定的 x ∈ (0, 1], 函数 θ(x, λ) 关于 λ 在 (−∞,+∞) 上是连续的, 且严格

单调递增.

证明 结论的前半部分已在上段讨论中得出. 由式 (1.61) 对 λ 求导可得

d
dx

∂θ

∂λ
= −2 cos θ sin θ ∂θ

∂λ
+ (λr(x) + q(x)) 2 sin θ cos θ ∂θ

∂λ
+ r(x) sin2 θ

= (λr(x) + q(x)− 1) sin(2θ)︸ ︷︷ ︸
E(x,λ)

∂θ

∂λ
+ r(x) sin2 θ.
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再由式 (1.62) 可知 ∂θ

∂λ
(0, λ) = 0. 由一阶线性微分方程解的公式得

∂θ

∂λ
(x, λ) =

∫ x

0

r(t) sin2 θ(t, λ) exp
(∫ x

t

E(s, λ) ds
)

dt > 0.

上式中大于号是由 x > 0, r(x) > 0, sin2 θ(x, λ) 6≡ 0 所得. 故 θ 关于 λ 是严格单调递增的.

令 ω(λ) = θ(1, λ), 则 ω(λ) 关于 λ 是单调递增的.

引理 1.7.6 对任意固定的 x0 ∈ (0, 1], 有 θ(x0, λ) > 0, 且 lim
λ→−∞

θ(x0, λ) = 0. 特别地, 有

ω(λ) > 0, 且 lim
λ→−∞

ω(λ) = 0.

证明 ¬ 先证明 θ(x, λ) > 0, ∀x ∈ (0, 1].由 θ(0, λ) = α ∈ [0, π), 若 α > 0, 则由 θ(x, λ) 关于 x

连续可知存在 x ∈ (0, 1) 使得 θ(x, λ) 在 [0, x] 上恒大于零; 若 α = 0, 则 θ′(0, λ) = 1 > 0, 从

而存在 x ∈ (0, 1) 使得 θ(x, λ) 在 (0, x] 上恒大于零. 下证 θ(x, λ) > 0, ∀x ∈ (x, 1]. 否则, 存在

x1 ∈ (x, 1) 使得 θ(x, λ) 在 (0, x1) 上恒大于零, 但 θ(x1, λ) = 0. 这说明 θ′(x1, λ) ⩽ 0, 但由式

(1.61) 知 θ′(x1, λ) = 1 > 0, 矛盾.

 再证明对任意固定的 x0 ∈ (0, 1], 有 lim
λ→−∞

θ(x0, λ) = 0. 也即对任意 ε > 0, 存在

N(ε) > 0, 使得当 λ < −N(ε) 时 |θ(x0, λ)|
¬
== θ(x0, λ) < ε. 选取 ε > 0 充分小, 使得

ε < min
{π
4
, π − α

}
. 由 α < π − ε 及 θ(x, λ) 关于 x 的连续性, 存在 x > 0 使得在区间 [0, x]

上曲线 θ = θ(x, λ) 在连接 (0, π − ε) 与 (x0, ε) 两点的直线 L : θ = −π − 2ε

x0
x + (π − ε) 的

下方. 下证在 [x, x0] 上, θ(x, λ) 在 L 的下方. 否则, 存在 x1 ∈ (x, x0), 使得当 x ∈ (x, x1) 时,

θ = θ(x, λ) 在 L 的下方, 但点 (x1, θ(x1, λ)) 在直线 L 上. 这说明 θ′(x1, λ) ⩾
2ε− π

x0
. 令

m = min
x∈[0,1]

{r(x)} > 0, M = max
x∈[0,1]

{q(x)},

则对充分接近 −∞(即使得 mλ+M < 0) 的 λ, 由式 (1.61) ,

θ′(x, λ) ⩽ 1 + (mλ+M) sin2 ε, ∀x ∈ [0, x1].

令 N(ε) = − 1

m

[(
2ε− π

x0
− 1

)
1

sin2 ε
−M

]
, 则当 λ 进一步满足 λ < −N(ε) 时, θ′(x, λ) <

2ε− π

x0
, ∀x ∈ [0, x1], 矛盾. 故当 λ < −N(ε) 时, 在 x ∈ [0, x0] 上, 曲线 θ = θ(x, λ) 始终在直

线 L 的下方, θ(x0, λ) < ε, 即 lim
λ→−∞

θ(x0, λ) = 0.

引理 1.7.7 对任意固定的 x0 ∈ (0, 1], 当 λ → +∞ 时, 有 θ(x0, λ) → +∞. 特别地, 有

lim
λ→+∞

ω(λ) = +∞.
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证明 由引理 1.7.5 知 θ(x0, λ) 关于 λ 是严格单调递增的. 假设结论不准确, 则存在正整数 K,

使得

0 < θ(x0, λ) ⩽ 2Kπ, ∀λ.

令

m = min
x∈[0,1]

r(x) > 0, M = max
x∈[0,1]

|q(x)|,

则对任意正整数 N , 当 λ 充分大时, 有

λr(x) + q(x) ⩾ λM −M > N2.

由方程 (1.61) 可知
dθ
dx ⩾ cos2 θ +N2 sin2 θ(x, λ),

于是

x0 =

∫ x0

0

dx ⩽
∫ θ(x0,λ)

α

dθ
cos2 θ +N2 sin2 θ

⩽
∫ 2Kπ

α

dθ
cos2 θ +N2 sin2 θ

u=N tan θ
=======

4K

N

∫ +∞

0

du
1 + u2

=
2Kπ

N
.

但 x0 是固定的正数, 上式不可能对任意正整数 N 都成立, 矛盾.

定理 1.7.4 的证明 回到第76页所设的方程 (1.59) 满足给定初始条件的解 ϕ(x, λ). 为使其还

满足边值条件 (1.60b) , 需要

cos βρ(1, λ) sin θ(1, λ)− sin βρ(1, λ) cos θ(1, λ) = 0,

消去 ρ(1, λ) 后即

sin [θ(1, λ)− β] = 0
β∈(0,π]⇐===⇒ θ(1, λ) = β + kπ, k ∈ N.

而前面已经知道 ω(λ) := θ(1, λ) 关于 λ 在 (−∞,+∞) 上连续且单调递增, lim
λ→−∞

ω(λ) = 0,

lim
λ→+∞

ω(λ) = +∞, 所以对任意 k ∈ N, 存在唯一的 λk ∈ R 使得 θ(1, λk) = β + kπ. 对每一个

λk, 都有唯一的非零解 ϕ(x, λk). 下证 ϕ(x, λk) 只有 k 个零点.

注意到 θ(0, λk) = α < π, θ(1, λk) = β+kπ > kπ,由连续函数的介值定理,对于 1 ⩽ j ⩽ k,

存在 xj ∈ (0, 1), 使得 θ(xj, λk) = jπ, 从而 ϕ(xj, λk) = ρ(xj, λk) sin θ(xj, λk) = 0. 再由方程

(1.61) 知 θ′(xj, λk) = 1 > 0, 说明 xj (j = 1, · · · , k) 均为 ϕ(x, λk) 的简单零点.

最后证明 ϕ(x, λ0)在 (0, 1)上无零点.设 x0 ∈ (0, 1]是 ϕ(x, λ0)的一个零点,则 θ(x0, λ0) =

jπ (j = 1, 2, · · · ), 将其代入方程 (1.61) 得到 θ′(x0, λ0) = 1 > 0. 由于 θ(1, λ0) = β ∈ (0, π], 若

x0 < 1, 必存在 x1 ∈ (x0, 1], 使得 θ(x1, λ0) = π 且 θ′(x1, λ0) ⩽ 0, 矛盾. 因此 ϕ(x, λ0) 在 (0, 1)

上无零点.
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引理 1.7.8 对应于特征值 λn (n ∈ N), Sturm–Liouville 边值问题 (1.59) (1.60) 有且只有一个

线性无关的特征函数.

证明 设 y = ϕ(x, λk) 与 y = ψ(x, λk) 是 Sturm–Liouville 边值问题 (1.59) (1.60) 对应于特征

值 λk 的两个特征函数, 则ϕ(0, λk) cosα− ϕ′(0, λk) sinα = 0,

ψ(0, λk) cosα− ψ′(0, λk) sinα = 0.

这是关于 cosα,− sinα 的齐次线性方程组, 由于 (cosα,− sinα) 6= (0, 0), 必有∣∣∣∣∣∣ϕ(0, λk) ϕ′(0, λk)

ψ(0, λk) ψ′(0, λk)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

因此 ϕ(x, λk) 与 ψ(x, λk) 构成的 Wronsky 行列式恒为零, 即它们线性相关.

引理 1.7.9 Sturm–Liouville 边值问题 (1.59) (1.60) 的特征函数系 {ϕ(x, λn)}∞n=0 在区间 [0, 1]

上满足

∫ 1

0

r(x)ϕ(x, λn)ϕ(x, λm) dx =

 0, m 6= n,

δn > 0, m = n,

n,m = 0, 1, 2, · · · .

证明 ¬ 当 m = n 时, 由 ϕ(x, λn) 6≡ 0 与 r(x) > 0 知

δn =

∫ 1

0

r(x)ϕ2(x, λn) dx > 0.

 当 m 6= n 时, 记 ϕm = ϕ(x, λm), ϕn = ϕ(x, λn). 则ϕ′′
m + (λmr + q)ϕm = 0,

ϕ′′
n + (λnr + q)ϕn = 0.

第一个方程乘 ϕn 与第二个方程乘 ϕm 作差后从 0 到 1 积分, 得∫ 1

0

(ϕ′′
mϕn − ϕ′′

nϕm) dx+ (λm − λn)

∫ 1

0

rϕmϕn dx = 0.

注意到 ϕ′′
mϕn − ϕ′′

nϕm = (ϕ′
mϕn − ϕ′

nϕm)
′, 从而上式左端第一个积分化为

[ϕ′
m(1)ϕn(1)− ϕ′

n(1)ϕm(1)]− [ϕ′
m(0)ϕn(0)− ϕ′

n(0)ϕm(0)] .
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由 ϕm(1) cos β − ϕ′
m(1) sin β = 0,

ϕn(1) cos β − ϕ′
n(1) sin β = 0

可知 ∣∣∣∣∣∣ϕm(1) ϕ′
m(1)

ϕn(1) ϕ′(1)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

同理可得 ∣∣∣∣∣∣ϕm(0) ϕ′
m(0)

ϕn(0) ϕ′(0)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

故得到

(λm − λn)

∫ 1

0

rϕmϕn dx = 0.

又 λm 6= λn, 最终得到 ∫ 1

0

r(x)ϕ(x, λm)ϕ(x, λn) dx = 0, ∀m 6= n.

注 1.7.10 特征函数系 {ϕ(x, λn)}∞n=0 构成函数空间 L2(r dx)的一组完备正交基,其中 r(x) >

0 称为权函数. 若通过除以
√
δn 进行规范化则得到一组标准完备正交基.
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习题 2.2.2 (2) 求解下列微分方程, 并作出积分曲线的草图:

y′ = ya, 其中 a =
1

5
, 1, 2.

解 y ≡ 0 是原方程的特解. 当 y 6= 0 时:

¬ 若 a =
1

5
, 原方程可同解变形为

y−
1
5 dy − dx = 0,

通积分为
5

4
y

4
5 − x = c,

其中 c 为任意常数. 故原方程的解为

y ≡ 0

和

y = ±
[
4

5
(x+ c)

] 5
4

, x ⩾ −c,

其中 c 为任意常数.

积分曲线草图为:

81



第二部分 课后习题 82

 若 a = 1, 原方程可同解变形为

1

y
dy − dx = 0,

通积分为

ln |y| − x = c,

其中 c 为任意常数. 故原方程的解为

y ≡ 0

和

y = c ex,

其中 c 为任意非零常数.

积分曲线草图为:

® 若 a = 2, 原方程可同解变形为

y−2 dy − dx = 0,

通积分为

−1

y
− x = c,

其中 c 为任意常数. 故原方程的解为

y ≡ 0

和

y = − 1

x+ c
,

其中 c 为任意常数.

积分曲线草图为:
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习题 2.2.3 设有微分方程

y′ = f(y),

其中 f(y) 在 y = a 的某个邻域内连续, 且 f(y) = 0 当且仅当 y = a. 证明: 对于直线 y = a

上任一点 (x0, a), 该方程满足条件 y(x0) = a 的解存在且唯一的充要条件为∣∣∣∣∫ a±ε

a

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ = +∞,

其中 ε 为任意正数.

证明 由 f(y) = 0 当且仅当 y = a 可知 y ≡ a 是原方程的特解, 因此过直线 y = a 的积分曲

线必存在. 由 f(y) 在 y = a 的某个邻域内连续, 且当 y 6= a 时 f(y) 6= 0, 可知 y = a 为积分∫ a±ε

a

1

f(y)
dy 唯一的瑕点, 故可不妨固定 ε 使得 f(y) 在 y ∈ [a− ε, a+ ε] 上连续.

⇒: 若
∣∣∣∣∫ a

a−ε

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ < +∞, 即 I :=

∫ a

a−ε

1

f(y)
dy ∈ R. 对于任意 x0 ∈ R, 可作原方程过

点 (x0, a− ε) 的积分曲线: ∫ a

a−ε

1

f(y)
dy =

∫ x1

x0

dx,

解得 x1 = x0 + I. 因此这条曲线与 y = a 是两条过点 (x0 + I, a) 的积分曲线, 与已知的唯一

性矛盾. 故
∣∣∣∣∫ a

a−ε

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ = +∞, 同理可证

∣∣∣∣∫ a+ε

a

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ = +∞.

⇐: 对于任意过不在 y = a 上的点的积分曲线, 由
∣∣∣∣∫ a±ε

a

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ = +∞ 可知该积分曲

线与 y = a 不相交, 从而过 y = a 上任一点的积分曲线存在且唯一.

习题 2.3.2 求出微分方程

y′ sin 2x = 2(y + cosx)

的当 x→ π

2
时仍有界的解.
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解 当 sin 2x 6= 0 时, 原方程可改写为

y′ − 1

sinx cosxy =
1

sinx,

其通解为

y = c exp
(∫ x

x0

1

sin t cos t dt
)
+

∫ x

x0

1

sin s exp
(∫ x

s

1

sin t cos t dt
)

ds

=
c tanx
tanx0

+ tanx
∫ x

x0

cos s
sin2 s

ds = c cosx0 + 1

sinx0
tanx− 1

cosx

=

(
c cosx0 + 1

sinx0
sinx− 1

)
1

cosx = (c′ sinx− 1)
1

cosx,

其中 c, c′ 为任意常数. 若 c′ 6= 1, 则当 x→ π

2
时, y ∼ c′ − 1

cosx → ∞. 若 c′ = 1, 则由 L’Hospital

法则,

lim
x→π

2

sinx− 1

cosx = lim
x→π

2

cosx
− sinx = 0,

故 c′ = 1 时满足要求. 即原方程的当 x→ π

2
时仍有界的解为

y =
sinx− 1

cosx .

习题 2.3.4 求出微分方程 y′ = 2y cos2 x− sinx 的周期解.

解 原方程的通解为

y = c ex+ 1
2

sin 2x −
∫ x

0

sin s es+ 1
2

sin 2s−x− 1
2

sin 2x ds,

其中 c 为任意常数.

先说明若 y(x) 是原方程的一个 T -周期解, 则 T = 2kπ (k ∈ N∗). 由
y′(x) = 2y(x) cos2 x− sinx

y′(x+ T ) = 2y(x+ T ) cos2(x+ T )− sin(x+ T )

y(x) = y(x+ T )

可得恒等式

2y(x)
[
cos2(x+ T )− cos2 x

]
= sin(x+ T )− sinx.
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若 cos2(x+ T )− cos2 x 6≡ 0, 则所得 y(x) 不满足以上通解的形式, 因此 cos2(x+ T ) ≡ cos2 x,

进而 sin(x+ T ) ≡ sinx, 即 T 同时为 sinx 与 cos2 x 的周期. 于是 T = 2kπ (k ∈ N∗).

下面对任意给定的 T = 2kπ (k ∈ N∗), 选择常数 c 使得解 y(x) 是 T -周期函数.

对原方程的任一解 y(x),设 u(x) = y(x+T )−y(x),则由 sin(x+T ) = sinx及 cos2(x+T ) =

cos2 x 得  y′(x) = 2y(x) cos2 x− sinx

y′(x+ T ) = 2y(x+ T ) cos2 x− sinx
.

从而 u(x) 满足一阶齐次线性微分方程

u′ − 2 cos2 xu = 0.

由于该方程的解恒为零或者恒不为零, 所以为使 y(x) 是 T -周期函数, 只需使 u(0) = 0, 即

c = y(T ) = c eT+ 1
2

sin 2T −
∫ T

0

sin s es+ 1
2

sin 2s−T− 1
2

sin 2T ds,

结合 sin 2T = 0 可解得

c =

∫ T

0

sin s es+ 1
2

sin 2s−T ds

eT −1
.

故原方程的周期解为

y = c ex+ 1
2

sin 2x −
∫ x

0

sin s es+ 1
2

sin 2s−x− 1
2

sin 2x ds,

其中

c =

∫ 2kπ

0

sin s es+ 1
2

sin 2s ds

e2kπ(e2kπ −1)
, k ∈ N∗.

习题 2.3.5 假设连续函数 f(t) 满足 |f(t)| ⩽M, t ∈ R. 证明: 微分方程

dx
dt + x = f(t)

在 −∞ < t < +∞ 上只有一个有界解; 进一步, 如果 f(t) 是周期函数, 那么这个有界解也是

周期的.

证明 原方程的通解为

x = c e−t +

∫ t

0

f(s) es−t ds =
[
c+

∫ t

0

f(s) es ds
]

e−t .
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因为当 t ⩾ 0 时,

|x(t)| =

∣∣∣∣c+ ∫ t

0

f(s) es ds
∣∣∣∣

et ⩽
|c|+

∫ t

0

|f(s)| es ds

et

⩽ |c|+M(et −1)

et ⩽ |c|+M,

所以解在 t ⩾ 0 上有界. 而当 t→ −∞ 时, et → 0, 因此解 x(t) 有界当且仅当

lim
t→−∞

(
c+

∫ t

0

f(s) es ds
)

= 0,

也即

c =

∫ 0

−∞
f(s) es ds.

故原方程在 −∞ < t < +∞ 上只有一个有界解

x = e−t

∫ t

−∞
f(s) es ds.

若 f(t) 是 T -周期函数, 即 f(t+ T ) = f(t), ∀x ∈ R, 则对上述周期解 x(t), 也有

x(t+ T ) = e−t−T

∫ t+T

−∞
f(s) es ds r=s−T

====== e−t−T

∫ t

−∞
f(r + T ) er+T dr

= e−t

∫ t

−∞
f(r) er dr = x(t),

即 x(t) 也是 T -周期函数.

习题 3.2.2 求初值问题
dy
dx = x+ y + 1, y(0) = 0

的 Picard 序列, 并由此取极限求解.

解 f(x, y) = x+ y + 1 显然在 R2 上连续且对 y 满足 Lipschitz 条件. 将原 Cauchy 问题转化

为积分方程

y(x) =

∫ x

0

[s+ y(s) + 1] ds.

由此可得 Picard 序列:
y0(x) = 0,

y1(x) =

∫ x

0

[s+ y0(s) + 1] ds,

y2(x) =

∫ x

0

[s+ y1(s) + 1] ds,

...

yn(x) =

∫ x

0

[s+ yn−1(s) + 1] ds.
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下面归纳证明

yn(x) = x+
1

(n+ 1)!
xn+1 +

n−1∑
k=2

2

k!
xk, n ⩾ 1.

当 n = 1 时直接计算可知成立. 下设结论对 n− 1 (n ⩾ 2) 成立, 则

yn(x) =

∫ x

0

(
2x+ 1 +

1

n!
xn +

n−2∑
k=2

2

k!
xk

)
dx = x2 + x+

1

(n+ 1)!
xn+1 +

n−2∑
k=2

2

(k + 1)!
xk+1

= x+
1

(n+ 1)!
xn+1 +

n−1∑
k=3

2

k!
xk = x+

1

(n+ 1)!
xn+1 +

n−1∑
k=2

2

k!
xk.

故结论对 n 也成立, 进而结论对任意 n ⩾ 1 成立.

于是原 Cauchy 问题的解为

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = lim
n→∞

[
x+

1

(n+ 1)!
xn+1 +

n−1∑
k=2

2

k!
xk

]

= lim
n→∞

[
1

(n+ 1)!
xn+1 + 2

n−1∑
k=0

xk

k!
− x− 2

]
= 2 ex −x− 2.

习题 3.2.3 在定理 3.1 中, 将函数 f(x, y) 的条件用下面的条件替代:

|f(x, y)| ⩽ k(x)(1 + |y|),

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ k(x)|y1 − y2|,

其中 k(x) 是可积函数. 假设 f(x, y) 是连续函数. 证明: 存在区间 x0 ⩽ x ⩽ x0 + α, 使得

Picard 序列一致收敛到 Cauchy 问题 (3.1), (3.2) 的解.

证明 对于定理 3.1 证明中构造的 Picard 序列, 我们有

|y1(x)− y0(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y0(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ x

x0

k(s)(1 + |y0|) ds
∣∣∣∣ = (1 + |y0|)

∣∣∣∣∫ x

x0

k(s) ds
∣∣∣∣ ,

|y2(x)− y1(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, y1(s))− f(s, y0(s))] ds
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ x

x0

|f(s, y1(s))− f(s, y0(s))| ds
∣∣∣∣

⩽
∣∣∣∣∫ x

x0

k(s)|y1(s)− y0(s)| ds
∣∣∣∣ ⩽ (1 + |y0|)

∣∣∣∣∫ x

x0

k(s) ds
∣∣∣∣2 .

归纳可得

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽ (1 + |y0|)
∣∣∣∣∫ x

x0

k(s) ds
∣∣∣∣n .
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取 α > 0 使得

∫ x0+α

x0

|k(s)| ds < 1, 则

∞∑
n=1

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽ (1+ |y0|)
∞∑
n=1

∣∣∣∣∫ x

x0

k(s) ds
∣∣∣∣n ⩽ (1+ |y0|)

∞∑
n=1

(∫ x0+α

x0

|k(s)| ds
)n

< +∞.

故

∞∑
n=1

|yn(x)− yn−1(x)| 在 [x0, x0 +α] 上一致收敛, 进而 yn(x) 在 [x0, x0 +α] 上一致收敛. 设

lim
n→∞

yn(x) = y(x).

由于

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yn−1(s)) ds,

两边同时令 n→ ∞ 得

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds.

再由积分方程与原 Cauchy 问题 (3.1), (3.2) 的等价性知在区间 [x0, x0 + α] 上 Picard 序列一

致收敛到 Cauchy 问题 (3.1), (3.2) 的解.

习题 3.4.2 证明: 初值问题  y′ = x3 − y3,

y(x0) = y0

的解在区间 [x0,+∞) 上存在.

证明 f(x, y) = x3 − y3 在 R2 上连续, f ′
y = −3y2 在 R2 上连续, 因此 f 对 y 是局部 Lipschitz

的. 由延拓定理, 经过 (x0, y0) 的解曲线存在且唯一, 并且可以延拓到 R2 的边界.

设右行解为 y = ϕ(x), 则当 ϕ(x) > x 时, ϕ′(x) = x3 − (ϕ(x))3 < 0, ϕ(x) 单调递减; 当

ϕ(x) < x 时, ϕ′(x) = x3 − (ϕ(x))3 > 0, ϕ(x) 单调递增. 由此可知 y = ϕ(x) 不可能在有限区间

内延伸至 y 方向的无穷处. 故 y = ϕ(x) 在 [x0,+∞) 上存在.

习题 3.4.3 考虑初值问题  y′ = f(x, y),

y(0) = y0,

其中函数 f(x, y) 在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞ 上连续, 且满足

|f(x, y)− f(x, z)| ⩽ q

x
|y − z|,

这里 q (0 < q < 1) 为常数. 证明: 该初值问题的解在区间 [0, a] 上是存在且唯一的.
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证明 因为 f(x, y) 在条形区域

D : 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞

上连续, 由 Peano 存在性定理, 经过 (0, y0) 的解曲线存在. 先证这个右行解是唯一的.

设 ϕ1(x), ϕ2(x) 是该初值问题的两个右行解, 令 r(x) = ϕ1(x)− ϕ2(x), 则当 x > 0 时,

|r′(x)| = |ϕ′
1(x)− ϕ′

2(x)| = |f(x, ϕ1(x))− f(x, ϕ2(x))| ⩽
q

x
|ϕ1(x)− ϕ2(x)| =

q

x
|r(x)|,

也即

|xr′(x)| ⩽ q |r(x)| .

令 g(x) =
(r(x))2

x2
, 则

r′(x) =
2
[
xr(x)r′(x)− (r(x))2

]
x3

.

而 |xr(x)r′(x)| ⩽ q (r(x))2 ⩽ (r(x))2, 故 r′(x) ⩽ 0, 从而

g(x) ⩽ lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

(
r(x)

x

)2

= lim
x→0+

(r′(x))
2
= (r′(0))

2
= 0,

故当 x ⩾ 0 时 g(x) ⩽ 0, 从而 g(x) = 0 即 r(x) = 0, ϕ1(x) = ϕ2(x).

由延拓定理, 经过 (0, y0) 的解曲线存在且唯一, 并且可以延伸到 D 的边界. 设这个解为

y = ϕ(x), 下证 y = ϕ(x) 在区间 [0, a] 上存在. 由已证的解的存在性, 可设 y = ϕ(x) 在 [0, h)

上存在. 记 x1 =
h

2
, y1 = ϕ(x1), 只需证经过 (x1, y1) 的解曲线在 [x1, a] 上存在. 用反证法, 假

设 y = ϕ(x) 的最大右行区间为 [x1, b), b < a. 对 x ∈ [x1, b),

|f(x, y)− f(x, z)| ⩽ q

x1
|y − z|, ∀y, z ∈ R.

记 M := max
x∈[x1,b]

|f(x, y1)|, 则对 x ∈ [x1, b) 与 y ∈ R 有

|f(x, y)| ⩽ |f(x, y1)|+ |f(x, y)− f(x, y1)| ⩽M +
q

x1
|y − y1|,

从而

|ϕ(x)− y1| =
∣∣∣∣∫ x

x1

f(s, ϕ(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

x1

|f(s, ϕ(s))| ds ⩽
∫ x

x1

(
M +

q

x1
|ϕ(s)− y1|

)
ds

⩽M(b− x1) +

∫ x

x1

q

x1
|ϕ(s)− y1| ds.

由 Gronwall 不等式即得

|ϕ(x)− y1| ⩽M(b− x1) exp
(∫ x

x1

q

x1
ds
)

⩽M(b− x1) e
q(b−x1)

x1 .
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故当 x ∈ [x1, b) 时,

|ϕ(x)| ⩽ |y1|+ |ϕ(x)− y1| ⩽ |y1|+M(b− x1) e
q(b−x1)

x1 .

由于 ϕ(x) 在 [x1, b) 上有界, 它必定可以延伸到 x = b 处, 即假设不成立.

综上, 该初值问题的解在区间 [0, a] 上是存在且唯一的.

习题 3.4.4 假设函数 f(x, y) 在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞ 上连续. 记 ϕ(x, ξ) 是微分

方程 y′ = f(x, y) 满足初始条件 ϕ(0, ξ) = ξ 的解. 进一步, 假设 ϕ(x, ξ) 在区间 [0, x) 上存在,

x < a. 证明下列三个结论之一成立.

(1) lim
x→x−

ϕ(x, ξ) 有限, 此时解 y = ϕ(x, ξ) 可以延伸至 x = x;

(2) lim
x→x−

ϕ(x, ξ) = +∞;

(3) lim
x→x−

ϕ(x, ξ) = −∞.

证明 因为 f(x, y) 在条形区域

D : 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞

上连续, 所以由延拓定理, 解曲线 y = ϕ(x, ξ)可以延伸到 D 的边界.若 (1)不成立, 为了说明

(2) 和 (3) 必有一个成立, 只需排除 ϕ(x, ξ) 在 x→ x 时剧烈振荡 (|ϕ(x, ξ)| → +∞) 而无极限

的情形. 若如此, 考虑点 (x, 0) 的一个左邻域 R = {(x, y) | x− δ ⩽ x ⩽ x,−δ ⩽ y ⩽ δ}, 其中

δ 为任意取定的正数. 现构造单调增数列 {zn}∞n=1, 使得 zk ∈ (x− δ, x), ∀k,

ϕ(zk, ξ) =

 δ, k ≡ 0 或 1 mod 4,

−δ, k ≡ 2 或 3 mod 4,

且连接 (z2k+1, ϕ(z2k+1, ξ)) 与 (z2k+2, ϕ(x2k+2, ξ)) 的曲线 (点集) 含于 R 中.

由 Lagrange 中值定理, 存在单调增数列 {z′n}∞n=1, 使得 z′k ∈ (z2k−1, z2k), ϕ(z′k, ξ) ∈

(−δ, δ), 且

ϕ′(z′k, ξ) =
ϕ(z2k, ξ)− ϕ(z2k−1, ξ)

z2k − z2k−1

=


−2δ

z2k − z2k−1

, k为奇数,

2δ

z2k − z2k−1

, k为偶数.

当 n → ∞ 时, zn → x, z2n − z2n−1 → 0+, 从而 ϕ′(z′2n+1, ξ) → −∞ 而 ϕ′(z′2n, ξ) → +∞, 也即

f(z′2n+1, ϕ(z
′
2n+1)) → −∞ 而 f(z′2n, ϕ(z

′
2n)) → +∞. 但 (z′2n+1, ϕ(z

′
2n+1)), (z

′
2n, ϕ(z

′
2n)) ∈ R, 由

δ > 0 的任意性知 f 在 (x, 0) 处振幅为 +∞, 即不连续, 这与题设矛盾. 故若 (1) 不成立, 则

(2) 和 (3) 必有一个成立. 结论得证.
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补充题 1 证明第二比较定理: 设函数 f(x, y) 和 F (x, y) 都在区域 G 内连续, 且

f(x, y) ⩽ F (x, y), (x, y) ∈ G,

又设函数 y = ϕ(x) 和 y = Φ(x) 在区间 (a, b) 上分别是初值问题

E1 :

 y′ = f(x, y),

y(x0) = y0

和

E2 :

 y′ = F (x, y),

y(x0) = y0

的解 ((x0, y0) ∈ G),并且 y = ϕ(x)是初值问题 (E1)的右侧最小解和左侧最大解 (或 y = Φ(x)

是初值问题 (E2) 的右侧最大解和左侧最小解), 则ϕ(x) ⩽ Φ(x), x0 ⩽ x < b,

ϕ(x) ⩾ Φ(x), a < x ⩽ x0.

证明 设 y = ϕ(x) 是初值问题 E1 的右侧最小解和左侧最大解. 考虑初值问题 y′ = f(x, y)− εn,

y(x0) = y0,

其中 εn > 0, 且 lim
n→∞

εn = 0. 同定理 3.7 的证明可知, 存在该初值问题的解序列 {ϕn(x)} 的一

个子列
{
ϕnj

(x)
}
一致收敛到 ϕ(x).因为 f(x, y)− εnj

< f(x, y) ⩽ F (x, y), 由第一比较定理得ϕnj
(x) < Φ(x), x > x0,

ϕnj
(x) > Φ(x), x < x0,

令 j → ∞ 即得证.

习题 3.5.1 考虑初值问题  y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

设函数 f(x, y) 在矩形闭区域 D = {(x, y) | |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b} 上连续, 令

h = min
ß
a,

b

M

™
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)| .
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证明; 该初值问题的最大解 y = Z(x) 与最小解 y = W (x) 之间充满了其他解, 即对于任一满

足

|x1 − x0| ⩽ h, W (x1) ⩽ y1 ⩽ Z(x1)

的点 (x1, y1), 该初值问题在 |x− x0| ⩽ h 上至少有一个解 y = ϕ(x), 满足 ϕ(x1) = y1.

证明 不妨设 x1 > x0. 考虑初值问题  y′ = f(x, y),

y(x1) = y1,

由于 f 在 D 上连续, 由延拓定理, 经过 (x1, y1) 的解曲线存在, 且可以延伸到 D 的边界.

考虑其向左延伸的解 y = ϕ(x), 在区间 [x0, x1] 上, W (x) ⩽ ϕ(x) ⩽ Z(x), 又 y = Z(x) 与

y = W (x) 相交于 (x0, y0), 因此解曲线 y = ϕ(x) 必经过 (x0, y0). 因此 y = ϕ(x) 也是初值问

题  y′ = f(x, y),

y(x0) = y0

的解. 由 Peano 存在性定理, 这个解在 |x− x0| ⩽ h 上存在.

习题 4.3.1 设函数 y = y(x, η) 是初值问题
dy
dx = sinxy,

y(0) = η

的解. 证明:
∂y

∂η
(x, η) > 0.

证明 f(x, y) = sinxy 在 (x, y) ∈ R2 上连续, 在任意闭矩形上关于 y 有连续偏导数, 由定理

4.7, 解 y = y(x, η) 关于 x, η 是可微的.

由积分方程

y(x, η) = η +

∫ x

0

sin sy ds

两边对 η 求导可得
∂y

∂η
(x, η) = 1 +

∫ x

0

s cos(sy) · ∂y
∂η

(s, η) ds.
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令 z(x, η) =
∂y

∂η
(x, η), 则 

dz
dx = x cos(xy) · z,

z(0, η) = 1.

解这个变量分离方程可得

ln z =
∫ x

0

x cos(yx) dx.

故
∂y

∂η
(x, η) = z(x, η) = exp

(∫ x

0

x cos(yx) dx
)
> 0.

习题 4.3.4 (1) 求给定微分方程初值问题的解对初值或参数的导数: y′ = 2x+ µy2,

y(0) = µ− 1,

求
∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

.

解 f(x, y, µ) = 2x+ µy2 在 (x, y, µ) ∈ R3 上连续, 在任意闭矩形上关于 y, µ 都有连续的偏导

数, 由定理 4.7, 解 y = y(x, µ) 关于 x, µ 是可微的.

由积分方程

y(x, µ) = µ− 1 +

∫ x

0

(
2s+ µ (y(s, µ))2

)
ds

两边对 µ 求导可得

∂y

∂µ
(x, µ) = 1 +

∫ x

0

[
(y(s, µ))2 + 2µy(s, µ)

∂y

∂µ
(s, µ)

]
ds.

令 z(x, µ) =
∂y

∂µ
(x, µ), 则 

dz
dx = 2µyz + y2,

z(0) = 1.

解这个一阶线性微分方程可得

z(x, µ) = exp
(∫ x

0

2µy(t, µ) dt
)
+

∫ x

0

(y(s, µ))2 exp
(∫ x

s

2µy(t, µ) dt
)

ds.

因为 y(x, 0) 是  y′ = 2x,

y(0) = −1
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的解, 所以 y(x, 0) = x2 − 1. 在前式中取 µ = 0 则有

z(x, 0) = 1 +

∫ x

0

(
s2 − 1

)2 ds,

即

∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

=
1

5
x5 − 2

3
x3 + x+ 1.

习题 5.1.2 设当 x ∈ (a, b) 时, n 阶线性微分方程组
dy
dx = A(x)y+ f(x) 中的函数 f(x) 不恒

为零, 证明: 该方程组有且至多有 n+ 1 个线性无关解.

证明 取齐次线性微分方程组
dy
dx = A(x)y 的 n 个线性无关解 y1, · · · ,yn, 再取非齐次线

性微分方程组
dy
dx = A(x)y + f(x) 的一个特解 ϕ∗. 显然 y1 + ϕ∗, · · · ,yn + ϕ∗,ϕ∗(x) 是

dy
dx = A(x)y + f(x) 的解, 下证这 n+ 1 个解向量线性无关.

用反证法, 设它们线性相关, 则存在不全为零的 c1, · · · , cn+1, 使得

c1(y1 + ϕ∗) + · · ·+ cn(yn + ϕ∗) + cn+1ϕ
∗ = 0,

也即

c1y1 + · · ·+ cnyn + (c1 + · · ·+ cn+1)ϕ
∗ = 0.

若 c1 + · · ·+ cn+1 = 0, 则由 y1, · · · ,yn 线性无关可知 c1 = · · · = cn = 0, 进而 cn+1 = 0, 这与

c1, · · · , cn+1 的选取矛盾. 故 c1 + · · ·+ cn+1 6= 0, 从而

ϕ∗ = − 1

c1 + · · ·+ cn+1

(c1y1 + · · ·+ cn+1yn) .

这说明 ϕ∗ 也是
dy
dx = A(x)y 的解, 但这与 f(x) 不恒为零矛盾. 这就证明了 dy

dx = A(x)y +

f(x) 有 n+ 1 个线性无关解.

对于任意选定的方程组
dy
dx = A(x)y + f(x) 的 n + 1 个线性无关解 y1, · · · ,yn+1, 再任

取它的一个特解 ϕ∗(x), 则 y1 − ϕ∗, · · · ,yn+1 − ϕ∗ 是
dy
dx = A(x)y 的 n + 1 个解向量. 于是

这 n+ 1 个解向量线性相关, 即存在不全为零的 c1, · · · , cn+1, 使得

c1(y1 − ϕ∗) + · · ·+ cn+1(yn+1 − ϕ∗) = 0,

也即

(c1 + · · ·+ cn+1)ϕ
∗ = c1y1 + · · ·+ cn+1yn+1.
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由 y1, · · · ,yn+1 线性无关可知 c1 + · · ·+ cn+1 6= 0. 故

ϕ∗ =
1

c1 + · · ·+ cn+1

(c1y1 + · · ·+ cn+1yn+1) .

这说明 ϕ∗ 可由 y1, · · · ,yn+1 线性表出. 由 ϕ∗ 的任意性即知
dy
dx = A(x)y + f(x) 至多有

n+ 1 个线性无关解.

习题 5.1.3 证明: 向量组 
1

0

0

 ,


x

0

0

 ,


x2

0

0


不可能同时满足任何一个三阶齐次线性微分方程组.

证明 用反证法, 假设所给 3 个解向量是某一个三阶齐次线性微分方程组的解, 则由Wronsky

行列式 det


1 x x2

0 0 0

0 0 0

 ≡ 0 可知这 3 个解向量在任意区间 (a, b) 上线性相关, 也即存在不全

为零的 c1, c2, c3, 使得

c1


1

0

0

+ c2


x

0

0

+ c3


x2

0

0

 =


0

0

0

 , ∀x ∈ (a, b).

但 c1 + c2x+ c3x
2 是次数至多为 2 的非零多项式, 它在 (a, b) 上至多有 2 个零点, 矛盾. 故所

给向量组不可能同时满足任何一个三阶齐次线性微分方程组.

习题 5.1.4 求解微分方程组

dx
dt =

2

t
x+ 1,

dy
dt =

1

t
x+ y.

解 方程
dx
dt =

2

t
x 过 (t0, 0) (t0 6= 0) 的一个特解为 x = 0; 过 (t0, x0) (t0x0 6= 0) 的通解为∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣ = t2

t20
, 取 (t0, x0) = (1, 1) 并取 x > 0 就得到一个特解 x = t2.

将 x = 0 代入第二个方程得到
dy
dt = y, 其过 (t0, y0) 的通解为

∣∣∣∣ yy0
∣∣∣∣ = et−t0 . 取 (t0, y0) =

(1, 1) 并取 y > 0 得到一个特解 y = et−1.

将 x = t2 代入第二个方程得到
dy
dt = y + t, 其过 (t0, y0) 的通解为 y = y0 et−t0 +(t0 +

1) et−t0 −(t+ 1). 取 (t0, y0) = (1, 0) 得到一个特解 y = 2 et−1 −t− 1.
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于是得到原微分方程组的一个解矩阵

Φ(t) =

 0 t2

et−1 2 et−1 −t− 1

 .

当 t 6= 0 时, detΦ(t) = −t2 et−1 6= 0, 故 Φ(t) 是齐次线性微分方程组

d
dt

x
y

 =

2

t
0

1

t
1


x
y


的基解矩阵. 由 x(t)

y(t)

 =

−t

1


是非齐次线性微分方程组

d
dt

x
y

 =

2

t
0

1

t
1


x
y

+

1

0


的一个特解可得该方程组的通解为x(t)

y(t)

 =

 0 t2

et−1 2 et−1 −t− 1

c1
c2

+

−t

1

 =

 c2t
2 − t

(c1 + 2c2) et−1 −c2t− c2 + 1

 .

其中 c1, c2 为任意常数. 重新整理可得通解为x(t)
y(t)

 =

 c1t
2 − t

c2 et −c1(t+ 1) + 1

 ,

其中 c1, c2 为任意常数.

习题 5.2.1 (4) 求解微分方程
dy
dx = Ay,

其中

A =


1 −1 −1

1 1 0

3 0 1

 .
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解 计算可得 A 的特征值

λ1 = 1, λ2 = 1 + 2 i, λ3 = 1− 2 i

及其对应的特征向量

ξ1 =


0

1

−1

 , ξ2 =


2 i

1

3

 , ξ3 =


−2 i

1

3

 .

由

eλ2x ξ2 = e2x


−2 sin 2x+ 2 i cos 2x

cos 2x+ i sin 2x

3 cos 2x+ 3 i sin 2x


可得基解矩阵为

ex


0 −2 sin 2x 2 cos 2x

1 cos 2x sin 2x

−1 3 cos 2x 3 sin 2x

 .

故通解为

y = c1 ex


0

1

−1

+ c2 ex


−2 sin 2x

cos 2x

3 cos 2x

+ c3 ex


2 cos 2x

sin 2x

3 sin 2x

 ,

其中 c1, c2, c3 为任意常数.

习题 5.2.1 (8) 求解微分方程
dy
dx = Ay,

其中

A =


2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

 .

解 计算可得 A 的特征值为 λ1 = 1(3 重). 由 (A− λ1I)
3 = O 可得 (A− λ1I)

3ξ = 0 的三个线

性无关解

ξ
(1)
10 =


1

0

0

 , ξ
(1)
20 =


0

1

0

 , ξ
(1)
30 =


0

0

1

 .
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于是

ξ
(1)
11 = (A− λ1I)ξ

(1)
10 =


1

2

−1

 ,

ξ
(1)
12 = (A− λ1I)

2ξ
(1)
10 = 0,

ξ
(1)
21 = (A− λ1I)ξ

(1)
20 =


−1

−2

1

 ,

ξ
(1)
22 = (A− λ1I)

2ξ
(1)
20 = 0,

ξ
(1)
31 = (A− λ1I)ξ

(1)
30 =


−1

−2

1

 ,

ξ
(1)
32 = (A− λ1I)

2ξ
(1)
30 = 0.

故基解矩阵

Φ(x) = ex


1 + x −x −x

2x 1− 2x −2x

−x x 1 + x

 .

于是所给方程的所有解为

y = Φ(x)c,

其中 c 为任意三维常数列向量.

习题 5.2.2 (1) 求解非齐次线性微分方程组
dy
dx = z + 2 ex,
dz
dx = y + ex .

解 先解相应的齐次线性微分方程组

d
dx

y
z

 =

0 1

1 0

y
z

 .
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计算可得

0 1

1 0

 有特征值 λ1 = 1, λ2 = −1, 对应的特征向量

ξ1 =

1

1

 , ξ2 =

 1

−1

 .

故该齐次线性微分方程组的基解矩阵为

Φ(x) =

ex e−x

ex − e−x

 .

因此所给非齐次线性微分方程组的通解为y
z

 = Φ(x)c+

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s) ds

= Φ(x)c+
1

2
Φ(x)

∫ x

0

e−s e−s

es − es

2 es

es

 ds

=

ex e−x

ex − e−x

c1
c2

+


(
3

2
x+

1

4

)
ex −1

4
e−x(

3

2
x− 1

4

)
ex +1

4
e−x



=


(
3

2
x+

1

4
+ c1

)
ex −

(
1

4
− c2

)
e−x(

3

2
x− 1

4
+ c1

)
ex +

(
1

4
− c2

)
e−x

 ,

其中 c1, c2 为任意常数. 重新调整参数可得通解为
y =

(
3

2
x+ c1 +

1

2

)
ex −c2 e−x,

z =

(
3

2
x+ c1

)
ex +c2 e−x,

其中 c1, c2 为任意常数.

习题 5.2.3 (1) 利用常数变易法求解非齐次线性微分方程组
dy
dx = z + tan2 x− 1,

dz
dx = −y + tanx.
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解 先解相应的齐次线性微分方程组

d
dx

y
z

 =

 0 1

−1 0

y
z

 .

计算可得矩阵 A =

 0 1

−1 0

 有特征值 λ1 = i, λ2 = − i, 对应的特征向量

ξ1 =

1

i

 , ξ2 =

 i

1

 .

由

eλ1x ξ1 =

 cosx+ i sin x

− sinx+ i cos x


可得基解矩阵

Φ(x) =

 cosx sinx

− sinx cosx

 .

下面用常数变易法求所给非齐次线性微分方程组的特解 ϕ∗(x).

令 ϕ∗(x) = Φ(x)c(x), 其中 c(x) 是函数列向量. 则

d
dx (Φ(x)c(x)) = A(x)Φ(x)c(x) + f(x),

其中 f(x) =

tan2 x− 1

tanx

. 由

d
dx (Φ(x)c(x)) = Φ′(x)c(x) + Φ(x)c′(x) = A(x)Φ(x)c(x) + Φ(x)c′(x)

可将上式化简为

Φ(x)c′(x) = f(x),

也即

c′(x) = Φ−1(x)f(x) =

cosx − sinx

sinx cosx

tan2 x− 1

tanx

 =

− cosx
sin3 x

cos2 x

 .

于是

c(x) = c0 +

 sinx0 − sinx

cosx+ 1

cosx − cosx0 −
1

cosx0

 .



第二部分 课后习题 101

取 c0 = 0 就得到一个特解

ϕ∗(x) = Φ(x)c(x) =

sinx0 cosx+ tanx− cosx0 sinx− sinx
cosx0

2− sinx0 sinx− cosx0 cosx− cosx
cosx0

 .

故所给非齐次线性微分方程组的通解为

ϕ(x) = Φ(x)c+ ϕ∗(x) =

c1 cosx+ c2 sinx+ sinx0 cosx+ tanx− cosx0 sinx− sinx
cosx0

−c1 sinx+ c2 cosx+ 2− sinx0 sinx− cosx0 cosx− cosx
cosx0



=

(c1 + sinx0) cosx+
(
c2 − cosx0 −

1

cosx0

)
sinx+ tanx

−(c1 + sinx0) sinx+
(
c2 − cosx0 −

1

cosx0

)
cosx+ 2

 ,

其中 c1, c2 为任意常数. 重新调整参数可得通解为 y = c1 cosx+ c2 sinx+ tanx,

z = 2− c1 sinx+ c2 cosx,

其中 c1, c2 为任意常数.

习题 5.3.1 (4) 求解微分方程

y′′ + y = 4 sinx.

解 齐次线性微分方程 y′′ + y = 0 的特征方程为 λ2 + 1 = 0, 特征根为 λ1 = i, λ2 = − i. 因此

它的一个基本解组为 cosx, sinx, 通解为 y = c1 cosx + c2 sinx, 其中 c1, c2 为任意常数. 设所

给非齐次线性微分方程的一个特解 ϕ∗(x) = c1(x) cosx+ c2(x) sinx. 则

ϕ∗′(x) = −c1(x) sinx+ c2(x) cos(x) + c′1(x) cosx+ c′2(x) sinx,

令

c′1(x) cosx+ c′2(x) sinx = 0,

则

ϕ∗′′(x) = −c1(x) cosx− c2(x) sinx− c′1(x) sinx+ c′2(x) cosx.

将 ϕ∗ 与 ϕ∗′′ 代入所给方程就有

−c′1(x) sinx+ c′2(x) cosx = 4 sinx.
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由此解得

c1(x) = sin 2x− 2x, c2(x) = − cos 2x,

即有一个特解

ϕ∗(x) = sinx− 2x cosx.

故所给方程的通解为

y = c1 cosx+ c2 sinx+ sinx− 2x cosx,

其中 c1, c2 为任意常数. 重新调整参数可得通解为

y = c1 cosx+ c2 sinx− 2x cosx,

其中 c1, c2 为任意常数.

习题 5.3.1 (6) 求解微分方程

y′′ − 2y′ + y = 6x ex .

解 齐次线性微分方程 y′′ − 2y′ + y = 0 的特征方程为 λ2 − 2λ+ 1 = 0, 特征根为 1(2 重). 因

此它的一个基本解组为 ex, x ex. 根据经验解法, 可设特解为 ϕ∗(x) = x2(ax+ b) ex, 则

ϕ∗′(x) = ex
[
ax3 + (3a+ b)x2 + 2bx

]
, ϕ∗′′(x) = ex

[
ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 4b)x+ 2b

]
.

代入方程可得  6a = 6,

2b = 0

=⇒

 a = 1,

b = 0.

故 ϕ∗(x) = x3 ex. 从而所给方程的通解为

y = c1 ex +c2 ex +x3 ex,

其中 c1, c2 为任意常数.

习题 5.3.2 (3) 利用常数变易法求解微分方程

y′′ − y = x−1 − 2x−3.

解 齐次线性微分方程 y′′ − y = 0 的特征方程为 λ2 − 1 = 0, 特征根为 λ1 = 1, λ2 = −1. 因此

它的一个基本解组为 ex, e−x. 设所给非齐次线性微分方程的一个特解为

ϕ∗(x) = c1(x) ex +c2(x) e−x,
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则

ϕ∗′(x) = c1(x) ex −c2(x) e−x +c′1(x) ex +c′2(x) e−x .

令

c′1(x) ex +c′2(x) e−x = 0,

则

ϕ∗′′(x) = c1(x) ex +c2(x) e−x +c′1(x) ex −c′2(x) e−x .

将 ϕ∗ 与 ϕ∗′′ 代入所给方程就有

c′1(x) ex −c′2(x) e−x = x−1 − 2x−3.

由此解得

c1(x) = − e−x

(
1

2x
− 1

2x2

)
, c2(x) = − ex

(
1

2x
+

1

2x2

)
,

即有一个特解

ϕ∗(x) = −1

x
.

故所给方程的通解为

y = c1 ex +c2 e−x −1

x
,

其中 c1, c2 为任意常数.

习题 5.3.5 考虑微分方程 y′′ + y = 0. 设 y = c(x) 和 y = s(x) 分别是该方程满足初始条件

c(0) = 1, c′(0) = 0

和

s(0) = 0, s′(0) = 1

的解. 不求解微分方程, 请证明:

(1) c(x) 是偶函数, s(x) 是奇函数;

(2) s2(x) + c2(x) ≡ 1;

(3) s(α + β) = s(α)c(β) + s(β)c(α);

(4) 如果 τ 是 c(x) 在 x > 0 上的第一个零点, 则 c(x) 和 s(x) 均是以 4τ 为周期的.

证明 (1) 注意到
d2

dx2 c(−x) + c(−x) = c′′(−x) + c(−x) = 0
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以及

c(−x)
∣∣
x=0

= 1,
d
dxc(−x)

∣∣∣∣∣
x=0

= −c′(−x)
∣∣
x=0

= 0,

即 c(−x) 与 c(x) 是所给方程满足相同初始条件的解, 由解的唯一性知 c(−x) = c(x), 即 c(x)

是偶函数. 同理, 由

d2

dx2 (−s(−x)) + (−s(−x)) = −s′′(−x)− s(−x) = 0

以及

−s(−x)
∣∣
x=0

= 0,
d
dx (−s(−x))

∣∣∣∣∣
x=0

= s′(0) = 1

可知 −s(−x) 与 s(x) 是所给方程满足相同初始条件的解, 从而 −s(−x) = s(x), 即 s(x) 是奇

函数.

(2) 注意到

(s′(x))
′′
+ s′(x) = −s′(x) + s′(x) = 0,

以及

s′(0) = 1, s′′(0) = −s(0) = 0,

即 s′(x) 与 c(x) 是所给方程满足相同初始条件的解, 从而 s′(x) = c(x). 同理, 由

(−c′(x))′′ + (−c′(x)) = c′(x)− c′(c) = 0

以及

−c′(0) = 0, −c′′(0) = c(0) = 1

可知 −c′(x) 与 s(x) 是所给方程满足相同初始条件的解, 从而 c′(x) = −s(x). 因此

d
dx
[
s2(x) + c2(x)

]
= 2 [s(x)s′(x) + c(x)c′(x)] = 2 [s(x)c(x) + c(x)(−s(x))] = 0,

即 s2(x) + c2(x) ≡ s2(0) + c2(0) = 1.

(3) 对任意取定的 α, 设 f(β) = s(α + β), g(β) = s(α)c(β) + s(β)c(α), 则有

f ′′ + f = 0, g′′ + g = 0,

f(−α) = s(0) = 0, f ′(−α) = s′(0) = 1,

g(−α) = s(α)c(−α) + s(−α)c(α) (1)
=== s(α)c(α)− s(α)c(α) = 0,

g′(−α) = s(α)c′(−α) + s′(−α)c(α) = −s(α)s(−α) + c(−α)c(α) = s2(α) + c2(α) = 1,

故 f(β) 与 g(β) 是所给方程满足相同初始条件的解, 从而 f(β) = g(β), 这就证明了恒等式.
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(4) 由于 s(x) = −c′(x), 只需证明 c(x) 以 4τ 为周期. 设 h(x) = −c(2τ − x), 则

h′(x) = c′(2τ − x), h′′(x) = −c′′(2τ − x).

因此

h′′ + h = −c′′(2τ − x)− c(2τ − x) = 0,

h(τ) = −c(τ) = 0, h′(τ) = c′(τ),

即 h(x) 与 c(x) 是所给方程满足相同初始条件的解, 从而 h(x) = −c(2τ − x) = c(x). 于是

c(x− 4τ) = c(4τ − x) = c (2τ − (x− 2τ)) = −c(x− 2τ) = −c(2τ − x) = c(x),

即 4τ 是 c(x) 的一个周期.

习题 9.2.4 研究微分方程组 
dx
dt = y,

dy
dt = −1 + x2

的奇点的 Lyapunov 稳定性.

解 方程组的两个奇点为 (1, 0) 和 (−1, 0).

¬ 考虑奇点 (1, 0). 作换元

 u = x− 1,

v = y,

则原方程组化为


du
dt = v,

dv
dt = u2 + 2u.

线性近似系数矩阵 A =

0 1

2 0

 的特征值为 ±
√
2, 因此零解是不稳定的, 即原方程组的奇点

(1, 0) 是不稳定的.

 考虑奇点 (−1, 0). 作换元

 u = x+ 1,

v = y,

则原方程组化为


du
dt = v,

dv
dt = u2 − 2u.
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设

V (u, v) =
1

2
v2 +

∫ u

0

(
2s− s2

)
ds = 1

2
v2 + u2 − 1

3
u3,

则 V 关于方程组的导数

V ∗(u, v) =
(
2u− u2

)
v + v

(
u2 − 2u

)
≡ 0.

设 Ω = {(u, v) | u < 2}, 则 V 在 Ω 上是正定的. 因此零解是 Lyapunov 正向稳定的. 而

V ∗(u, v) ≡ 0 还说明零解不是 Lyapunov 正向渐近稳定的, 这是因为对任意以 (x0, y0) 6= (0, 0)

为初值的解 ϕ(t), V (ϕ(t)) ≡ V (ϕ(0)) 6= 0, 即 ϕ(t) 6→ (0, 0). 故原方程组的奇点 (−1, 0) 是

Lyapunov 正向稳定但不渐近稳定的.

习题 9.2.5 (1) 讨论微分方程组 
dx
dt = −y − xy2,

dy
dt = x− x4y

的零解的 Lyapunov 稳定性.

解 设 V (x, y) = x2 + y2, 则 V 在 R2 上正定, 且 V 关于所给方程组的导数

V ∗(x, y) = 2x
(
−y − xy2

)
+ 2y

(
x− x4y

)
= −2x2y2

(
1 + x2

)
⩽ 0.

因此零解是 Lyapunov 正向稳定的. 又方程组的解 (x(t), y(t)) 满足 V ∗(x(t), y(t)) = 0 当且仅

当 x(t)y(t) ≡ 0, 由连续性知这样的轨线必过原点, 但原点是平衡点, 因此这样的解只能是零

解. 故由 Lasalle 不变集原理, 零解是 Lyapunov 正向渐近稳定的.

习题 9.2.6 证明: 如果齐次线性微分方程组 dx
dt = A(t)x 的每个解当 t → +∞ 时都有界, 则

其零解是 Lyapunov 正向稳定的; 如果每个解在 t → +∞ 趋向于零, 则其零解是 Lyapunov

正向渐近稳定的.

证明 设 Φ(t) 是所给齐次线性微分方程组的一个基解矩阵, 若其每个列向量当 t→ +∞ 时都

有界,则 Φ(t)当 t→ +∞时也有界.因此存在M > 0,使得矩阵 Φ(t)的算子范数 ‖Φ(t)‖ < M ,

∀t ⩾ 0. 又方程组的任意解可表示为 x(t) = Φ(t)c, 其中 c 为列向量. 由于

|x(t)| ⩽ ‖Φ(t)‖ · |c| ⩽M |c|,
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因此对任意 ε > 0, 只需选取满足 |c| < ε

M
的 c, 就有 |x(t)| < ε, ∀t ⩾ 0. 取 δ =

ε

M‖Φ−1(0)‖
,

则只要 |x(0)| < δ, 就有

|x(t)| ⩽ ‖Φ(t)‖ · ‖Φ−1(0)‖ · |x(0)| < ε,

即方程组的零解是 Lyapunov 正向稳定的. 若每个解在 t → +∞ 时趋向于零, 则由定义知零

解是 Lyapunov 正向渐近稳定的.

习题 9.2.8 考虑微分方程组 
dx
dt = a11(t)x+ a12(t)y,

dy
dt = a21(t)x+ a22(t)y.

假设

lim
t→+∞

(a11(t) + a22(t)) = b > 0.

证明: 该方程的零解不是 Lyapunov 正向稳定的.

证明 取定 ε > 0, 对任意 δ > 0, 总存在线性无关的两组解 (x1(t), y1(t)) 与 (x2(t), y2(t)), 它们

满足
»

(xi(0))2 + (yi(0))2 < δ (i = 1, 2). 由 Liouville 公式, 这两组解的 Wronsky 行列式

W (t) = W (0) exp
(∫ t

0

[a11(s) + a22(s)] ds
)
.

由题设, lim
t→+∞

|x1(t)y2(t)− x2(t)y1(t)| = lim
t→+∞

|W (t)| → +∞. 这说明必有 i = 1 或 2 使得当 t

充分大时,
»
(xi(t))2 + (yi(t))2 ⩾ ε. 故该方程的零解不是 Lyapunov 正向稳定的.

习题 9.3.1 (1) 判断微分方程组 
dx
dt = 4y − x,

dy
dt = −9x+ y

的奇点 (0, 0) 的类型, 并作出该奇点附近的相图.

解 此线性微分方程组的系数矩阵 A =

−1 4

−9 1

. 由 tr(A) = 0, det(A) = 35 可知奇点 (0, 0)

为中心. 相图如下:
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习题 9.3.1 (3) 判断微分方程组 
dx
dt = x+ 2y,

dy
dt = 5y − 2x+ x3

的奇点 (0, 0) 的类型, 并作出该奇点附近的相图.

解 所给非线性微分方程组的线性化方程为
dx
dt = x+ 2y,

dy
dt = −2x+ 5y.

此线性微分方程组的系数矩阵 A =

 1 2

−2 5

. 由 tr(A) = 6, det(A) = 9, (tr(A))2 = 4 det(A)

可知此线性微分方程组的奇点 (0, 0) 是单向结点或星形结点. 进一步由方程 k =
5k − 2

1 + 2k
的解

为 k = 1 可知 (0, 0) 为单向结点. 再由当
√
x2 + y2 → 0 时, x3 = o

(
x2 + y2

)
知 (0, 0) 也是所

给非线性微分方程组的单向奇点. 奇点附近的相图如下:
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习题 7.2.2 证明: 边值问题  x2y′′ − λxy′ + λy = 0,

y(1) = 0, y(2) = 0

没有非零解, 其中 λ 为实参数.

证明 令 x = et, 则 d
dx = e−t d

dt , 方程化为

e2t e−t d
dt

(
e−t dy

dt

)
− λ et e−t dy

dt + λy = 0 ⇐⇒ d2y

dt2 − (1 + λ)
dy
dt + λy = 0.

特征方程为 x2 − (1 + λ)x+ λ = 0, 特征根为 λ 与 1.

¬ 若 λ = 1, 则为 2 重特征根, 通解为 y = c1 et +c2t et, 其中 c1, c2 为任意常数. 代入边

值条件 (分别对应 t = 0 与 t = ln 2) 得

c1 = 0, 2c1 + 2 ln 2 · c2 = 0,

于是 c1 = c2 = 0, 即只有零解.

 若 λ 6= 1, 通解为 y = c1 et +c2 eλt, 其中 c1, c2 为任意常数. 代入边值条件得

c1 + c2 = 0, 2c1 + 2λc2 = 0,

由此得
(
2λ − 2

)
c2 = 0, 但 λ 6= 1, 因此 c2 = 0, 进而 c1 = 0. 故同样只有零解.
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习题 7.2.4 讨论非齐次线性微分方程的 Sturm–Liouville 边值问题 y′′ + (λr(x) + q(x)) y = f(x),

y(0) cosα− y′(0) sinα = 0, y(1) cos β − y′(1) sin β = 0,

其中 r(x), q(x) 均为连续函数, r(x) > 0. 证明: 当 λ 不是对应的齐次线性微分方程的 Sturm–

Liouville 边值问题的特征值时, 它有且仅有一个解; 当 λ = λm 是特征值时, 它有解的充要条

件是 ∫ 1

0

f(s)ϕm(s) ds = 0,

其中 ϕm(x) 是对应于特征值 λm 的特征函数.

证明 ¬ 若 λ 不是对应的齐次线性微分方程的 Sturm–Liouville 边值问题的特征值, 由二阶

线性微分方程的常数变易法可知该边值问题解的存在性. 设 y = ϕ1(x) 与 y = ϕ2(x) 是该非

齐次线性微分方程的 Sturm–Liouville 边值问题的解, 则 y = ϕ1(x) − ϕ2(x) 是对应的齐次线

性微分方程的 Sturm–Liouville 边值问题的解, 又 λ 非其特征值, 只能有 ϕ1(x) − ϕ2(x) ≡ 0,

故解是唯一的.

 若 λ = λm 是对应的齐次线性微分方程的 Sturm–Liouville 边值问题的特征值, 不妨

设对应于特征值 λm 的特征函数 ϕm(x) 满足

ϕm(0) = sinα, ϕ′
m(0) = cosα, ϕm(1) = sin β, ϕ′

m(1) = cos β.

则所给非齐次线性微分方程的 Sturm–Liouville 边值问题有解 y = y(x) 当且仅当∫ 1

0

f(s)ϕm(s) ds =
∫ 1

0

[y′′(s) + (λr(s) + q(s)) y(s)]ϕm(s) ds

=

∫ 1

0

y′′(s)ϕm(s) ds+
∫ 1

0

y(s) [(λr(s) + q(s))ϕm(s)] ds

=

∫ 1

0

y′′(s)ϕm(s) ds−
∫ 1

0

y(s)ϕ′′
m(s) ds

=

∫ 1

0

[y′(s)ϕm(s)− y(s)ϕ′
m(s)]

′ ds

= [y′(1)ϕm(1)− y(1)ϕ′
m(1)]− [y′(0)ϕm(0)− y(0)ϕ′

m(0)]

= [y′(1) sin β − y(1) cos β]− [y′(0) sinα− y(0) cosα]

= 0.
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习题 2.6 (1)(3)(4) 若 v ∈ C2(Ω) 满足

−∆v ⩽ 0, x ∈ Ω,

则称 v 在 Ω 上是下调和的.

(1) 对于任意球 B(x, r) ⊂ Ω, 成立

v(x) ⩽ −
∫
B(x,r)

v(y) dy.

(3) 设 ϕ : R → R 是光滑凸函数, 且 u 是 Ω 上的调和函数. 证明: v = ϕ(u) 是 Ω 上的下

调和函数.

(4) 设 u 是 Ω 上的调和函数. 证明: v = |Du|2 是 Ω 上的下调和函数.

证明 (1) 设

ϕ(r) := −
∫
∂B(x,r)

v(y) dS(y) = −
∫
∂B(0,1)

v(x+ rz) dS(z),

则

ϕ′(r) = −
∫
∂B(0,1)

Dv(x+ rz) · z dS(z)

= −
∫
∂B(x,r)

Dv(y) · y − x

r
dS(y)

= −
∫
∂B(x,r)

∂v

∂ν
dS(y)

=
r

n
−
∫
B(x,r)

∆v(y) dy ⩾ 0.

因此

ϕ(r) ⩾ ϕ(ε), ∀r > ε > 0.

在上式中令 ε→ 0+ 即得

v(x) ⩽ −
∫
∂B(x,r)

v(y) dS(y).

于是 ∫
B(x,r)

v(y) dy =

∫ r

0

(∫
∂B(x,s)

v dS
)

ds ⩾ v(x)

∫ r

0

nα(n)sn−1 ds

= α(n)rnv(x),

即

v(x) ⩽ −
∫
B(x,r)

v(y) dy.
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(3) 由
∂v

∂xi
= ϕ′(u)uxi

,
∂2v

∂x2i
= ϕ′′(u)u2xi

+ ϕ′(u)uxixi

可得

∆v = ϕ′′(u)|Du|2 + ϕ′(u)∆u.

再由 ϕ 是凸函数、u 是 Ω 上的调和函数得 ϕ′′(u) ⩾ 0,∆u = 0, 从而 ∆v ⩾ 0.

(4) 由

∂v

∂xj
=

∂

∂xj

(
n∑

i=1

u2xi

)
=

n∑
i=1

2uxi
uxixj

,

∂2v

∂x2j
=

∂

∂xj

(
2

n∑
i=1

uxi
uxixj

)
= 2

n∑
i=1

(
u2xixj

+ uxixjxj

)
可得

∆v = 2
n∑

i,j=1

u2xixj
+

n∑
i=1

∆uxi
⩾

n∑
i=1

∆uxi
.

而 u 是 Ω 上的调和函数, 因此 uxi
也是 Ω 上的调和函数, 从而 ∆v ⩾ 0.

习题 2.7 (Harnack 定理) 假设 {un} ⊂ C
(
Ω
)
∩ C2(Ω) 是 Ω 上的调和函数列. 如果 {un} 在

∂Ω 上一致收敛, 则 {un} 在 Ω 上一致收敛, 且收敛于一个调和函数.

证明 由 {un} 在 ∂Ω 上一致收敛, 对任意 ε > 0, 存在正整数 N(ε), 只要 n > N(ε), 就有

|un+p(x)− un+1(x)| < ε, ∀x ∈ ∂Ω, ∀p ⩾ 1.

注意到 un+p − un+1 也是 Ω 上的调和函数, 由极值原理,

max
Ω

(un+p − un+1) = max
∂Ω

(un+p − un+1) ,

min
Ω

(un+p − un+1) = min
∂Ω

(un+p − un+1) .

因此当 n > N(ε) 时,

|un+p(x)− un+1(x)| < ε, ∀x ∈ Ω, ∀p ⩾ 1.

这表明 {un} 在 Ω 上一致收敛. 设 un ⇒ u. 由于对任意 B(x, r) ⊂ Ω, 有

un(x) = −
∫
∂B(x,r)

un(y) dS(y),

令 n→ ∞ 就有

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y).

又由一致连续可知 u ∈ C(Ω), 故 u 是 Ω 上的调和函数.



第二部分 课后习题 113

习题 2.12 设 u(x) 是球 B(0, R0) 上的调和函数, 对于 R ∈ (0, R0] 记

ω(R) = sup
B(0,R)

u− inf
B(0,R)

u.

(1) 利用 Harnack 不等式证明: 存在 η ∈ (0, 1), 使得

ω

(
R

2

)
⩽ ηω(R).

(2) 如果 sup
B(0,R0)

|u(x)| ⩽M0, 则存在常数 α ∈ (0, 1), C > 0, 使得

ω(R) ⩽ C(M0 + 1)

(
R

R0

)α

, R ∈ (0, R0].

证明 (1) 设 w(x) = u(x) − inf
B(0,R)

u(x), 则 w 是 B(0, R0) 上的非负调和函数. 对 R ∈ (0, R0],

在 B
(
0,
R

2

)
上运用 Harnack 不等式, 有

sup
B(0,R2 )

w ⩽
(
R + R

2

R− R
2

)n

inf
B(0,R2 )

w = 3n inf
B(0,R2 )

w.

即
1

3n
sup

B(0,R2 )
u− inf

B(0,R2 )
u ⩽

(
1

3n
− 1

)
inf

B(0,R)
u.

因此

ω

(
R

2

)
=

(
1− 1

3n

)
sup

B(0,R2 )
u+

 1

3n
sup

B(0,R2 )
u− inf

B(0,R2 )
u


⩽
(
1− 1

3n

)
sup

B(0,R2 )
u+

(
1

3n
− 1

)
inf

B(0,R)
u

⩽
(
1− 1

3n

)
sup
B(0,R)

u+

(
1

3n
− 1

)
inf

B(0,R)
u

=

(
1− 1

3n

)
ω(R).

(2) 对任意 R ∈ (0, R0), 存在 k ∈ N, 使得
1

2k
⩽ R

R0

<
1

2k−1
. 由 (1),

ω(R) ⩽
(
1− 1

3n

)k−1

ω
(
2k−1R

)
=

1

1− 1
3n

(
1− 1

3n

)k

ω
(
2k−1R

)
n⩾2

⩽ 9

8

(
1− 1

3n

)k

ω(R0) ⩽
9

8

(
1

2

)k log2 3n

3n−1

· 2M0
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⩽ 9

4
(M0 + 1)

(
R

R0

)log2 3n

3n−1

.

而当 R = R0 时,

ω(R0) ⩽ 2M0 <
9

4
(M0 + 1),

因此对任意 R ∈ (0, R0] 都有

ω(R) ⩽ 9

4
(M0 + 1)

(
R

R0

)α

,

其中 α = log2

3n

3n − 1
∈ (0, 1).

习题 2.18 求边值问题 −∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u|∂Ω = g(x, y)

的 Green 函数, 其中

(1) Ω 是上半平面.

(2) Ω 是第一象限.

(3) Ω 是带形区域
{
(x, y) ∈ R2 | x ∈ R, 0 < y < l

}
, 其中 l 为正常数.

证明 (1) G(x, y) = Γ(y − x)− Γ (y − x̃), 其中 x = (x1, x2), y = (y1, y2), x̃ = (x1,−x2).

(2) G(x, y) = Γ(y− x)−Γ (y − x̃) + Γ(y+ x)−Γ (y + x̃), 其中 x = (x1, x2), y = (y1, y2),

x̃ = (x1,−x2).

(3) 记 x−n = x̃+(0, 2nl), x+n = x+(0, 2nl), n ∈ Z,则G(x, y) =
∑
n∈Z

[
Γ
(
y − x+n

)
− Γ

(
y + x−n

)]
.

习题 (定理 2.27) 假设 ui ∈ C2(Ω) ∩ C1
(
Ω
)
(i = 1, 2) 满足第三边值问题

−∆ui + ci(x)ui = fi(x), x ∈ Ω,[
∂ui
∂ν

+ αi(x)ui

] ∣∣∣∣∣
∂Ω

= gi(x),

其中 ν 是 ∂Ω 的单位外法向量. 如果 ci(x) ⩾ 0 且有界, αi(x) ⩾ α0 > 0, 则估计

max
Ω

|u1 − u2| ⩽ C

(
max
∂Ω

|g1 − g2|+ sup
Ω

|f1 − f2|+ max
∂Ω

|α1 − α2|+ sup
Ω

|c1 − c2|
)

成立, 其中 C 是仅依赖于维数 n, α0, Ω 的直径 d 和 G1, G2, F1, F2 的常数, 这里 Gi =

max
x∈∂Ω

|gi(x)|, Fi = sup
Ω

|fi(x)|, i = 1, 2.
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证明 设 w = u1 − u2, 则 w 满足边值问题
−∆w + c1(x)w = f1 − f2 + (c2 − c1)u2, x ∈ Ω,[
∂w

∂ν
+ α1(x)w

] ∣∣∣∣∣
∂Ω

= g1 − g2 + (α2 − α1)u2.

由定理 2.26 可得估计

max
Ω

|w| ⩽ C1

(
max
∂Ω

|g1 − g2|+ max
∂Ω

|(α2 − α1)u2|+ sup
Ω

|f1 − f2|+ sup
Ω

|(c1 − c2)u2|
)

⩽ C1

(
max
∂Ω

|g1 − g2|+ max
∂Ω

|α2 − α1|max
Ω

|u2|+ sup
Ω

|f1 − f2|+ sup
Ω

|c1 − c2|max
Ω

|u2|
)
,

其中 C1 是仅依赖于维数 n, α0 和 Ω 的直径 d 的常数. 再次运用定理 2.26 可得估计

max
Ω

|ui| ⩽ C1(Gi + Fi), i = 1, 2,

于是成立估计

max
Ω

|u1 − u2| ⩽ C

(
max
∂Ω

|g1 − g2|+ sup
Ω

|f1 − f2|+ max
∂Ω

|α1 − α2|+ sup
Ω

|c1 − c2|
)
,

其中 C 是仅依赖于维数 n, α0, Ω 的直径 d 和 G1, G2, F1, F2 的常数.

习题 2.21 假设 u(x) ∈ C
(
Ω
)
∩ C2(Ω) 是定解问题−∆u+ c(x)u = f(x), x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0

的一个解.

(1) 如果 c(x) ⩾ c0 > 0, 则

max
Ω

|u(x)| ⩽ 1

c0
sup
Ω

|f(x)|;

(2) 如果 c(x) ⩾ 0, 则

max
Ω

|u(x)| ⩽M sup
Ω

|f(x)|,

其中 M 依赖于 Ω 的直径 d;

(3) 如果 c(x) < 0, 试举反例说明上述最大模估计一般不成立.
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证明 (1) 即证

max
Ω

u(x) ⩽ 1

c0
sup
Ω

|f(x)|, max
Ω

(−u(x)) ⩽ 1

c0
sup
Ω

|f(x)|.

注意到 −u 是所给定解问题中 f(x) 替换成 −f(x) 后的解, 因此只需证上面第一式. 设 u 在

x0 ∈ Ω 处达到它在 Ω 上的最大值. 若 x0 ∈ ∂Ω, 则由 u|∂Ω = 0 知 max
Ω

u(x) = u(x0) = 0, 结论

得证. 若 x0 ∈ Ω, 则 ∆u(x0) ⩽ 0, 从而

sup
Ω

|f(x)| ⩾ |f(x0)| ⩾ f(x0) = −∆u(x0) + c(x0)u(x0) ⩾ c(x0)u(x0) ⩾ c0 max
Ω

u(x).

故结论得证.

(2) 不妨设 0 ∈ Ω. 令 v(x) =
u(x)

d2 − |x|2 + 1
, 则由 u(x) =

(
d2 − |x|2 + 1

)
v(x) 可得在 Ω

上有

∆u = −2nv − 4x · ∇v +
(
d2 − |x|2 + 1

)
∆v,

f(x) = −∆u+ c(x)u = 2nv + 4x · ∇v −
(
d2 − |x|2 + 1

)
∆v + c(x)v

(
d2 − |x|2 + 1

)
.

故 v 满足边值问题
−∆v +

4x · ∇v
d2 − |x|2 + 1

+

(
c(x) +

2n

d2 − |x|2 + 1

)
v =

f(x)

d2 − |x|2 + 1
, x ∈ Ω,

v|∂Ω = 0.

下证

max
Ω

v(x) ⩽ d2 + 1

4
sup
Ω

|f(x)|, max
Ω

(−v(x)) ⩽ d2 + 1

4
sup
Ω

|f(x)|.

注意到 −v 是如上方程 f(x) 替换成 −f(x) 后的解, 因此只需证上面第一式. 设 v 在 x0 ∈ Ω

处达到它在 Ω 上的最大值. 若 x0 ∈ ∂Ω, 则由 v|∂Ω = 0 知 max
Ω

v(x) = v(x0) = 0, 结论得证.

若 x0 ∈ Ω, 则 ∇v(x0) = 0,∆v(x0) ⩽ 0. 不妨设 v(x0) ⩾ 0, 则

sup
Ω

|f(x)| ⩾
sup
Ω

|f(x)|

d2 − |x0|2 + 1
⩾ |f(x0)|
d2 − |x0|2 + 1

= −∆v(x0) +

(
c(x0) +

2n

d2 − |x0|2 + 1

)
v(x0)

⩾ 2nv(x0)

d2 − |x0|2 + 1
⩾ 4

d2 + 1
max
Ω

v(x).

故

max
Ω

|v(x)| ⩽ d2 + 1

4
sup
Ω

|f(x)|,

进而

max
Ω

|u(x)| ⩽
(
d2 + 1

)
max
Ω

|v(x)| ⩽ (d2 + 1)
2

4
sup
Ω

|f(x)|.
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(3) 取 Ω =
(
−
√
nπ,

√
nπ
)n, c(x) ≡ −1, f(x) ≡ 0, 则 u(x) :=

n∏
k=1

sin xk√
n
是边值问题

∆u+ u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0

的解, 但 u 在 Ω 上不恒为零, 即不满足上述最大模估计.

习题 2.25 假设 Ω ⊂ Rn 是一个有界开集, ui(x) ∈ C2(Ω) ∩ C
(
Ω
)
(i = 1, 2) 满足定解问题−∆ui + ci(x)ui = 0, x ∈ Ω,

ui = gi, x ∈ ∂Ω.

如果 c2(x) ⩾ c1(x) ⩾ 0, g1(x) ⩾ g2(x) ⩾ 0, 则

u1(x) ⩾ u2(x).

证明 先证明在 Ω 上 u2(x) ⩾ 0. 若不然, 则由 −u2 满足同样的方程, 且 c2(x) ⩾ 0, 由弱极

值原理, 在 ∂Ω 上 −u2 达到它在 Ω 上的正的最大值, 但这与 −u2|∂Ω = −g2 ⩽ 0 矛盾. 令

w(x) = u2(x)− u1(x), 则 w 满足边值问题−∆w + c1(x)w = [c1(x)− c2(x)]u2, x ∈ Ω,

w = g2 − g1, x ∈ ∂Ω.

因为 c1(x) ⩾ 0, [c1(x)− c2(x)] ⩽ 0, 由弱极值原理可知在 Ω 上 w(x) ⩽ 0, 否则 w 在 Ω

上存在正的最大值, 进而 w 在 ∂Ω 上达到此最大值, 这与 w|∂Ω = g2 − g1 ⩽ 0 矛盾. 故

u1(x) ⩾ u2(x).

习题 2.28 假设 Ω ⊂ Rn 是一个有界开集, u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C
(
Ω
)
是定解问题−∆u+ u3 − u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = g

的一个解. 证明: 如果 max
∂Ω

|g(x)| ⩽ 1, 则 max
Ω

|u(x)| ⩽ 1.

证明 若 u 在 ∂Ω 上达到它在 Ω 上的最大值, 则由 max
∂Ω

|g(x)| ⩽ 1 可知 max
Ω

u ⩽ 1. 若 u 在 Ω

内一点 x0 处达到它在 Ω 上的最大值, 则 ∆u(x0) ⩽ 0. 于是

∆u(x0) = u(x0)
[
(u(x0))

2 − 1
]
⩽ 0,
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由此可见 u(x0) > 1必不成立,故max
Ω

|u(x)| ⩽ 1.用−u代替 u重复以上过程可得min
Ω
u(x) ⩾

−1. 故 max
Ω

|u(x)| ⩽ 1.

习题 4.15 设函数 Φ ∈ C2(R), 向量 α ∈ Rn 且 |α| = 1, 则 Φ(α · x+ at) 满足 n 维波动方程

utt − a2∆u = 0,

这里 a > 0 为常数, x = (x1, · · · , xn), ∆ =
∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2n
. 波动方程的这种形式的解称为平

面波解.

证明 设 α = (α1, · · · , αn), 记 u(x, t) = Φ(α · x+ at). 由

utt = a2Φ′′(α · x+ at), uxixi
= α2

iΦ
′′(α · x+ at), i = 1, · · · , n

及 |α| = 1 可得

utt − a2∆u = a2Φ′′(α · x+ at)
(
1− α2

1 − · · · − α2
n

)
= 0,

即 Φ(α · x+ at) 是方程 utt − a2∆u = 0 的解.

习题 4.24 试问: 半无界问题

utt − uxx + ut + ux = 0, (x, t) ∈ R+ × R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = 0, t ⩾ 0

能否直接用对称开拓法求解？为什么？试用特征线法求解此半无界问题.

解 因为 u(x, t)与 u(−x, t)满足的方程不同,所以不能直接用对称开拓法求解.利用 ∂2t −∂2x+

∂t + ∂x = (∂t + ∂x) (∂t − ∂x + 1) 将原方程分解为两个一阶方程初值问题
ut + ux = v, (x, t) ∈ R+ × R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = 0, t ⩾ 0.

(E1)

与  vt − vx + x = 0, (x, t) ∈ R+ × R+,

v(x, 0) = ψ(x) + φ′(x), x ⩾ 0.

(E2)
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对初值问题 (E2) , 在过 (x0, t0) ∈ R+ × R+ 的特征线 x1(t) = x0 + t0 − t 上, 方程化为
d
dtv(x1(t), t) + v(x1(t), t) = 0,

v(x1(0), 0) = v(x0 + t0, 0).

解得

v(x0, t0) = [φ′(x0 + t0) + ψ(x0 + t0)] e−t0 ,

进而

v(x, t) = [φ′(x+ t) + ψ(x+ t)] e−t .

对初值问题 (E1) , 当 t0 ⩾ x0 时, 过 (x0, t0) 的特征线为 x2(t) = x0 − t0 + t, 在该特征线上方

程化为 
d
dtu(x2(t), t) = [φ′(x0 − t0 + 2t) + ψ(x0 − t0 + 2t)] e−t,

u(0, t0 − x0) = 0.

解得

u(x0, t0) =

∫ t0

t0−x0

[φ′(x0 − t0 + 2τ) + ψ(x0 − t0 + 2τ)] e−τ dτ

=
1

2

∫ t0+x0

t0−x0

[φ′(τ) + ψ(τ)] e−
τ+t0−x0

2 dτ.

当 t0 < x0 时, 过 (x0, t0) 的特征线为 x2(t) = x0 − t0 + t, 在该特征线上方程化为
d
dtu(x2(t), t) = v(x2(t), t),

u(x0 − t0, 0) = φ(x0 − t0).

解得

u(x0, t0) = φ(x0 − t0) +

∫ t0

0

[φ′(x0 − t0 + 2τ) + ψ(x0 − t0 + 2τ)] e−τ dτ

= φ(x0 − t0) +
1

2

∫ x0+t0

x0−t0

[φ′(τ) + ψ(τ)] e−
τ+t0−x0

2 dτ.

故

u(x, t) =


1

2

∫ t+x

t−x

[φ′(τ) + ψ(τ)] e− τ+t−x
2 dτ, t ⩾ x ⩾ 0,

φ(x− t) +
1

2

∫ x+t

x−t

[φ′(τ) + ψ(τ)] e− τ+t−x
2 dτ, 0 ⩽ t < x.
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习题 4.27 求解问题 
utt − uxx = 0, 0 < x < t,

u|x=t = φ(t), t ⩾ 0,

ux|x=0 = ψ(t), t ⩾ 0.

如果 φ(t), ψ(t) 都在 [0, a] (a > 0) 上给定, 试指出此定解条件的决定区域.

解 设 u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t), 则F (2t) +G(0) = φ(t),

F ′(t) +G′(−t) = ψ(t).

解得 
F (t) = φ

(
t

2

)
−G(0),

G(t) =

∫ t

0

ψ(−τ) dτ + φ

(
− t

2

)
− φ(0) +G(0).

故

u(x, t) = φ

(
x+ t

2

)
−G(0) +

∫ x−t

0

ψ(−τ) dτ + φ

(
t− x

2

)
− φ(0) +G(0)

= φ

(
x+ t

2

)
+ φ

(
t− x

2

)
− φ(0)−

∫ t−x

0

ψ(τ) dτ.

决定区域为 {(x, t) | 0 ⩽ t− x ⩽ a, t+ x ⩽ 2a, 0 ⩽ x ⩽ t}.

习题 4.39 设函数 u ∈ C2
(
R4

+

)
满足 Cauchy 初值问题
utt − a2∆u = 0, (x, t) ∈ R4

+,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R3,

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3,

其中 a 为正常数, φ(x), ψ(x) ∈ C∞
0

(
R3
)
. 证明: 存在常数 C, 使得对于所有的 (x, t) ∈ R4

+, 成

立

|u(x, t)| ⩽ C

t
.

证明 因为 φ(x), ψ(x) ∈ C∞
0

(
R3
)
, 所以存在 R > 0, 使得当 |x| > R 时 φ(x) = ψ(x) ≡ 0, 从而

存在 M > 0, 使得

|φ(x)| ⩽M, |ψ(x)| ⩽M, |∇φ(x)| ⩽M, ∀x ∈ R3.
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由 Kirchhoff 公式得

|u(x, t)| ⩽ 1

4πa2t2

∫
∂B(x,at)

[|φ(y)|+ |∇φ(y)| · |y − x|+ t|ψ(y)|] dS(y)

⩽ M

4πa2

∫
∂B(x,at)∩B(0,R)

(
1

t2
+
a+ 1

t

)
dS(y)

=
M

4πa2t

[∫
∂B(x,at)∩B(0,R)

(
1

t
+ a+ 1

)
1t∈[0,R] dS(y)

+

∫
∂B(x,at)∩B(0,R)

(
1

t
+ a+ 1

)
1t∈(R,+∞) dS(y)

]
⩽ M

4πa2t
max
®

sup
t∈[0,R]

4πa2t2
(
1

t
+ a+ 1

)
, sup
t∈(R,+∞)

4πR2

(
1

t
+ a+ 1

)´
⩽ M

4πa2t
max
ß
4πa2R [1 + (a+ 1)R] , 4πR2

(
1

R
+ a+ 1

)™
=
MR [1 + (a+ 1)R]max

{
1, 1

a2

}
t

.

习题 3.18 (4) 设 A1, A2 为常数. 用分离变量法求解以下混合问题:
ut − uxx = 0, 0 < x ⩽ π, t > 0,

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ π,

ux(0, t) = A1t, ux(π, t) = A2t, t ⩾ 0.

解 令 v(x, t) = u(x, t)− A2 − A1

2π
tx2 − A1tx, 则

vtt − vxx =
A2 − A1

π
t− A2 − A1

2π
x2 − A1x, 0 < x ⩽ π, t > 0,

v(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ π,

vx(0, t) = vx(π, t) = 0, t ⩾ 0.

特征值 λn = n2, 相应的特征函数为 Xn(x) = cos(nx), n = 0, 1, 2, · · · . 进而 Tn 满足初值问题
T ′
n(t) + n2Tn(t) =


A2 − A1

π
t− π

6
A2 −

π

3
A1, n = 0,

2 [A1 − (−1)nA2]

πn2
, n ⩾ 1.

Tn(0) = 0.
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解得

Tn(t) =


A2 − A1

2π
t2 − π(2A1 + A2)

6
t, n = 0,

2 [A1 − (−1)nA2]

πn4

(
1− e−n2t

)
, n ⩾ 1.

故

u(x, t) =
A2 − A1

2π
tx2 + A1tx+

∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t)

=
A2 − A1

2π
tx2 + A1tx+

A2 − A1

2π
t2 − π(2A1 + A2)

6
t

+
∞∑
n=1

2 [A1 − (−1)nA2]

πn4

(
1− e−n2t

)
cos(nx).

习题 4.40 (2) 用分离变量法求解以下混合问题:
utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = x(x− 2l), ut(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ⩾ 0.

解 特征值 λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, 相应的特征函数为 Xn(x) = sin

(
n− 1

2

)
πx

l
, n = 1, 2 · · · . 与

Xn(x) 对应的 Tn(t) 为

Tn(t) = An cos nπ
l
t+Bn sin nπ

l
t,

其中

An =

∫ l

0

x(x− 2l)Xn(x) dx∫ l

0

X2
n(x) dx

= − 4l2(
n− 1

2

)3
π3
,

而 Bn = 0. 故

u(x, t) = −4l2

π3

∞∑
n=1

1(
n− 1

2

)3 cos
(
n− 1

2

)
πt

l
sin
(
n− 1

2

)
πx

l
.

习题 4.41 (3) 设 A 为正常数. 用分离变量法求解以下混合问题:
utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) =
Ax2

l2
, ut(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

ux(0, t) = 0, u(l, t) = A, t ⩾ 0.
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解 令 v(x, t) = u(x, t)− Ax2

l2
, 则

vtt − vxx =
2A

l2
, 0 < x < l, t > 0,

v(x, 0) = vt(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

vx(0, t) = v(l, t) = 0, t ⩾ 0.

特征值 λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, 相应的特征函数为 Xn(x) = cos

(
n− 1

2

)
πx

l
, n = 1, 2, · · · . 对于

f(t) =
2A

l2
, 有

fn(t) =
2A

l2

∫ l

0

Xn(x) dx∫ l

0

X2
n(x) dx

=
(−1)n+18A

(2n− 1)πl2
.

因此

Tn(t) =
1√
λn

∫ t

0

fn(t) cos
(
n− 1

2

)
(t− τ) π

l
dτ =

(−1)n32A

(2n− 1)3π3
sin
(
n− 1

2

)
πt

l
.

故

u(x, t) =
Ax2

l2
+

∞∑
n=1

32A(−1)n

π3(2n− 1)3
sin
(
n− 1

2

)
πt

l
cos
(
n− 1

2

)
πx

l
.

习题 4.34 利用能量不等式证明一维波动方程带有第二或第三边值问题的混合问题解的唯一

性.

证明 即证边值问题
utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],

(−ux + αu) |x=0 = (ux + βu) |x=l = 0, t ∈ [0, T ]

只有零解, 其中 α, β ⩾ 0. 令

E(t) =
1

2

∫ l

0

[
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

]
dx+ a2

2

[
αu2(0, t) + βu2(l, t)

]
, t ∈ [0, T ].

则 E(0) = 0, 且对 t ∈ (0, T ), 有

E ′(t) =
1

2

∫ l

0

(
2ututt + 2a2uxuxt

)
dx+ a2

2
[2αu(0, t)ut(0, t) + 2βu(l, t)ut(l, t)]
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=

∫ l

0

(
ututt + a2uxuxt

)
dx+ a2 [αu(0, t)ut(0, t) + βu(l, t)ut(l, t)]

= a2
∫ l

0

(utuxx + uxuxt) dx+ a2 [ux(0, t)ut(0, t)− ux(l, t)ut(l, t)]

= a2
[∫ l

0

(utux)x dx− utux
∣∣x=l

x=0

]
= 0.

因此 E(t) ≡ E(0) = 0, t ∈ [0, T ]. 故 ut = ux ≡ 0, 此边值问题只有零解.

习题 4.38 设函数 u ∈ C2
(
R2

+

)
满足 Cauchy 初值问题
utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R2

+,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R,

其中 a 为正常数, φ(x), ψ(x) ∈ C∞
0 (R). 记其动能和势能分别为

k(t) =
1

2

∫ +∞

−∞
u2t (x, t) dx, p(t) =

a2

2

∫ +∞

−∞
u2x(x, t) dx.

证明:

(1) k(t) + p(t) 是与 t 无关的常数;

(2) 当 t 足够大时, k(t) = p(t).

证明 (1) 令 E(t) = 2 [k(t) + p(t)] =

∫ +∞

−∞

[
u2t (x, t) + a2u2x(x, t)

]
dx, 则

E ′(t) =

∫ +∞

−∞

(
2ututt + a2uxuxt

)
dx = 2a2

∫ +∞

−∞
(utuxx + uxuxt) dx

= 2a2
∫ +∞

−∞
(utux)x dx = 2a2utux

∣∣x=+∞
x=−∞ = 0,

故 E(t) ≡ E(0) 与 t 无关.

(2) 因为 φ(x), ψ(x) ∈ C∞
0 (R), 所以存在 M > 0, 使得 suppφ ∪ suppψ ⊂ (−M,M). 当

t ⩾ M

a
时, 由 (x+ at)− (x− at) = 2at ⩾ 2M 可知 x+ at 与 x− at 必有一个不在 (−M,M)

中. 由 d’Alembert 公式得

k(t) =
1

8

[∫ +∞

−∞
ψ2(x− at) dx+

∫ +∞

∞
ψ2(x+ at) dx+ 2

∫ +∞

−∞
ψ(x− at)ψ(x+ at) dx

]
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+
a2

8

[∫ +∞

−∞
φ′2(x− at) dx+

∫ +∞

−∞
φ′2(x+ at) dx− 2

∫ +∞

∞
φ′(x− at)φ′(x+ at) dx

]
=
1

4

∫ ∞

−∞

[
ψ2(x) + a2 |φ′(x)|2

]
dx =

1

4
E(t) =

1

2
k(t) +

1

2
p(t),

因此当 t ⩾ M

a
时, k(t) = p(t).

习题 3.3 (2) 求以下函数的 Fourier 逆变换:

F (λ) = e(−a2λ2+i bλ+c)t, 其中 t > 0 为参数, a ∈ R+, b, c ∈ R 为常数.

解 F (λ) 的 Fourier 逆变换

F̌ (x) =

∫
R

e(−a2λ2+i bλ+c)t · e2π iλx dλ = ect
∫
R

e−a2tλ2+i(bt+2πx)λ dλ

= ect−
(bt+2πx)2

4a2t

∫
R

e−a2tλ2 dλ u=a
√
tλ

======
1

a
√
t

ect−
(bt+2πx)2

4a2t

∫
R

e−u2 du

=

√
π
t

a
ect−

(bt+2πx)2

4a2t .

习题 3.4 (1) 利用 Fourier 变换求解以下定解问题: ut − a2uxx + bux + cu = f(x, t), (x, t) ∈ R2
+,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

其中 a ∈ R+, b, c ∈ R 是常数.

解 作 Fourier 变换得到 ût + 4π2a2ξ2û+ 2π i bξû+ cû = f̂(ξ, t), (ξ, t) ∈ R2
+,

û(ξ, 0) = φ̂(ξ), ξ ∈ R.

解得

û(ξ, t) =φ̂(ξ) exp
(
−
∫ t

0

(
4π2a2τ 2 + 2π i bτ + c

)
dτ
)

+

∫ t

0

f̂(ξ, τ) exp
(
−
∫ t

τ

(
4π2a2η2 + 2π i bη + c

)
dη
)

dτ

=

(
φ̂(ξ) +

∫ t

0

f̂(ξ, τ) e 4πa2

3
τ3+π i bτ2+cτ dτ

)
e− 4πa2

3
t3−π i bt2−ct .
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再作 Fourier 逆变换, 得到

u(x, t) =

∫
R

(
φ̂(ξ) +

∫ t

0

f̂(ξ, τ) e 4πa2

3
τ3+π i bτ2+cτ dτ

)
e− 4πa2

3
t3−π i bt2−ct+2π ixξ dξ

= e− 4πa2

3
t3−π i bt2−ct

(
φ(x) +

∫ t

0

f(x, τ) e 4πa2

3
τ3+π i bτ2+cτ dτ

)
.

习题 3.25 若 v ∈ C2,1(ΩT ) 满足

vt − a2∆v ⩽ 0, (x, t) ∈ ΩT ,

称 v 在 ΩT 上是热方程的下解, 其中 ΩT = Ω× (0, T ], a > 0 为常数.

(1) 证明:

max
ΩT

v(x, t) = max
∂pΩT

v(x, t).

(2) 设 ϕ : R → R 是光滑凸函数且 u 在 ΩT 上满足热方程. 证明: v = ϕ(u) 在 ΩT 上是

热方程的下解.

(3) 设 u 在 ΩT 上满足热方程. 证明: v = a2|Du|2 + u2t 在 ΩT 上是热方程的下解.

证明 (1) 令 M = max
QT

u,m = max
ΓT

u, 则 M ⩾ m. 用反证法, 设 M > m.

¬ 若 vt − a2∆v < 0, 设存在 (x∗, t∗) ∈ QT , 使得 v(x∗, t∗) = M , 则 ∇v(x∗, t∗) =

0, vt(x∗, t∗) ⩾ 0,∆v(x∗, t∗) ⩽ 0, 故
(
vt − a2∆v

)
(x∗, t∗) ⩾ 0, 矛盾.

 若 vt−a2∆v ⩽ 0,令 w(x, t) = v(x, t)−εt,其中 ε > 0.则 wt−a2∆v = vt−a2∆v−ε < 0,

由 ¬ 知

max
QT

(v − εT ) ⩽ max
QT

w = max
ΓT

w ⩽ max
ΓT

v,

即

max
QT

v ⩽ max
ΓT

(v + εT ).

令 ε→ 0+, 得 M ⩽ m, 与假设的 M > m 矛盾.

综上可知 M = m.

(2) 由 ut − a2∆u = 0 可得

vt − a2∆v = ϕ′(u)ut − a2ϕ′′(u)|∇u|2 − a2ϕ′(u)∆u = −a2ϕ′′(u)|∇u|2 ⩽ 0.
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(3) 由

vt = 2a2∇u · ∇ut + 2ututt,

∆v = ∆
(
a2|∇u|2 + u2t

)
可得

vt − a2∆v = 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2∆
(
a2|∇u|2 + u2t

)
= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2

[
n∑

i=1

(
2a2 |∇uxi

|2 + 2a2∇u · ∇uxixi

)
+ 2 |∇ut|2 + 2ut∆ut

]

⩽ 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2

(
n∑

i=1

2a2∇u · ∇uxixi
+ 2ut∆ut

)

= 2a2∇u ·

(
∇ut − a2

n∑
i=1

∇uxixi

)
+ 2ut

(
ut − a2∆u

)
t

= 2a2∇u · ∇
(
ut − a2∆u

)
+ 2ut

(
ut − a2∆u

)
t

= 0.

习题 3.26 设QT = {(x, t) | 0 < x < l, 0 < t ⩽ T}, Γ = ∂pQT 是抛物边界.假设 u ∈ C2,1(QT )∩

C
(
QT

)
是热方程

ut − uxx = u, (x, t) ∈ QT

的非负解. 假设存在正数 M > 0, 使得

u|Γ ⩽M.

证明:

u(x, t) ⩽M et, (x, t) ∈ QT .

证明 设 w = e−t u, 则由

wt = e−t (ut − u) = e−t uxx,

wxx = e−t uxx

可得

wt − wxx = 0.
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由热方程的极值原理,

max
QT

w = max
Γ

w ⩽M,

从而

u(x, t) ⩽M et, (x, t) ∈ QT .
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