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习题 1.1.6 设 |a| < 1, |z| < 1.证明：

(3) ||z| − |a||
1− |a||z|

⩽
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣ ⩽ |z|+ |a|
1 + |a||z|

.

证明
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2 =
(z − a)(z̄ − ā)

(1− āz)(1− az̄)
=

|z|2 + |a|2 − āz − az̄

1 + |a|2|z|2 − āz − az̄
. 令 f(t) =

α+ t

β + t
= 1 +

α− β

β + t
, 其中

α < β, 则当 t > −β 时, f(t) 单调递增. 由于 |a| < 1, |z| < 1, 我们有
(
|z|2 − 1

)(
|a|2 − 1

)
> 0, 即

|z|2 + |a|2 < 1 + |a|2|z|2, 因此取 α = |z|2 + a2, β = 1 + |a|2|z|2, 则有

|a|2|z|2 + 1− 2Re(az̄) = [Re(az̄)− 1]
2
+ [Im(az̄)]

2
> 0 =⇒ t = −z̄ − az̄ > −β,

从而∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2 = f(−āz − az̄) = f(2Re(−āz)) < f(2|a||z|) = |z|2 + |a|2 + 2|a||z|
1 + |a|2|z|2 + 2|a||z|

=

(
|z|+ |a|
1 + |a||z|

)2

.

又
(|a||z| − 1)2 > 0 =⇒ 2|a||z| < 1 + |a|2|z|2 =⇒ t = −2|a||z| > −β,

因此 (
|z| − |a|
1− |a||z|

)2

=
|z|2 + |a|2 − 2|a||z|
1 + |a|2|z|2 − 2|a||z|

= f(−2|a||z|) ⩽ f(−2Re(āz)) =
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2.
故

||z| − |a||
1− |a||z|

⩽
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣ ⩽ |z|+ |a|
1 + |a||z|

.

习题 1.2.6 证明：三点 z1, z2, z3 共线的充要条件为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 z1 1

z2 z2 1

z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

证明 记 zj = xj + iyj , 则 z1, z2, z3 共线 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x1 − iy1 1

x2 x2 − iy2 1

x3 x3 − iy3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2x1 x1 − iy1 1

2x2 x2 − iy2 1

2x3 x3 − iy3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 z1 1

z2 z2 1

z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

习题 1.2.12 设 z1, z2, z3是单位圆周上的三个点,证明：这三个点是一个正三角形三个顶点的充要条件为

z1 + z2 + z3 = 0.

证明 不妨设沿逆时针方向次序为 z1, z2, z3.
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(⇒) 由于 z1, z2, z3 恰三等分单位圆周, z2 = ωz1, z2 = ω2z1, 其中 ω = e 2πi
3 . 因此 z1 + z2 + z3 =

z1
(
1 + ω + ω2

)
= 0.

(⇐) 由于三点绕原点同方向旋转相同角度不影响正三角形的判定, 通过除以 z1, 可不妨设 z1 = 1,

则 z2 + z3 = −1. 因此 |Im z2| = |Im z3|, 再由 |z2| = |z3| = 1 得 Re z2 = Re z3 = −1

2
, 于是

z2 = ω, z3 = ω2, z1, z2, z3 构成正三角形的三个顶点.

习题 1.3.1 证明：在复数的球面表示下, z和
1

z̄
的球面像关于复平面对称.

证明 在球极投影下, 对 z ∈ C, 有

z 7→
(

z + z̄

|z|2 + 1
,

z − z̄

i(|z|2 + 1)
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
,

1

z̄
7→

 1
z̄ + 1

z∣∣ 1
z̄

∣∣2 + 1
,

1
z̄ − 1

z

i
(∣∣ 1

z̄

∣∣2 + 1
) , ∣∣ 1z̄ ∣∣2 − 1∣∣ 1

z̄

∣∣2 + 1

 =

(
z + z̄

|z|2 + 1
,

z − z̄

i(|z|2 + 1)
,
1− |z|2

|z|2 + 1

)
.

故 z和
1

z̄
的球面像关于复平面对称.

习题 1.3.2 证明：在复数的球面表示下, z和 w的球面像是直径对点当且仅当 zw = −1.

证明 (⇐) 由习题 1.3.1, z 与 1

z̄
= −w的球面像关于复平面对称.而 w与 −w的球面像关于单位球过原

点的直径对称, 因此 z和 w的球面像是直径对点.

(⇒) 在球极投影下, 对 (x1, x2, x3) ∈ S2, 有

(x1, x2, x3) 7→
x1 + ix2
1− x3

, (−x1,−x2,−x3) 7→
−x1 − ix2
1 + x3

=
−1

x1−ix2

1−x3

.

因此 z和 w的球面像是直径对点当且仅当 zw = −1.

习题 1.4.2 设 z = x+ iy ∈ C, 证明：

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= ex(cos y + i sin y).

证明 注意到

lim
n→∞

∣∣∣∣(1 + x+ iy
n

)n∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)n
2

= exp
[
lim
n→∞

n

2
log
(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)]
= exp

[
lim
n→∞

n

2

(
2x

n
+
x2 + y2

n2

)]
= ex

以及

lim
n→∞

arg
(
1 +

x+ iy
n

)n

= lim
n→∞

n arctan
y
n

1 + x
n

= y,

便有

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= ex(cos y + i sin y).

习题 1.5.3 指出下列点集的内部、边界、闭包和导集：
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(1) N.

(2) E =

{
1

k
: k ∈ N

}
.

(3) D = B(1, 1) ∪ B(−1, 1).

(4) G = {z ∈ C : 1 < |z| ⩽ 2}.

(5) C.

解答 (1) 内部 = ∅, 边界 = N, 闭包 = N, 导集 = ∅.

(2) 内部 = ∅, 边界 =闭包 = E ∪ {0}, 导集 = {0}.

(3) 内部= D,边界= {z ∈ C : |z−1| = 1或 |z+1| = 1},闭包=导集= {z ∈ C : |z−1| ⩽ 1或 |z+1| ⩽
1}.

(4) 内部 = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}, 边界 = {z ∈ C : |z| = 1或 2}, 闭包 =导集 = {z ∈ C : 1 ⩽ |z| ⩽ 2}.

(5) 内部 = C, 边界 = ∅, 闭包 C, 导集 = C.

习题 1.5.5 证明：若 D为开集, 则 D′ = D = ∂D ∪D.

证明 (1) 由于 D = D ∪D′, 为证 D′ = D, 只需证 D ⊂ D′.对任意 x ∈ D, 由 D是开集, 存在 r > 0使
得 B(x, r) ⊂ D.于是对任意 ε ∈ (0, r)都有 B◦(x, ε) ⊂ D, 故 x ∈ D′, D ⊂ D′, 进而 D′ = D.

(2) 由于D是开集, ∂D ∩D = ∅, 而D = D ∪D′, 为证D = ∂D ∪D, 只需证 ∂D ⊂ D′.对任意 x ∈ ∂D

与 r > 0, B(x, r) ∩D = B◦(x, r) ∩D 6= ∅, 因此 x ∈ D′, 进而 ∂D ⊂ D′, D = ∂D ∪D.

习题 1.6.1 满足下列条件的点 z所组成的点集是什么？如果是域, 说明它是单连通域还是多连通域？

(1) Re z = 1.

(2) Im z < −5.

(3) |z − i|+ |z + i| = 5.

(4) |z − i| ⩽ |2 + i|.

(5) arg(z − 1) =
π

6
.

(6) |z| < 1, Im z >
1

2
.

(7)
∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣ ⩽ 2.

(8) 0 < arg z − i
z + i <

π

4
.

解答 (1) 直线 {z ∈ C : Re z = 1}, 非域.

(2) 半平面 {z ∈ C : Im z < −5}, 单连通域.

(3) 以 ±i为焦点、5为长轴长的椭圆, 非域.

(4) 以 i为圆心、
√
5为半径的闭圆盘, 非域.
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(5) 以 1为起点 (不含)且与实轴夹角为 π

6
的射线, 非域.

(6) 弓形
{
z ∈ C : |z| < 1, Im z > 1

2

}
, 单连通域.

(7)
{
z ∈ C : |z + 3| ⩾ 2

√
2
}
, 非域.

(8)
{
z ∈ C : Re z < 0且 |z + 1| >

√
2
}
, 单连通域.

习题 1.6.2 证明：非空点集 E ⊂ R为连通集, 当且仅当 E 是一个区间.

证明 (⇒) 设 ∅ 6= E ⊂ R连通.若 E 不是一个区间, 则存在 x < z < y满足 x, y ∈ E 但 z /∈ E.于是

E = (E ∩ (−∞, z)) t (E ∩ (z,+∞))

是两个非空不交开集的并, 与 E 连通矛盾.故 E 是区间.

(⇐) 设 E ⊂ R为区间.若 E 不连通, 则存在不交开集 U, V ⊂ R使得

U ∩ E 6= ∅, V ∩ E 6= ∅, E ⊂ U t V.

不失一般性, 假设存在 a < b使得 a ∈ U ∩ E 且 b ∈ V ∩ E.令

A = {x ∈ U ∩ E : x < b},

并记 c = supA.则由 A是开集可知 c 6= a, 于是 a < c ⩽ b.特别地, c ∈ E.但是

� c /∈ U：若 c ∈ U , 则存在 ε > 0使得 b > c + ε ∈ U .由 E 是区间知 c + ε ∈ U ∩ E, 但这与
c = supA矛盾.

� c /∈ V：若 c ∈ V , 则存在 ε > 0 使得 (c − ε, c] ⊂ V . 因为 c > a, 所以可取 ε 充分小使得
(c− ε, c] ⊂ E, 从而 c− ε < c也是 A的上界 (因 (c− ε, c] ∩ U = ∅), 与 c = supA矛盾.

故 c /∈ U ∪ V , 进而 c /∈ E, 矛盾.

习题 1.6.5 证明：若 D 是有界单连通域, 则 ∂D 连通.举例说明, 若 D 是无界单连通域, 则 ∂D 可能不
连通.

证明 先给出 D 是无界单连通域时的反例：令 D = {z ∈ C : |Im z| < 1}, 它是无界单连通域, 但
∂D = {z ∈ C : Im z = ±1}不连通.下证原命题.

引理 1 若 D ⊂ C是有界单连通域, 则 C \D连通.

引理 2 ([Mun] Theorem 63.1(a)) 设 X 是两个开集 U 和 V 之并, 且 U ∩ V 可以表示成两个不交开集 A

和 B 之并.假设有一条 U 中的道路 α从 A的一个点 a到 B 的一个点 b, 并且有一条 V 中的道路 β

从 b到 a.记 f = α ∗ β, 则 f 是一条回路, 且道路同伦类 [f ]生成 π1(X, a)的一个无限循环子群.

[Mun] J. R. Munkres, Topology, 2nd ed., Pearson Education Limited, 2019.

原命题 设 ∂D 不连通, 不妨设 ∂D = D1 ∪ D2, 其中 D1, D2 是两个不相交的闭集.由于 D 有界, D1, D2

都是紧致的, 设 ε = 1
3d(D1, D2) > 0, 构造开集 A =

⋃
z∈D1

B(z, ε), B =
⋃

z∈D2

B(z, ε), 显然 D1 ⊂ A,

D2 ⊂ B, 并且仍然有 A ∩ B = ∅.令 U = D ∪ A ∪ B, V = (C \D) ∪ A ∪ B, 显然 U 是开集.对任
意 z ∈ ∂D, 都有 B(z, ε) ⊂ V , 因此 V 也是开的.因为 D连通, 所以 D连通, U = D ∪

⋃
z∈∂D

B(z, ε),
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其中每个开球 B(z, ε)连通, 且和D至少相交于 z, 故 U 连通.由引理 1知 C \D连通.同理, V 连通.
注意到

U ∪ V = C, U ∩ V = A ∪B, U, V 道路连通 (因它们是连通开集).

选取 a ∈ A, b ∈ B, 由 U 道路连通, 存在一条 U 中的道路 α从 a到 b.同理存在一条 V 中的道路 β

从 b到 a.由引理 2, f = α ∗ β是一条回路, 并且 [f ]生成了 π1(U ∪ V, u) = π1(C, u)的一个无限循环
子群.但因 C是单连通的, 其基本群平凡, 没有无限循环子群, 矛盾.因此 ∂D是连通的.

习题 2.2.2 设 f ∈ H(D), 并且满足下列条件之一：

(1) Re f(z)是常数.

(2) Im f(z)是常数.

(3) |f(z)|是常数.

(4) arg f(z)是常数.

(5) Re f(z) = [Im f(z)]
2
, z ∈ D.

那么 f 是一常数.

证明 (1) 用 u和 v记 f(z)的实部和虚部, 则
∂u

∂x
≡ ∂u

∂y
≡ 0, 由 Cauchy-Riemann方程, ∂v

∂x
≡ ∂v

∂y
≡ 0,

因此 f ′(z) =
∂u

∂x
+ i∂v

∂x
≡ 0, f 是一常数.

(2) 同 (1)可得 ∂u

∂x
≡ ∂u

∂y
≡ ∂v

∂x
≡ ∂v

∂y
≡ 0, 因此 f ′(z) ≡ 0, f 是一常数.

(3) 设 |f(z)| ≡ C.若 C = 0, 则 f(z) ≡ 0; 若 C 6= 0, 由 f(z)f(z) ≡ C2 得

∂f

∂z
f(z) + f(z)

∂f

∂z
≡ ∂f

∂z
f(z) ≡ 0.

而 f(z) 6= 0, 因此
∂f

∂z
= f ′(z) = 0, f 是一常数.

(4) 用 u和 v记 f(z)的实部和虚部, 则 arg f(z) = arctan v
u
, 且 u2 + v2 6= 0.由 arg f(z)是常数得


∂

∂x

(
arctan v

u

)
=

1

u2 + v2

(
u
∂v

∂x
− v

∂u

∂x

)
= 0,

∂

∂y

(
arctan v

u

)
=

1

u2 + v2

(
u
∂v

∂y
− v

∂u

∂y

)
= 0

=⇒


u
∂v

∂x
= v

∂u

∂x
,

u
∂v

∂y
= v

∂u

∂y
.

而由 Cauchy-Riemann方程, ∂v
∂x

= −∂u
∂y
,
∂v

∂y
=
∂u

∂x
, 代入上式即得


−u∂u

∂y
= v

∂u

∂x
,

u
∂u

∂x
= v

∂u

∂y

=⇒


(
u2 + v2

)∂u
∂x

≡ 0,

(
u2 + v2

)∂u
∂y

≡ 0

u2+v2 6=0
======⇒ ∂u

∂x
≡ ∂u

∂y
≡ 0.

由 (1)即得 f(z)是一常数.
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(5) 用 u和 v记 f(z)的实部和虚部, 则 u− v2 ≡ 0, 因此
∂u

∂x
− 2v

∂v

∂x
≡ 0,

∂u

∂y
− 2v

∂v

∂y
≡ 0.

由 Cauchy-Riemann方程, ∂u
∂x

=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
, 代入上式即得


∂v

∂y
= 2v

∂v

∂x
,

∂v

∂x
+ 2v

∂v

∂y
≡ 0

=⇒


(
1 + 4v2

)∂v
∂x

≡ 0,

(
1 + 4v2

)∂v
∂y

≡ 0

=⇒ ∂v

∂x
≡ ∂v

∂y
≡ 0.

由 (1)即得 f(z)是一常数.

习题 2.2.4 设 z = r(cos θ + i sin θ), f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ), 证明 Cauchy-Riemann方程为
∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ
.

证明 记

x = r cos θ,
y = r sin θ,

则

∂u∂r
∂u

∂θ

 =

 cos θ sin θ

−r sin θ r cos θ



∂u

∂x
∂u

∂y

, 因此

∂u

∂x
∂u

∂y

 =

cos θ −1

r
sin θ

sin θ 1

r
cos θ


∂u∂r
∂u

∂θ

 =

cos θ∂u
∂r

− 1

r
sin θ∂u

∂θ

sin θ∂u
∂r

+
1

r
cos θ∂u

∂θ

.
同理可得 

∂v

∂x
∂v

∂y

 =

cos θ∂v
∂r

− 1

r
sin θ∂v

∂θ

sin θ∂v
∂r

+
1

r
cos θ∂v

∂θ

.
此时 Cauchy-Riemann方程为

cos θ∂u
∂r

− 1

r
sin θ∂u

∂θ
= sin θ∂v

∂r
+

1

r
cos θ∂v

∂θ
,

sin θ∂u
∂r

+
1

r
cos θ∂u

∂θ
=

1

r
sin θ∂v

∂θ
− cos θ∂v

∂r
.

整理即得 cos θ − sin θ

sin θ cos θ


∂u∂r − 1

r

∂v

∂θ
∂v

∂r
+

1

r

∂u

∂θ

 =

0

0

 =⇒


∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ
.
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习题 2.2.7 设 D是 C中的域, f ∈ C2(D).证明：对每个 z ∈ D, 有

∂2f

∂z∂z̄
(z) =

∂2f

∂z̄∂z
(z).

证明 由于 f ∈ C2(D), 其二阶偏导数具有对称性,
∂2

∂z∂z̄
=

1

4
∆ =

∂2

∂z̄∂z
.

习题 2.2.11 设D是域, f : D → C \ (−∞, 0]是非常数的全纯函数, 则 log|f(z)|和 arg f(z)是D上的调
和函数, 而 |f(z)|不是 D上的调和函数.

证明 由

∆ log|f(z)| = 1

2
∆ log|f(z)|2 = 2

∂2

∂z∂z̄
log
(
f(z)f(z)

)
= 2

∂

∂z

(
f(z)f ′(z)

f(z)f(z)

)
= 2

∂

∂z

(
f ′(z)

f(z)

)
C-R方程

0

知 log|f(z)|是 D上的调和函数.由
e2i arg f(z) =

f(z)

f(z)

可得

2ie2i arg f(z) ∂

∂z
arg f(z) = f ′(z)

f(z)
=⇒ ∂

∂z
arg f(z) = f ′(z)

2if(z) ,

因此

∆ arg f(z) = 4
∂2

∂z̄∂z
arg f(z) = ∂

∂z̄

(
f ′(z)

2if(z)

)
= 0,

即 arg f(z)是 D上的调和函数.而
∂

∂z
|f(z)| = f ′(z)f(z)

2

√
f(z)f(z)

,

进而

∆|f(z)| = 4
∂2

∂z̄∂z
|f(z)| = 2f ′(z) ·

f ′(z)|f(z)| − 1
2 |f(z)|f ′(z)

|f(z)|2
=

|f ′(z)|2

|f(z)|
,

由 f(z)非常数, |f ′(z)|不恒为 0, 因此 |f(z)|不是 D上的调和函数.

习题 2.2.13 设 u是域D上的实值调和函数, |∇u| 6= 0, φ是 u(D)上的实函数.证明：φ ◦ u是D上的调
和函数当且仅当 φ是线性函数.

证明 记 ψ = φ ◦ u, 则 ∆ψ = φ′′(u)|∇u|2 + φ′(u)∆u = φ′′(u)|∇u|2.故 ∆ψ ≡ 0 ⇐⇒ φ′′(u) ≡ 0.

习题 2.3.1 求映射 w =
z − i
z + i 在 z1 = −1和 z2 = i处的转动角和伸缩率.

解答 由于
∂w

∂z
=

2i
(z + i)2 , w

′(z1) = −1, w′(z2) = − i
2
, 映射 w在 z1 处的转动角为 π, 伸缩率为 1; 在 z2

处的转动角为 −π
2
, 伸缩率为

1

2
.

习题 2.3.2 设 f 是域 D上的全纯函数, 且 f ′(z)在 D上不取零值.试证：

(1) 对每一个 u0 + iv0 ∈ f(D), 曲线 Re f(z) = u0 和曲线 Im f(z) = v0 正交.

(2) 对每一个 r0eiθ0 ∈ f(D) \ {0},−π < θ0 ⩽ π, 曲线 |f(z)| = r0 与曲线 arg f(z) = θ0 正交.
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证明 (1) 用 u和 v 记 f(z)的实部和虚部, 则曲线 u(x, y) = u0 在 (x, y)处的法向量为
(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
, 曲

线 v(x, y) = v0 在 (x, y)处的法向量为
(
∂v

∂x
,
∂v

∂y

)
C-R方程

(
−∂u
∂y
,
∂u

∂x

)
.因此在这两条曲线交点处

两法向量正交, 即这两条曲线正交.

(2) 设 f(z) = R(r, θ)eiΘ(r,θ).

¬ 对 log f(z) = logR(r, θ) + iΘ(r, θ)运用习题 2.2.4即得极坐标系下的 Cauchy-Riemann方程
∂R

∂r
=
R

r

∂Θ

∂θ
,

∂R

∂θ
= −Rr∂Θ

∂r
.

­ 曲线 R(r, θ) = r0 在 (r, θ)处的法向量为
∂R

∂r
er +

1

r

∂R

∂θ
eθ, 曲线 Θ(r, θ) = θ0 在 (r, θ)处的法向

量为
∂Θ

∂r
er +

1

r

∂Θ

∂θ
eθ

C-R方程
− 1

Rr

∂R

∂θ
er +

1

R

∂R

∂r
eθ.因此在这两条曲线交点处两法向量正交,

即这两条曲线正交.

习题 2.3.3 设 f ∈ H(B(0, 1) ∪ {1}), 且 f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1), f(1) = 1.证明：f ′(1) ⩾ 0.

证明 由于 f(z)在 z = 1处全纯,

f(z) = f(1) + f ′(1)(z − 1) + o(|z − 1|) = 1 + f ′(1) + o(|z − 1|), z → 1.

由题设, 当 |z| < 1时 |f(z)| < 1, 因此

|1 + f ′(1) + o(|z − 1|)| < 1, B(0, 1) 3 z → 1.

展开即得
Re(f ′(1)(z − 1)) + o(|z − 1|) < 0, B(0, 1) 3 z → 1.

令 z − 1 = reiθ, θ ∈
(
π
2 ,

3π
2

)
, 上式化为

Re
(
f ′(1)reiθ

)
+ o(r) < 0 ⇐⇒ Re

(
f ′(1)eiθ

)
+ o(1) < 0, r → 0+.

于是
Re
(
f ′(1)eiθ

)
⩽ 0, ∀θ ∈

(
π
2 ,

3π
2

)
.

令 f ′(1) = |f ′(1)|ei arg f ′(1).若 |f ′(1)| 6= 0, 则

Re
(
ei(arg f ′(1)+θ)

)
⩽ 0, ∀θ ∈

(
π
2 ,

3π
2

)
.

因此
arg f ′(1) + θ ∈

[
π
2 ,

3π
2

]
, ∀θ ∈

(
π
2 ,

3π
2

)
,

由此可见 arg f ′(1) = 0, 从而 f ′(1) = |f ′(1)| > 0.故 f ′(1) ⩾ 0.

习题 2.4.2 求
∣∣∣ez2

∣∣∣和 arg ez2 .

解答
∣∣∣ez2

∣∣∣ = e(Re z)2−(Im z)2 , arg ez2

= 2Re z Im z.
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习题 2.4.4 设 f 是整函数, f(0) = 1.证明：

(1) 若 f ′(z) = f(z)对每个 z ∈ C成立, 则 f(z) ≡ ez .

(2) 若对每个 z, w ∈ C, 有 f(z + w) = f(z)f(w), 且 f ′(0) = 1, 则 f(z) ≡ ez .

证明 (1) 由
∂

∂z

(
f(z)

ez
)

=
f ′(z)− f(z)

ez ≡ 0,
f(z)

ez

∣∣∣∣∣
z=0

= 1

即知 f(z) ≡ ez .

(2) 由于
f(z + w)− f(z)

w
= f(z) · f(w)− f(0)

w − 0

w→0
=====⇒
f ′(0)=1

f ′(z) ≡ f(z),

由 (1)即知 f(z) = ez .

习题 2.4.15 称 φ(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
为 Rokovsky函数.证明下面四个域都是 φ的单叶性域：

(1) 上半平面 {z ∈ C : Im z > 0}.

(2) 下半平面 {z ∈ C : Im z < 0}.

(3) 无心单位圆盘 {z ∈ C : 0 < |z| < 1}.

(4) 单位圆盘的外部 {z ∈ C : |z| > 1}.

证明 设 z1, z2 ∈ C使得 φ(z1) = φ(z2), 则 (z1z2 − 1)(z1 − z2) = 0, 因此只要域 D 中任意两点不满足
z1z2 = 1, D就是 φ(z)的单叶性域.

(1) 对任意 z1, z2 ∈ {z ∈ C : Im z > 0}, 由 arg z1, arg z2 ∈ (0, π)得 arg(z1z2) ∈ (0, 2π), 因此 z1z2 6= 1.

(2) 通过 z1z2 = 1 ⇐⇒ z1z2 = 1转化为 (1).

(3) 对任意 z1, z2 ∈ {z ∈ C : 0 < |z| < 1}, 由 |z1|, |z2| < 1得 |z1z2| < 1, 因此 z1z2 6= 1.

(4) 通过 z1z2 = 1 ⇐⇒ 1

z1

1

z2
= 1转化为 (3).

习题 2.4.16 求习题 2.4.15中的四个域在映射 φ(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
下的像.

解答 设 z = reiθ, φ(z) = u+ iv, 则

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos θ, v =

1

2

(
r − 1

r

)
sin θ.

因此 φ将圆周 |z| = r0 6= 0映为曲线

u =
1

2

(
r0 +

1

r0

)
cos θ, v =

1

2

(
r0 −

1

r0

)
sin θ.

当 r0 6= 1时, 这是半轴长为 a =
1

2

(
r0 +

1

r0

)
, b =

1

2

∣∣∣∣r0 − 1

r0

∣∣∣∣, 且由 a2 − b2 ≡ 1知 z = ±1为所有椭圆

的公共焦点.当 r0 → 1时, a → 1, b → 0, 椭圆压缩成实轴上的线段 [−1, 1]; 当 r0 → 0+ 或 r0 → +∞时,
a, b→ +∞, 椭圆扩张为圆周.故
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� 无心单位圆盘 {z ∈ C : 0 < |z| < 1}
φ

C \ [−1, 1].

� 单位圆盘的外部 {z ∈ C : |z| > 1}
φ

C \ [−1, 1].

再考虑射线 arg z = θ0 (θ ∈ [0, 2π)), 它在 φ下的像为

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos θ0, v =

1

2

(
r − 1

r

)
sin θ0.

当 θ0 = 0时, 这是射线 {u : u ⩾ 1}; 当 θ0 = π时, 这是射线 {u : u ⩽ −1}; 当 θ0 =
π

2
或

3π

2
时, 这是虚轴;

当 θ0 不取上述值时, 这是双曲线
u2

cos2 θ0
− v2

sin2 θ0
= 1,

且由 cos2 θ0 + sin2 θ0 ≡ 1知 z = ±1为所有双曲线的公共焦点.故

� 上半平面 {z ∈ C : Im z > 0}
φ

C \ ((−∞,−1] ∪ [1,+∞)).

� 下半平面 {z ∈ C : Im z > 0}
φ

C \ ((−∞,−1] ∪ [1,+∞)).

习题 2.4.18 证明：w = cos z将半条形域 {z ∈ C : 0 < Re z < 2π, Im z > 0}一一地映为 C \ [−1,+∞).

证明 记 µ(z) = iz, η(z) = ez, φ(z) = 1

2

(
z +

1

z

)
, 则 w = φ ◦ η ◦ µ, 且有

{z ∈ C : 0 < Re z < 2π, Im z > 0} {z ∈ C : Re z < 0, 0 < Im z < 2π}

C \ [−1,+∞) B(0, 1) \ [0, 1)

µ

1:1

η1:1

1:1

φ

其中第一个箭头为双射是显然的, 第二个箭头为双射可由 {z ∈ C : Re z < 0, 0 < Im z < 2π}是 η的单叶
域得到, 第三个箭头为双射证明如下：由习题 2.4.15, 无心单位圆盘是 φ的单叶域, 进而 B(0, 1) \ [0, 1)也
是 φ的单叶域; 再由习题 2.4.16, φ将无心单位圆盘映为 C \ [−1, 1], 因此 φ将 B(0, 1) \ [0, 1)映为

(C \ [−1, 1]) \ φ([0, 1)) = C \ ([−1, 1] ∪ (1,+∞)) = C \ [−1,+∞),

由此得到第三个箭头, 且其为双射.由双射的复合即得所欲证.

习题 2.4.19 证明：w = sin z将半条形域
{
z ∈ C : −π

2
< Re z < π

2
, Im z > 0

}
一一地映为上半平面.

证明 由于 sin z = cos
(
z − π

2

)
, 只需考虑 {z ∈ C : −π < Re z < 0, Im z > 0}在函数 w = cos z 下的像.

记 µ(z) = iz, η(z) = ez, φ(z) = 1

2

(
z +

1

z

)
, 则 w = φ ◦ η ◦ µ, 且有

{z ∈ C : −π < Re z < 0, Im z > 0} {z ∈ C : Re z < 0,−π < Im z < 0}

{z ∈ C : Im z > 0} {z ∈ C : |z| < 1且 Im z < 0}

µ

1:1

η1:1

1:1

φ

其中第一个箭头为双射是显然的, 第二个箭头为双射可由 {z ∈ C : Re z < 0,−π < Im z < 0} 是
η 的单叶域得到, 第三个箭头为双射证明如下：由习题 2.4.15, 无心单位圆盘是 φ 的单叶域, 进而
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{z ∈ C : Re z < 0,−π < Im z < 0}也是 φ的单叶域; 再由习题 2.4.16中的讨论可见, φ将单位圆盘内部的
半径为 r0 下半圆周映为半长轴长

1

2

(
r0 +

1

r0

)
、半短轴长

1

2

∣∣∣∣r0 − 1

r0

∣∣∣∣的上半椭圆, 因此
{z ∈ C : Re z < 0,−π < Im z < 0}

φ
{z ∈ C : Im z > 0},

且这是双射.

习题 2.4.21 当 z按逆时针方向沿圆周 {z ∈ C : |z| = 2}旋转一圈后, 计算下列函数辐角的增量：

(1) (z − 1)
1
2 .

(2)
(
1 + z4

) 1
3 .

(3)
(
z2 + 2z − 3

) 1
4 .

(4)
(
z − 1

z + 1

) 1
2

.

(5)
(
z2 − 1

z2 + 5

) 1
7

.

解答 记 C = {z ∈ C : |z| = 2}.对有理函数 R(z) =

m∏
j=1

(z− aj)
nj 与 F (z) = R(z)

1
n , 若 C ∩{aj}mj=1 = ∅,

记 Λ = {j : aj 在 C 内部}, 则有

∆C ArgR(z) =
m∑
j=1

nj∆C Arg(z − aj) = 2π
∑
j∈Λ

nj =⇒ ∆C ArgF (z) = 2π

n

∑
j∈Λ

nj .

(1) 由于 1在 C 的内部, ∆C Arg(z − 1)
1
2 =

2π

2
· 1 = π.

(2) 由 1 + z4 的根 z均满足 |z|4 = |−1|4 = 1, 其 4个根均位于 C 的内部, ∆C

(
1 + z4

) 1
3 =

2π

3
· 4 =

8π

3
.

(3) 由于 z2+2z−3 = (z+3)(z−1), 1在C的内部,而−3在C的外部, ∆C

(
z2 + 2z − 3

) 1
4 =

2π

4
·1 =

π

2
.

(4) 由于 ±1均在 C 的内部, ∆C

(
z − 1

z + 1

) 1
2

=
2π

2
· (1− 1) = 0.

(5) 由于 ±1在 C 的内部, 而 ±
√
5i在 C 的外部, ∆C

(
z2 − 1

z2 + 5

) 1
7

=
2π

7
· 2 =

4π

7
.

习题 2.4.22 设 f(z) =
zp−1

(1− z)p
, 0 < p < 1.证明：f 能在域 D = C \ [0, 1]上选出单值的全纯分支.

证明 由于 f(z) =
1

z

(
z

1− z

)p

=
1

z
exp

(
pLog z

1− z

)
, 只需证 Log z

1− z
能在 D = C \ [0, 1]上选出单

值的全纯分支.当 z /∈ [0, 1]时,
z

1− z
/∈ [0,+∞), 而 Log z在 C \ [0,+∞)上可选出单值全纯分支, 得证.

习题 2.4.26 设 D是 z 平面上去掉线段 [−1, i], [1, i]和射线 z = it (1 ⩽ t < +∞)后所得的域, 证明函数
Log

(
1− z2

)
能在 D上分出单值全纯分支.设 f 是满足 f(0) = 0的那个分支, 试计算 f(2)的值.

林晓烁 2024年春季



12

证明 对任意不经过 ±1的简单闭曲线,

∆C Log
(
1− z2

)
= ∆C Log(1 + z) + ∆C Log(1− z).

� 若 C 仅包含点 1且沿逆时针方向, 则 ∆C Log
(
1− z2

)
= ∆C Log(1− z) = i∆C Arg(1− z) = 2πi.

� 若 C 仅包含点 −1且沿逆时针方向, 则 ∆C Log
(
1− z2

)
= ∆C Log(1 + z) = i∆C Arg(1 + z) = 2πi.

� 若 C 同时包含 ±1且沿逆时针方向, 则 ∆C Log
(
1− z2

)
= ∆C Log(1− z) + ∆C Log(1 + z) = 4πi.

� 若 C 不包含 ±1, 则 ∆C Log
(
1− z2

)
= 0.

由于 D 中任一简单闭曲线无法仅包含 1或 −1, 也无法同时包含 ±1, 由上述讨论即知 Log
(
1− z2

)
能在

D上分出单值全纯分支.对于满足 f(0) = 0的分支 f , 当 z沿 D中简单曲线从 0变动到 2时,

f(2)− f(0) = ∆γ Log
(
1− z2

)
=
(
log
∣∣1− 22

∣∣− log 1
)
+ i[∆γ Arg(1 + z) + ∆γ Arg(1− z)]

= i(0 + π) = log 3 + πi.

故 f(2) = log 3 + πi.

习题 2.4.27 证明函数 4
√
(1− z)3(1 + z) 能在 C \ [−1, 1] 上选出一个单值全纯分支 f , 满足 f(i) =√

2e−π
8 i.试计算 f(−i)的值.

证明 承接习题 2.4.21解答开头的讨论, 我们还有

∆CF (z) = |R(z0)|
1
n e i

n ArgR(z0)
[
e i

n∆C ArgR(z) − 1
]
,

其中 z0 为环绕曲线 C 时的起点.因此

∆CF (z) = 0 ⇐⇒ e i
n∆C ArgR(z) = 1 ⇐⇒ ∆C ArgR(z) = 2knπ ⇐⇒

∑
j∈Λ

nj = kn, k ∈ Z.

本题中, 对于 R(z) = (1− z)3(1 + z)与 F (z) =
[
(1− z)3(1 + z)

] 1
4 ,

� 由于 3不是 4的整数倍, 因此 1是 F (z)的枝点.

� 由于 1不是 4的整数倍, 因此 −1是 F (z)的枝点.

� 由于 3 + 1 = 4是 4的整数倍, 因此∞不是 F (z)的枝点.

因此对 C \ [−1, 1]上的任一简单闭曲线 γ, 要么 γ 同时包含 ±1两点, 要么 γ 不包含 ±1两点, 在这两种

情况下均有 ∆γF (z) = 0.又 (1 − i)3(1 + i) = −4i =
(√

2e−π
8 i
)4
, 于是能在 C \ [−1, 1]上选出一个满足

f(i) =
√
2e−π

8 i 的单值全纯分支 f .现取 E 为以 ±1为焦点、±i为上下顶点的椭圆的左半部分, 则

f(−i)− f(i) = ∆EF (z) =
√
2e i

4 ArgR(i)
(
e i

4∆E ArgR(z) − 1
)
,

∆E ArgR(z) = π

2
· 3 + 3π

2
= 3π.

因此

f(−i) =
√
2e−π

8 i +
√
2e i

4 Arg(−4i)
(
e 3π

4 i − 1
)
=

√
2e 5π

8 i.
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习题 2.5.2 求出把上半平面映为单位圆盘的分式线性变换, 使得 −1, 0, 1分别映为 1, i,−1.

解答 设所求的分式线性变换将 z 映为 w, 则
z − 0

z − 1
:
−1− 0

−1− 1
=

w − i
w − (−1)

:
1− i

1− (−1)
, 解得 w =

z − i
iz − 1

.

检验：对 x ∈ R与 y > 0, 有
∣∣∣∣ (x+ iy)− i
i(x+ iy)− 1

∣∣∣∣2 =
x2 + (y − 1)2

x2 + (y + 1)2
< 1.

习题 2.5.3 设 a, b, c, d ∈ R, 则分式线性变换 w =
az + b

cz + d
把上半平面映为上半平面 ⇐⇒ ad− bc > 0.

证明 由于 a, b, c, d ∈ R, w =
az + b

cz + d
必将 R映为 R.又欲证两边均蕴含 ad− bc 6= 0, 故不妨假设之.

(⇒) 若 ad − bc < 0, 则 w′ =
ad− bc

(cz + d)2
< 0.当 z 在 R上由 −∞趋向 +∞时, w由 +∞趋向 −∞, 根据

全纯函数的保角性, w把上半平面映为下半平面, 矛盾.故 ad− bc > 0.

(⇐) 由 w′ =
ad− bc

(cz + d)2
> 0, 当 z 在 R上由 −∞趋向 +∞时, w也由 −∞趋向 +∞, 根据全纯函数的保

角性, w把上半平面映为上半平面.

习题 2.5.4 试求把单位圆盘的外部 {z : |z| > 1}映为右半平面 {w : Rew > 0}的分式线性变换, 使得

(1) 1,−i,−1分别变为 i, 0,−i.

(2) −i, i, 1分别变为 i, 0,−i.

证明 设所求的分式线性变换将 z映为 w.

(1) z − (−i)
z − (−1)

:
1− (−i)
1− (−1)

=
w − 0

w − (−i) :
i− 0

i− (−i) =⇒ w =
z + i
z − i .检验：对满足 x2 + y2 > 1的 x, y ∈ R,

有 Re (x+ iy) + i
(x+ iy)− i =

x2 + y2 − 1

x2 + (y − 1)2
> 0.

(2) z − i
z − 1

:
−i− i
−i− 1

=
w − 0

w − (−i) :
i− 0

i− (−i) =⇒ w =
z − i

(2− i)z + (2i− 1)
.检验：对满足 x2 + y2 > 1的

x, y ∈ R, 有 Re (x+ iy)− i
(2− i)(x+ iy) + (2i− 1)

=
2
(
x2 + y2 − 1

)
(2x+ y − 1)2 + (2y − x+ 2)2

> 0.

习题 2.5.9 证明：z1, z2 关于圆周
azz̄ + β̄z + βz̄ + d = 0

对称的充要条件是
az1z2 + β̄z1 + βz2 + d = 0.

证明 (直线) 此时 a = 0.若 z1, z2 关于所给直线对称, 则 z2 − z1 ⊥ iβ, 即 Re(iβz2 − z1) = 0, 展开得

iβ(z2 − z1)− iβ̄(z2 − z1) = 0 ⇐⇒ βz2 + β̄z1 = βz1 + β̄z2.

而
z1 + z2

2
满足所给直线方程：

β̄
z1 + z2

2
+ β

z1 + z2
2

+ d = 0.

联立以上两式即得
βz1 + β̄z2 + d = 0.
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反之, 若 z1, z2 满足上式, 对上式取共轭得

β̄z1 + βz2 + d = 0,

两式相加得
β̄
z1 + z2

2
+ β

z1 + z2
2

+ d = 0,

两式作差得
β(z2 − z1)− β̄(z2 − z1) = 0,

再乘
i
2
即得 Re(iβz2 − z1) = 0.故 z1, z2 关于此直线对称.

(圆周) 记圆周的圆心为 z0、半径为 R.若 z1, z2 关于此圆周对称, 则

z2 − z0 =
R2

z1 − z0
.

这是因为对上式取模与辐角可得|z2 − z0||z1 − z0| = R2,

Arg(z2 − z0) = −Arg(z1 − z0) = Arg(z1 − z0).

代入所给圆周方程的等价形式 ∣∣∣∣z + β

a

∣∣∣∣ =
√
|β|2 − ad

|a|

即得

z2 +
β

a
=

|β|2−ad
a2

z1 +
β̄
a

,

化简即
az1z2 + β̄z1 + βz2 + d = 0.

反之, 若 z1, z2 满足上式, 将上述过程反向即得 z1, z2 关于所给圆周对称.

习题 2.5.10 设 T (z) =
az + b

cz + d
是一个分式线性变换, 如果记

a b

c d


−1

=

α β

γ δ

,
那么

T−1(z) =
αz + β

γz + δ
.

证明 T−1(z) =
−dz + b

cz − a
, 而由题,

aα+ bγ aβ + bδ

cα+ dγ cβ + dδ

 =

1 0

0 1

, 因此

(cα+ dγ)z2 + (cβ + dδ − aα− bγ)z − (aβ + bδ) = 0 ⇐⇒ −dz + b

cz − a
=
αz + β

γz + δ
.
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习题 2.5.11 设 T1(z) =
a1z + b1
c1z + d1

, T2(z) =
a2z + b2
c2z + d2

是两个分式线性变换, 如果记

a1 b1

c1 d1


a2 b2

c2 d2

 =

a b

c d

,
那么

(T1 ◦ T2)(z) =
az + b

cz + d
.

证明 (T1 ◦ T2)(z) =
(a1a2 + b1c2)z + (a1b2 + b1d2)

(a2c1 + c2d1)z + (b2c1 + d1d2)
, 而由题,

a b

c d

 =

a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

a2c1 + c2d1 b2c1 + d1d2

,
于是 (T1 ◦ T2)(z) =

az + b

cz + d
.

习题 2.5.16 求一单叶全纯映射, 把半条形域
{
z : −π

2
< Re z < π

2
, Im z > 0

}
映为上半平面, 且把

π

2
,−π

2
, 0分别映为 1,−1, 0.

解答 由习题 2.4.19知 w = sin z满足题意.亦可如下分解求之, 复合结果仍为 sin z.

{
z ∈ C : −π

2
< Re z < π

2
, Im z > 0

} {
z ∈ C : −π

2
< Im z <

π

2
,Re z < 0

}

{z ∈ C : |z| < 1, Im z > 0} {z ∈ C : |z| < 1,Re z > 0}

{z ∈ C : Re z < 0, Im z < 0} {z ∈ C : Im z > 0}

{z ∈ C : Im z > 0}

z 7→iz

z 7→ez

z 7→ z+1
z−1(1)

z 7→iz

z 7→z2

z 7→− z+1
z−1(2)

其中用到的两个分式线性变换如下：

(1) w1(z) =
z + 1

z − 1
将上半单位圆盘映为第三象限 (由于二者在 Riemann球上为全等的新月形, 结合保

圆性及保角性可知这样的分式线性变换的确存在), 且使 −1 7→ 0, 1 7→ ∞, i 7→ −i.

(2) w2(z) = −z + 1

z − 1
将上半平面映为上半平面, 且使 0 7→ 1,∞ 7→ −1,−1 7→ 0.

习题 2.5.17 求一单叶全纯映射, 把除去线段 [a, a + hi] 的条形域 {z : 0 < Im z < 1} 映为条形域
{w : 0 < Imw < 1}, 其中 a ∈ R, 0 < h < 1.
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解答 分解如下：

{z : 0 < Im z < 1} \ [a, a+ hi] {z ∈ C : 0 < Im z < π} \ [0, hπi]

{z ∈ C : Im z > 0} \
[
0, 1−cos(hπ)

sin(hπ) i
]

{z ∈ C : Im z > 0} \ {z ∈ C : |z| = 1, 0 ⩽ arg z ⩽ hπ}

C \
[
−
(

1−cos(hπ)
sin(hπ)

)2
,+∞

)
C \ [0,+∞)

{z ∈ C : 0 < Im z < 1} {z ∈ C : Im z > 0}

z 7→π(z+a)

z 7→ez

z 7→z2

z 7→ z−1
z+1

z 7→z+

(
1−cos(hπ)
sin(hπ)

)2

z 7→
√
z

z 7→ 1
π log z

复合结果为

w =
1

2π
log
[(

eπ(z+a) − 1

eπ(z+a) + 1

)2

+

(
1− cos(hπ)

sin(hπ)

)2
]
.

习题 2.5.18 求一单叶全纯映射, 把图示的月牙形域映为 B(0, 1).

−1 O 1

i

π
3

题 2.5.18图

解答 记图示月牙形域为 D, 则有

D
{
z ∈ C : 7π

6 < arg z < 3π
2

}

{z ∈ C : 0 < Im z < 2π}
{
z ∈ C : 7π

6 < Im z < 3π
2

}

C \ [0,+∞) {z ∈ C : Im z > 0} B(0, 1)

z 7→ z+1
z−1

z 7→log z

z 7→ez

z 7→6z−7π

z 7→
√
z z 7→ z−i

z+i

第一个箭头 z 7→ z + 1

z − 1
将两圆弧映为共起点的两射线, 注意到当 z 在 R上由 −1到 1时, w = 1 +

2

z − 1

在 R上由 0到 −∞, 因此由保角性可确定负半实轴到两射线的角度分别为 π

6
和

π

2
.复合结果为

w =

√
e6 log z+1

z−1−7π − i√
e6 log z+1

z−1−7π + i
=

(z + 1)3 − ie 7π
2 (z − 1)3

(z + 1)3 + ie 7π
2 (z − 1)3

.
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习题 2.5.20 求一单叶全纯映射, 把图示 B
(
− 1

2 ,
1
2

)
和 B

(
1
2 ,

1
2

)
的外部除去线段 [−2i, 0]所成的域映为上

半平面.

−1 O 1

−2i

题 2.5.20图

解答 记图示区域为 D, 则有

D {z ∈ C : −1 < Re z < 1} \
{
z ∈ C : Re z = 0且 Im z ⩾ 1

2

}

C \ [−1,+∞) {z ∈ C : 0 < Im z < 2π} \ {z ∈ C : Im z = π且 Re z ⩽ 0}

C \ [0,+∞) {z ∈ C : Im z > 0}

z 7→ 1
z

z 7→πiz+π
2 +πi

z 7→z+1

z 7→ez

z 7→
√
z

复合结果为

w =

√
eπi

z +π
2 +πi + 1 =

√
1− eπi

z +π
2 .

习题 2.5.21 设 0 < r < a, 求一单叶全纯映射, 把域 {z ∈ C : Re z > 0, |z − a| > r} 映为同心圆环
{w ∈ C : ρ < |w| < 1}.

解答 虚轴与圆周 |z−a| = r的公共对称点显然在实轴上,设其为±x (0 < x < a),则 (a−x)(a+x) = r2,
解得 x =

√
a2 − r2.因此分式线性变换

w = k · z +
√
a2 − r2

z −
√
a2 − r2

, k ∈ C

将所给域映为同心于原点的圆环.此时 0 7→ −k, a− r 7→ −k · a+
√
a2 − r2

r
.取

k =
r

a+
√
a2 − r2

=
a−

√
a2 − r2

r
,

则 w将所给域映为同心圆环 {w ∈ C : ρ < |w| < 1}, 其中 ρ = k.

习题 3.1.2 计算积分
∫

|z|=1

dz
z + 2

, 并证明
∫ π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θ dθ = 0.
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解答 由于
1

z + 2
在 B(0, 1)上全纯, 在 B(0, 1)上连续,

∫
|z|=1

dz
z + 2

= 0.另一方面, 由

0 =

∫
|z|=1

dz
z + 2

=

∫ 2π

0

deiθ
eiθ + 2

= i
∫ 2π

0

eiθ
eiθ + 2

dθ

可得

0 =

∫ 2π

0

eiθ
eiθ + 2

dθ =
∫ 2π

0

(cos θ + i sin θ)(2 + cos θ − i sin θ)
(2 + cos θ + i sin θ)(2 + cos θ − i sin θ) dθ

=

∫ 2π

0

2 cos θ + 1 + 2i sin θ
5 + 4 cos θ dθ =

∫ 2π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θ dθ + 2i

∫ 2π

0

sin θ
5 + 4 cos θ dθ,

而 ∫ 2π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θ dθ = 2

∫ π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θ ,

∫ 2π

0

sin θ
5 + 4 cos θ dθ = 0,

因此 ∫ π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θ dθ = 0.

习题 3.1.4 如果多项式 Q(z)比多项式 P (z)高两次, 试证：

lim
R→∞

∫
|z|=R

P (z)

Q(z)
dz = 0.

证明 设 lim
|z|→∞

∣∣∣∣z2P (z)Q(z)

∣∣∣∣ =M , 则存在 R0 > 0, 使得当 R > R0 时,
∣∣∣∣z2P (z)Q(z)

∣∣∣∣ ⩽ 2M , 此时

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|z|=R

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫

|z|=R

∣∣∣∣P (z)Q(z)

∣∣∣∣|dz| ⩽ ∫
|z|=R

2M

|z|2
|dz| = 4πM

R
→ 0, R→ ∞.

习题 3.1.5 计算积分
∫

|z|=r

znz̄k dz, 其中 n, k ∈ Z.

解答
∫

|z|=r

znz̄k dz =
∫ 2π

0

(
reiθ

)n(
re−iθ)k dreiθ = irn+k+1

∫ 2π

0

ei(n−k+1)θ dθ =

0, n+ 1 6= k,

2πirn+k+1, n+ 1 = k.

习题 3.2.1 计算积分：

(1)
∫

|z|=r

|dz|
|z − a|2

, |a| 6= r.

(2)
∫

|z|=2

2z − 1

z(z − 1)
dz.

(3)
∫

|z|=5

z dz
z4 − 1

.
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(4)
∫

|z|=2a

ez
z2 + a2

dz, a > 0.

解答 (1)
∫

|z|=r

|dz|
|z − a|2

=

∫ 2π

0

r dθ
|reiθ − a|2

=

∫ 2π

0

r dθ
(reiθ − a)(re−iθ − ā)

=

∫ 2π

0

r2eiθ dθ
(reiθ − a)(r2 − āreiθ) =

r

i

∫
|z|=r

dz
(z − a)(r2 − āz)

=
r

i(r2 − |a|2)

∫
|z|=r

(
1

z − a
+

1
r2

ā − z

)
dz.

� 若 |a| < r, 则
∫

|z|=r

dz
z − a

= 2πi,
∫

|z|=r

dz
r2

ā − z
= 0.

� 若 |a| > r, 则
∫

|z|=r

dz
z − a

= 0,
∫

|z|=r

dz
r2

ā − z
= −2πi.

故
∫

|z|=r

|dz|
|z − a|2

=
2πr

|r2 − |a|2|
.

(2)
∫

|z|=2

2z − 1

z(z − 1)
dz =

∫
|z|=2

(
1

z
+

1

z − 1

)
dz = 4πi.

(3)
∫

|z|=5

z dz
z4 − 1

=
1

2

∫
|z|=5

dz2
(z2 − 1)(z2 + 1)

=
1

4

∫
|z|=5

(
1

z2 − 1
− 1

z2 + 1

)
dz2 = 0.

(4) 由 Cauchy积分公式,∫
|z|=2a

ez
z2 + a2

dz = 1

2ai

∫
|z|=2a

(
ez

z − ai −
ez

z + ai

)
dz = 1

2ai
(
2πieai − 2πie−ai) = 2πi sin a

a
.

习题 3.2.2 设 f 在 {z : r < |z| <∞}中全纯, 且 lim
z→∞

zf(z) = A.证明：

∫
|z|=R

f(z)dz = 2πiA,

其中 R > r.

证明 对于 R′ > R, 有∣∣∣∣∣∣∣
∫

|z|=R

f(z)dz − 2πiA

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫

|z|=R′

(
f(z)dz − A

z

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫

|z|=R′

|zf(z)−A|
R′ |dz|

⩽ 2π · sup
|z|=R′

|zf(z)−A| → 0, R′ → ∞.

习题 3.4.1 计算下列积分：

(1)
∫

|z−1|=1

sin z
z2 − 1

dz.

林晓烁 2024年春季



20

(2)
∫

|z|=2

dz
1 + z2

.

(3)
∫

4x2+y2=2y

eπz

(1 + z2)
2 dz.

(4)
∫

|z|= 3
2

dz
(z2 + 1)(z2 + 4)

.

(5)
∫

|z|=2

dz
z3(z − 1)3(z − 3)5

.

(6)
∫

|z|=R

dz
(z − a)n(z − b)

, 其中 n为正整数, a, b不在圆周 |z| = R上.

解答 (1)
∫

|z−1|=1

sin z
z2 − 1

dz =
∫

|z−1|=1

sin z
z+1

z − 1
dz = 2πi · sin z

z + 1

∣∣∣
z=1

= πi sin 1.

(2) 记 ε =
1

2
, γ1 = {z : |z − i| = ε}, γ2 = {z : |z + i| = ε}, 则

∫
|z|=2

dz
1 + z2

=

∫
γ1

dz
z+i
z − i +

∫
γ2

dz
z−i

z − (−i) = 2πi
(

1

i+ i +
1

−i− i

)
= 0.

(3) 记 E =
{
(x, y) : 4x2 + y2 = 2y

}
=
{
(x, y) : 4x2 + (y − 1)2 = 1

}
, 则

∫
4x2+y2=2y

eπz

(1 + z2)
2 dz =

∫
E

eπz

(z+i)2 dz
(z − i)2 =

2πi
1!

· d
dz

(
eπz

(z + i)2
)∣∣∣∣∣

z=i

= 2πi · e
πz(πz + πi− 2)

(z + i)3

∣∣∣∣∣
z=i

=
π(πi− 1)

2
.

(4) 记 ε =
1

4
, γ1 = {z : |z − i| = ε}, γ2 = {z : |z + i| = ε}, 则

∫
|z|= 3

2

dz
(z2 + 1)(z2 + 4)

=

∫
γ1

dz
(z+i)(z2+4)

z − i +

∫
γ2

dz
(z−i)(z2+4)

z − (−i) = 2πi
(
1

6i +
1

−6i

)
= 0.

(5) 记 ε =
1

4
, γ1 = {z : |z| = ε}, γ2 = {z : |z − 1| = ε}, 则

∫
|z|=2

dz
z3(z − 1)3(z − 3)5

=

∫
γ1

dz
(z−1)3(z−3)5

(z − 0)3
+

∫
γ2

dz
z3(z−3)5

(z − 1)3

=
2πi
2!

· d2

dz2
(

1

(z − 1)3(z − 3)5

)∣∣∣∣∣
z=0

+
2πi
2!

· d2

dz2
(

1

z3(z − 3)5

)∣∣∣∣∣
z=1

= πi
(
76

36
− 9

26

)
.
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(6) ¬ 若 a, b均在圆周 |z| = R外, 则由 Cauchy定理,
∫

|z|=R

dz
(z − a)n(z − b)

= 0.

­ 若 a在圆周 |z| = R外, b在圆周 |z| = R内, 记 ε =
R− |b|

2
, γ = {z : |z − b| = ε}, 则

∫
|z|=R

dz
(z − a)n(z − b)

=

∫
γ

dz
(z−a)n

z − b
=

2πi
(b− a)n

.

® 若 a在圆周 |z| = R内, b在圆周 |z| = R外, 记 ε =
R− |a|

2
, γ = {z : |z − a| = ε}, 则

∫
|z|=R

dz
(z − a)n(z − b)

=

∫
γ

dz
z−b

(z − a)n
=

2πi
(n− 1)!

· dn−1

dzn−1

(
1

z − b

)∣∣∣∣∣
z=a

= − 2πi
(b− a)n

.

¯ 若 a, b 均在圆周 |z| = R 内, 记 γ1 = {z : |z − a| = ε}, γ2 = {z : |z − b| = ε}, 其中
ε < min{R− |a|, R− |b|}充分小以使 γ1, γ2 各自所围区域不交.于是

∫
|z|=R

dz
(z − a)n(z − b)

= 0 =

∫
γ1

dz
z−b

(z − a)n
+

∫
γ2

dz
z−b

(z − a)n
= ® + ­ = 0.

习题 3.4.4 称

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(
z2 − 1

)n
是 Legendre多项式.证明：

(1) Legendre多项式有如下的积分表示：

Pn(z) =
1

2πi

∫
γ

(
ζ2 − 1

)n
2n(ζ − z)n+1

dζ,

其中 γ 是任意内部包含 z的可求长简单闭曲线.

(2) 如果取
γ =

{
ζ ∈ C : |ζ − x| =

√
x2 − 1

}
(1 < x < +∞),

那么有如下的 Laplace公式：

Pn(x) =
1

π

∫ π

0

(
x+

√
x2 − 1 cos θ

)n
dθ.

证明 (1) 由 Cauchy积分公式,

dn

dzn
(
z2 − 1

)n
=

n!

2πi

∫
γ

(
ζ2 − 1

)n
(ζ − z)n+1

dζ,

整理即得欲证积分表示.
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(2) 由 (1)所得积分表示,

Pn(x) =
1

2πi

∫
γ

(
ζ2 − 1

)n
2n(ζ − x)n+1

dζ =
1

2π

∫ 2π

0

[(
x+

√
x2 − 1eiθ

)2 − 1

2
√
x2 − 1eiθ

]n
dθ.

而 ∫ 2π

π

[(
x+

√
x2 − 1eiθ

)2 − 1

2
√
x2 − 1eiθ

]n
dθ

β=2π−θ
∫ π

0

[(
x+

√
x2 − 1e−iβ)2 − 1

2
√
x2 − 1e−iβ

]n
dβ,

因此

Pn(x) =
1

π

∫ π

0

Re
{[(

x+
√
x2 − 1eiθ

)2 − 1

2
√
x2 − 1eiθ

]n}
dθ

=
1

π

∫ π

0

Re
{[(

x2 − 1
)
+
√
x2 − 1eiθ

(√
x2 − 1eiθ + 2x

)
2
√
x2 − 1eiθ

]n}
dθ

=
1

π

∫ π

0

Re
{[√

x2 − 1
(
eiθ + e−iθ)+ 2x

2

]n}
dθ

=
1

π

∫ π

0

(
x+

√
x2 − 1 cos θ

)n
dθ.

习题 3.4.5 设 f ∈ H(B(0, 1)) ∩ C
(
B(0, 1)

)
.证明：

(1) 2

π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
cos2

(
θ
2

)
dθ = 2f(0) + f ′(0).

(2) 2

π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
sin2

(
θ
2

)
dθ = 2f(0)− f ′(0).

证明 由 Cauchy积分公式,

f(0) =
1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

z
dz = 1

2π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)

eiθ · eiθ dθ = 1

2π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
dθ,

f ′(0) =
1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

z2
dz = 1

2π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)

e2iθ · eiθ dθ = 1

2π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
e−iθ dθ.

由 Cauchy定理, ∫
|z|=1

f(z)dz = i
∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
eiθ dθ = 0 =⇒ 1

2π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
eiθ dθ = 0.

因此
2

π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
cos2

(
θ
2

)
dθ = 1

π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)(

1 +
eiθ + e−iθ

2

)
dθ = 2f(0) + f ′(0),

进而

2

π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
sin2

(
θ
2

)
dθ = 2

π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)[
1− cos2

(
θ
2

)]
dθ = 4f(0)− [2f(0) + f ′(0)] = 2f(0)− f ′(0).
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习题 3.4.8 (Schwarz积分公式)设 f ∈ H(B(0, R)) ∩ C
(
B(0, R)

)
, f = u+ iv.证明：f 可用实部表示为

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

Reiθ + z

Reiθ − z
u
(
Reiθ

)
dθ + iv(0).

证明 对于 z ∈ B(0, R), 由 Cauchy积分公式,

f(z) =
1

2πi

∫
|z|=R

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ

)
Reiθ

Reiθ − z
dθ.

记 z关于圆周 |z| = R的对称点为 z∗ =
R2

z̄
, 则由 Cauchy定理,

∫
|z|=R

f(ζ)

ζ − z∗
dζ = 0 =⇒ 1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ

)
Reiθ z̄

Reiθ z̄ −R2
dθ = 0.

将以上两式作差即得

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ

)[ Reiθ
Reiθ − z

− z̄

z̄ −Re−iθ

]
dθ = 1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ

) R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
dθ.

两端取实部即得

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

u
(
Reiθ

) R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
dθ.

注意到
R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
= Re

(
Reiθ + z

Reiθ − z

)
,

令

g(z) =
1

2π

∫ 2π

0

u
(
Reiθ

)Reiθ + z

Reiθ − z
dθ,

则 Re g(z) = u(z).由于 g(z) ∈ H(B(0, R)), 令 h(z) = f(z)− g(z), 则 h(z) ∈ H(B(0, R)), 且 Reh(z) ≡ 0.
由习题 2.2.2即知 h(z) ≡ C 为常数.由

g(0) =
1

2π

∫ 2π

0

u
(
Reiθ

)
dθ = Re

{
1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ

)
dθ
}

平均值公式
Re f(0) = u(0)

即知
C = f(0)− g(0) = u(0) + iv(0)− u(0) = iv(0).

故

f(z) = g(z) + iv(0) = 1

2π

∫ 2π

0

Reiθ + z

Reiθ − z
u
(
Reiθ

)
dθ + iv(0).

习题 3.5.1 设 f 是有界整函数, z1, z2 是 B(0, r)中任意两点.证明：∫
|z|=r

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz = 0.

并由此得出 Liouville定理.
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证明 由 Cauchy积分公式,∫
|z|=r

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz = 1

z1 − z2

∫
|z|=r

(
f(z)

z − z1
− f(z)

z − z2

)
dz = 2πi · f(z1)− f(z2)

z1 − z2
.

由于 f 有界, 存在M > 0使得 |f(z)| ⩽M .又 f ∈ H(C), 由 Cauchy定理与长大不等式, 对 R > r, 有∣∣∣∣∣∣∣
∫

|z|=r

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫

|z|=R

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
2πRM

(R− |z1|)(R− |z2|)
→ 0, R→ +∞.

故
∫

|z|=r

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz = 0, 进而 f(z1) = f(z2), 由 z1, z2 的任意性即证 Liouville定理.

习题 3.5.4 设 f 是整函数, 如果 f(C) ⊂ {z ∈ C : Im z > 0}, 证明 f 是一个常值函数.

证明 令 g(z) =
f(z)− i
f(z) + i , 由题设即得 g(z) ∈ H(C)且 |g(z)| ⩽ 1.根据 Liouville定理, g(z)为常值函数,

从而 f(z)亦为常值函数.

习题 3.5.8 设 f 是域 D 上的连续函数, 如果对于任意边界和内部都位于 D 中的弓形域 G, 总有∫
∂G

f(z)dz = 0, 那么 f 是 D上的全纯函数.如果把弓形域换成圆盘, 结论是否仍然成立？

证明 (1) 沿弓形域积分为 0蕴含沿圆盘积分为 0, 进而沿任意外切圆在 D中的三角形积分为 0.而 D

中任意三角形均可被剖分为若干个外切圆在 D中的三角形, 因此沿 D中任意三角形积分为 0.

A

B
C

a

z

z0

为证 f 在 D上全纯, 只需证 f 在 D中每个开球上全纯, 因此可不妨设 D = B(a,R).任取 z ∈ D, 设

F (z) =

∫
[a,z]

f(w)dw.固定 z0 ∈ G, 由沿三角形积分为 0可得

F (z) =

∫
[a,z0]

f(w)dw +

∫
[z0,z]

f(w)dw =⇒ F (z)− F (z0)

z − z0
=

1

z − z0

∫
[z0,z]

f(w)dw.

因此
F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0) =

1

z − z0

∫
[z,z0]

[f(w)− f(z0)]dw,

进而由长大不等式, ∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ ⩽ max
w∈[z,z0]

|f(w)− f(z0)|.
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由于 f ∈ C(D), 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 z ∈ B(z0, δ) ∩D时, 就有 |f(z)− f(z0)| < ε.此时

max
w∈[z,z0]

|f(w)− f(z0)| < ε,

故

lim
z→z0

F (z)− F (z0)

z − z0
= f(z0).

于是 F (z)在 D上全纯, 从而 f(z) = F ′(z)在 D上全纯.

(2) 若把弓形域换成圆盘, 结论仍成立.

¬ 先考虑 f = u+ iv ∈ C1(D)的情形.对任意 B(z0, r) ⊂ D, 有

0 =

∫
∂B(z0,r)

f(z)dz =
∫

∂B(z0,r)

(udx− v dy) + i
∫

∂B(z0,r)

(udy + v dx).

由 Green公式可得

0 = −
∫

∂B(z0,r)

(udx− v dy) =
∫∫

B(z0,r)

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
dxdy,

0 =

∫
∂B(z0,r)

(udy + v dx) =
∫∫

B(z0,r)

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy.

将以上两式两边同除以 πr2, 并令 r → 0+, 由 u, v ∈ C1(D)即得

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0,

这是 Cauchy-Riemann方程, 故 f 在 D上全纯.

­ 现考虑一般的 f ∈ C(D).设 ϕ(z)为 C上的实值函数, 且满足

� ϕ(z) ⩾ 0.

�
∫∫

C
ϕ(z)dxdy = 1.

� ϕ ∈ C1(C).
� supp(ϕ) ⊂ B(0, 1).

对 ε > 0, 定义 ϕε(z) =
ϕ
(
z
ε

)
ε2
, 则 ϕε(z)同样满足上述前三点性质, 且 supp(ϕε) ⊂ B(0, ε).设

fε(z) =

∫∫
C
f(z − ζ)ϕε(ζ)dξ dη, ζ = ξ + iη,

则当 ε→ 0+时, fε(z)局部一致收敛到 f(z), 且对任意 B(z0, r) ⊂ D, 有∫
∂B(z0,r)

fε(z)dz =
∫

∂B(z0,r)

∫∫
C
f(z − ζ)ϕε(ζ)dξ dη dz

=

∫∫
C


∫

∂B(z0,r)

f(z − ζ)dz

ϕε(ζ)dξ dη
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=

∫∫
C


∫

∂B(z0−ζ,r)

f(z)dz

ϕε(ζ)dξ dη
= 0.

由¬即知 fε(z) ∈ H(D).由于 f(z)是 fε(z)的局部一致极限, f(z) ∈ H(D).

习题 4.2.2 求下列幂级数的收敛半径：

(3)
∞∑

n=0

[3 + (−1)n]
n
zn.

(4)
∞∑

n=0

nn

n!
zn.

解答 (3) lim sup
n→∞

n
√
[3 + (−1)n]n = lim

n→∞
n
√
4n = 4 =⇒ 收敛半径 R =

1

4
.

(4) lim sup
n→∞

n

√
nn

n!
= lim

n→∞

n

(2πn)
1
2n

n
e
= e =⇒ 收敛半径 R =

1

e .

习题 4.2.4 设正数列 {an}单调收敛于 0.证明：

(1)
∞∑

n=0

anz
n 的收敛半径 R ⩾ 1.

(2)
∞∑

n=0

anz
n 在 ∂B(0, 1) \ {1}上处处收敛.

证明 (1) 由于 an ↓ 0, 存在正整数 N , 当 n > N 时, an < 1, 从而 n
√
an < 1, 因此 lim sup

n→∞
n
√
an ⩽ 1, 收

敛半径 R ⩾ 1.

(2) 当 z ∈ ∂B(0, 1) \ {1}时,

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

zk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1− zn+1

1− z

∣∣∣∣ ⩽ 2

|1− z|
, 而 an ↓ 0, 由 Dirichlet判别法得证.

习题 4.2.7 证明：若 f(z) =

∞∑
n=0

anz
n 是 B(0, 1)上的有界全纯函数, 则

∞∑
n=0

|an|2 < +∞.

证明 设 |f(z)| ⩽M, ∀z ∈ B(0, 1).对 r ∈ (0, 1), 有

2πM2 ⩾
∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)∣∣2 dθ = ∫ 2π

0

∞∑
n=0

anr
neinθ

∞∑
m=0

amr
ne−imθ dθ

=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

anamr
n+m

∫ 2π

0

ei(n−m)θ dθ = 2π

∞∑
n=0

|an|2r2n,

因此

∞∑
n=0

|an|2r2n ⩽M2 =⇒
m∑

n=0

|an|2r2n ⩽M2, ∀m ⩾ n =⇒
m∑

n=0

|an|2R2n ⩽M2, ∀m ⩾ n.

故
∞∑

n=0

|an|2 < +∞.
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习题 4.3.1 设 D是域, a ∈ D, 函数 f ∈ H(D \ {a}).证明：若 lim
z→a

(z − a)f(z) = 0, 则 f ∈ H(D).

证明 设 φ(z) =

(z − a)f(z), z ∈ D \ {a},

0, z = a.
则 φ ∈ C(D) ∩H(D \ {a}).任取 D 中可求长简单闭曲线

γ, 且 γ 所围区域在 D中, 则不论 a与 γ 的位置关系, 均有
∫
γ

φ(z)dz = 0 (当 a在 γ 所围区域中时, 可添

加过 a的曲线).由Morera定理得 φ ∈ H(D).于是, 当补充定义 f(a) = φ′(a)后便有

lim
z→a

f(z) = lim
z→a

φ(z)− φ(a)

z − a
= φ′(a) = f(a),

因此 f ∈ C(D) ∩H(D \ {a}), 同前可得 f ∈ H(D).

习题 4.3.5 是否存在 f ∈ H(B(0, 1)), 使得下述条件之一成立：

(2) f
(

1
2n

)
= 0, f

(
1

2n−1

)
= 1, n = 1, 2, 3, · · · .

(3) f
(
1
n

)
= f

(
− 1

n

)
= 1

n2 , n = 2, 3, 4 · · · .

解答 (2) 不存在.令 n→ ∞, 由 f 在 z = 0处连续即得矛盾.

(3) 不存在.因为由唯一性定理, f
(
1
n

)
= 1

n2 要求 f(z) = z2, 但这与 f
(
− 1

n

)
= 1

n2 矛盾.

习题 4.3.6 设 f(z) =

∞∑
n=0

anz
n 的收敛半径 R > 0, 0 < r < R, A(r) = max

|z|=r
Re f(z).证明：

(1) anr
n =

1

π

∫ 2π

0

[
Re f

(
reiθ

)]
e−inθ dθ, ∀n ∈ N.

(2) |an|rn ⩽ 2A(r)− 2Re f(0), ∀n ∈ N.

证明 (1) 由 Cauchy积分公式,

an =
1

2πi

∞∑
m=0

∫
|z|=r

am
zm+1

dz = 1

2πi

∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
rn+1ei(n+1)θ

rieiθ dθ = 1

2πrn

∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
e−inθ dθ.

而

0 =

∫
|z|=r

f(z)zn−1 dz = irn
∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
einθ dθ =⇒ 1

2πrn

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθ dθ = 0,

因此

an =
1

πrn

∫ 2π

0

[
Re f

(
reiθ

)]
e−inθ dθ.

(2) 利用
∫ 2π

0

e−inθ dθ = 0可得

|an|rn =
1

π

∣∣∣∣∫ 2π

0

[
Re f

(
reiθ

)
−A(r)

]
e−inθ dθ

∣∣∣∣
⩽ 1

π

∫ 2π

0

∣∣Re f
(
reiθ

)
−A(r)

∣∣dθ
=

1

π

∫ 2π

0

[
A(r)− Re f

(
reiθ

)]
dθ
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= 2A(r)− 1

π
Re
{∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
dθ
}

= 2A(r)− 2Re f(0),

其中最后一个等式用到了平均值公式.

习题 4.3.14 设 D是域, a ∈ D, f ∈ H(D), 并且
∞∑

n=0

f (n)(a)收敛.证明：

(1) f 是整函数.

(2)
∞∑

n=0

f (n)(z)在 C上内闭一致收敛.

证明 (1) 由于 f ∈ H(D), 存在 ε > 0, 使得在 B(a, ε)上有展开式

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n.

由
∞∑

n=0

f (n)(a)收敛可知 lim
n→∞

∣∣∣f (n)(a)∣∣∣ = 0, 因此

lim sup
n→∞

n

√∣∣∣∣f (n)(a)n!

∣∣∣∣ = 0 =⇒
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n 的收敛半径为 +∞.

设 S(z) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n, z ∈ C, 则 S(z)是 f(z)在 C上的解析延拓 (由零点孤立性知延拓唯

一).故 f 可延拓为整函数.

(2) 由于
∞∑

n=0

f (n)(a)收敛, 对任意 ε > 0, 存在正整数 N , 使得

∣∣∣f (p+1)(a) + · · ·+ f (q)(a)
∣∣∣ < ε, ∀q > p > N.

对任意紧集K ⊂ C, 记M = max
z∈K

{
e|z−a|

}
, 则

∣∣∣∣∣∣
q∑

k=p+1

S(k)(z)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

q∑
k=p+1

∞∑
n=0

f (n+k)(a)

n!
(z − a)n

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

f (n+p+1)(a) + · · ·+ f (n+q)(a)

n!
(z − a)n

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∞∑
n=0

|z − a|n

n!
= εe|z−a| ⩽Mε.

因此
∞∑

n=0

S(n)(z)在K 上一致收敛.再由K 的任意性即得
∞∑

n=0

S(n)(z)在 C上内闭一致收敛.

习题 4.4.6 设 0 < r < 1.证明：当 n充分大时, 多项式 1 + 2z + 3z2 + · · ·+ nzn−1 在 B(0, r)中没有根.

证明 由于级数
∞∑
k=0

(k + 1)zk 的收敛半径为 1, 当 |z| < 1时,
∞∑
k=0

(k + 1)zk =

( ∞∑
k=0

zk+1

)′

=
1

(1− z)2
.由
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于此级数在 B(0, r)中内闭一致收敛, 由 Hurwitz定理, 当 n充分大时, 部分和
n∑

k=0

(k + 1)zk 在 B(0, r)中

的零点个数与
1

(1− z)2
相同, 即无零点.

习题 4.4.7 设 r > 0.证明：当 n充分大时, 多项式 1 + z +
1

2!
z2 + · · ·+ 1

n!
zn 在 B(0, r)中没有根.

证明 由于级数
∞∑
k=0

zk

k!
在 B(0, r)中内闭一致收敛到 ez, 由 Hurwitz定理, 当 n充分大时, 部分和

n∑
k=0

zk

k!

在 B(0, r)中的零点个数与 ez 相同, 即无零点.

习题 4.4.8 设 f(z) ∈ H
(
B(0, 1)

)
, 且 f ′(z) 在 ∂B(0, 1) 上无零点. 证明：当 n 充分大时, Fn(z) =

n
[
f
(
z + 1

n

)
− f(z)

]
与 f ′(z)在 B(0, 1)中的零点个数相等.

证明 对任意 0 < r < 1, 由于 f ′(z) ∈ C
(
B(0, r)

)
, Fn(z) 在 B(0, r) 上一致收敛到 f ′(z), 即 Fn(z) 在

B(0, 1)中内闭一致收敛到 f ′(z).又 f ′(z)在 ∂B(0, 1)上无零点, 由 Hurwitz定理, 当 n充分大时, Fn(z)

在 B(0, 1)中的零点个数与 f ′(z)相同.

习题 4.4.11 求下列全纯函数在 B(0, 1)中的零点个数：

(1) z9 − 2z6 + z2 − 8z − 2.

(2) 2z5 − z3 + 3z2 − z + 8.

(3) z7 − 5z4 + z2 − 2.

(4) ez − 4zn + 1.

解答 记每问中的函数为 f(z), γ = ∂B(0, 1).

(1) 设 g(z) = −8z, 则当 z ∈ γ 时, |f(z)− g(z)| =
∣∣z9 − 2z6 + z2 − 2

∣∣ ⩽ |z|9 + 2|z|6 + |z|2 + 2 = 6 <

8 = |g(z)|, 由 Rouché定理知 f 和 g在 B(0, 1)中的零点个数相同, 为 1个.

(2) 设 g(z) = 8, 则当 z ∈ γ 时, |f(z)− g(z)| =
∣∣2z5 − z3 + 3z2 − z

∣∣ ⩽ 2|z|5 + |z|3 + 3|z|2 + |z| = 7 <

8 = |g(z)|, 由 Rouché定理知 f 和 g在 B(0, 1)中的零点个数相同, 为 0个.

(3) 设 g(z) = −5z4, 则当 z ∈ γ 时, |f(z)− g(z)| =
∣∣z7 + z2 − 2

∣∣ ⩽ |z|7 + |z|2 + 2 = 4 < 5 = |g(z)|, 由
Rouché定理知 f 和 g在 B(0, 1)中的零点个数相同, 为 4个.

(4) 设 g(z) = −4zn, 则当 z ∈ γ 时, |f(z)− g(z)| = |ez − 1| ⩽ e|z| + 1 = e+ 1 < 4 = |g(z)|, 由 Rouché
定理知 f 和 g在 B(0, 1)中的零点个数相同, 为 n个.

习题 4.4.12 若 f ∈ H(B(0, 1))∩C
(
B(0, 1)

)
, f
(
B(0, 1)

)
⊂ B(0, 1), 则 f(z)在 B(0, 1)中有唯一的不动点.

证明 令 g(z) = f(z) − z, h(z) = −z, 则当 z ∈ ∂B(0, 1) 时, |g(z)− h(z)| = |f(z)| < 1 = |h(z)|, 由
Rouché定理知 g和 h在 B(0, 1)中的零点个数相同, 为 1个, 即 f(z)在 B(0, 1)中有唯一的不动点.

习题 4.4.13 设 a1, a2, · · · , an ∈ B(0, 1), f(z) =
n∏

k=1

ak − z

1− akz
.证明：

(1) 若 b ∈ B(0, 1), 则 f(z) = b在 B(0, 1)中恰有 n个根.

(2) 若 b ∈ B(∞, 1), 则 f(z) = b在 B(∞, 1)中恰有 n个根.
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证明 (1) 注意到 Blaschke因子 a− z

1− āz
(|a| < 1)有如下性质：

∣∣∣∣ a− z

1− āz

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z| < 1,

∣∣∣∣ a− z

1− āz

∣∣∣∣ = 1 ⇐⇒ |z| = 1,

∣∣∣∣ a− z

1− āz

∣∣∣∣ > 1 ⇐⇒ |z| > 1.

而 f(z) = b ⇐⇒
n∏

k=1

(ak − z) = b

n∏
k=1

(1− akz) (这是 n次方程, 因为 |ba1 · · · an| < 1)在 C上恰有

n个根.此时 |f(z)| = |b| < 1, 因此 |z| < 1 (否则, 每项
∣∣∣∣ ak − z

1− akz

∣∣∣∣ ⩾ 1, 进而 |f(z)| ⩾ 1), 即 f(z) = b

在 B(0, 1)中恰有 n个根.

(2) 即证 f
(
1
z̄

)
= b在 B(0, 1)中恰有 n个根, 这等价于证明

1

f
(
1
z̄

) =
1

b̄
在 B(0, 1)中恰有 n个根.而

1

f
(
1
z̄

) =

n∏
k=1

1− ak
1
z

ak − 1
z

=

n∏
k=1

ak − z

1− akz
= f(z),

而此时
∣∣ 1
b̄

∣∣ < 1, 因此由 (1)即得证.

习题 4.5.4 设 f ∈ H(B(0, R)).证明：M(r) = max
|z|=r

|f(z)|是 [0, R)上的增函数.

证明 不妨设 f 非常数.由最大模原理, M(r) = max
|z|⩽r

|f(z)|, 由此可见M(r)为 [0, R)上的增函数.

习题 4.5.5 利用最大模原理证明代数学基本定理.

证明 设 P (z) ∈ C[z], degP = n (n ⩾ 1).假设 P (z)在 C中没有零点.取 R > 0使得当 |z| ⩾ R时有
|P (z)| > |P (0)|, 则 |P (z)|在闭圆盘 B(0, R)上的最小值在内部取到.由于 P (z)在 B(0, R)中无零点, 由最

大模原理,
∣∣∣∣ 1

P (z)

∣∣∣∣在 B(0, R)内取不到最大值, 即 |P (z)|在 B(0, R)内取不到最小值, 矛盾.

习题 4.5.10 设 f ∈ H(B(0, R)), f(B(0, R)) ⊂ B(0,M), f(0) = 0.证明：

(1) |f(z)| ⩽ M

R
|z|, |f ′(0)| ⩽ M

R
, ∀z ∈ B(0, R) \ {0}.

(2) 等号成立当且仅当 f(z) =
M

R
eiθz (θ ∈ R).

证明 考虑函数

g : B(0, 1) → B(0, 1), z 7→ 1

M
f(Rz).

由于 g ∈ H(B(0, 1)), g(0) = 0, 由 Schwarz引理可得

|g(z)| ⩽ |z|, |g′(0)| ⩽ 1, ∀z ∈ B(0, 1),

也即

|f(z)| ⩽ M

R
|z|, |f ′(0)| ⩽ M

R
, ∀z ∈ B(0, R).

等号成立当且仅当 g(z) = eiθz (θ ∈ R)即 f(z) =
M

R
eiθz (θ ∈ R).

习题 4.5.11 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0, 并且存在 A > 0, 使得 Re f(z) ⩽ A, ∀z ∈ B(0, 1).证明：

|f(z)| ⩽ 2A|z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).
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证明 设 g(z) =
z

z − 2A
, 则 g是从 {z ∈ C : Re z < A}到 B(0, 1)的共形变换 (分解如下), 且 g(0) = 0.

{z ∈ C : Re z < A} {z ∈ C : Re z < 0} H B(0, 1)z 7→z−A

0 7→−A

z 7→−iz
−A 7→Ai

z 7→ z−Ai
z+Ai

Ai 7→0

考虑 h(z) = g ◦ f(z) = f(z)

f(z)− 2A
, 则 h(0) = 0且 |h(z)| ⩽ 1, 由 Schwarz引理可得 |h(z)| ⩽ |z|, 因此

|f(z)|
|f(z)|+ 2A

⩽ |f(z)|
|f(z)− 2A|

⩽ |z| =⇒ |f(z)| ⩽ 2A|z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).

习题 4.5.12 (Carathéodory 不等式) 设 f ∈ H(B(0, R)) ∩ C
(
B(0, R)

)
, M(r) = max

|z|=r
|f(z)|, A(r) =

max
|z|=r

Re f(z) (0 ⩽ r ⩽ R).证明：

M(r) ⩽ 2r

R− r
A(R) +

R+ r

R− r
|f(0)|, ∀r ∈ [0, R).

证明 设 g(z) = f(Rz)− f(0), 则 g(z) ∈ H(B(0, 1))且 g(0) = 0.对 B(0, 1)上的调和函数 Re g(z)使用最
大模原理可得

max
|z|⩽1

Re g(z) = max
|z|=1

Re g(z) = A(R)− Re f(0).

由习题 4.5.11即得

|g(z)| ⩽ 2[A(R)− Re f(0)] · |z|
1− |z|

⩽ 2[A(R) + |f(0)|] · |z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).

由 f(z) = g
(
z
R

)
+ f(0)即得

|f(z)| ⩽
∣∣g( z

R

)∣∣+ |f(0)| ⩽
2[A(R) + |f(0)|] ·

∣∣ z
R

∣∣
1−

∣∣ z
R

∣∣ + |f(0)| = 2[A(R) + |f(0)|] · |z|
R− |z|

+ |f(0)|

=
2|z|

R− |z|
A(R) +

R+ |z|
R− |z|

|f(0)|, ∀z ∈ B(0, R).

故

M(r) = max
|z|=r

|f(z)| ⩽ 2r

R− r
A(R) +

R+ r

R− r
|f(0)|, ∀r ∈ [0, R).

习题 4.5.18 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1).证明：

|f(0)| − |z|
1− |f(0)||z|

⩽ |f(z)| ⩽ |f(0)|+ |z|
1 + |f(0)||z|

.

证明 记 b = f(0), 对 a ∈ B(0, 1), 记 ϕa(z) =
z − a

1− āz
, 则由 Schwarz-Pick定理,

|φb(f(z))| ⩽ |φ0(z)| 即

∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(0)f(z)

∣∣∣∣∣ ⩽ |z|, z ∈ B(0, 1).
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另一方面, 由习题 1.1.6 (3),
||f(z)| − |f(0)||
1− |f(0)||f(z)|

⩽
∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(0)f(z)

∣∣∣∣∣.
由上述两个不等式即得

||f(z)| − |f(0)||
1− |f(0)||f(z)|

⩽ |z|,

也即 |z| − |f(0)||f(z)||z| ⩾ |f(z)| − |f(0)|,

|z| − |f(0)||f(z)||z| ⩾ |f(0)| − |f(z)|.

整理即得
|f(0)| − |z|
1− |f(0)||z|

⩽ |f(z)| ⩽ |f(0)|+ |z|
1 + |f(0)||z|

.

习题 4.5.19 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(B(0, 1)) ⊂ B(0,M).证明：

M |f ′(0)| ⩽M2 − |f(0)|2.

证明 记 a =
f(0)

M
, g(z) =

a− z

1− āz
∈ Aut(B(0, 1)).考虑 h(z) = g

(
f(z)
M

)
, 则 h是从 B(0, 1)到 B(0, 1)的共

形变换, 且 h(0) = 0.由 Schwarz引理, |h′(0)| ⩽ 1.注意到 g−1 = g, 因此M · g ◦ h = f ,

|f ′(0)| =M |g′(0)| · |h′(0)| ⩽M |g′(0)| =M
∣∣|a|2 − 1

∣∣ =M
(
1− |a|2

)
=
M2 − |f(0)|2

M
,

得所欲证.

习题 4.5.20 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0, f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1). 证明：若存在 z1, z2 ∈ B(0, 1), 使得
z1 6= z2, |z1| = |z2|, f(z1) = f(z2), 则

|f(z1)| = |f(z2)| ⩽ |z1|2 = |z2|2.

证明 令

F (z) =
f(z1)− f(z)

1− f(z1)f(z)
· 1− z1z

z1 − z
· 1− z2z

z2 − z
.

注意到 z1, z2 均为 F (z)的可去奇点, 因此 F (z) ∈ H(B(0, 1)), 由最大模原理, 及 f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1), 有

max
|z|⩽1

|F (z)| = max
|z|=1

|F (z)| = 1.

特别地,

|F (0)| =
∣∣∣∣f(z1)z1z2

∣∣∣∣ ⩽ 1 =⇒ |f(z1)| = |f(z2)| ⩽ |z1z2| = |z1|2 = |z2|2.

习题 4.5.21 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0, f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1).证明：

|z| |f
′(0)| − |z|

1− |f ′(0)||z|
⩽ |f(z)| ⩽ |z| |f

′(0)|+ |z|
1 + |f ′(0)||z|

.
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证明 令 g(z) =


f(z)

z
, 0 < |z| < 1,

f ′(0), z = 0.
由 Schwarz引理知 |g(z)| ⩽ 1.对 g(z)用习题 4.5.18结论即可.

习题 4.5.30 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0, 并且 |Re f(z)| < 1, ∀z ∈ B(0, 1).证明：

(1) |Re f(z)| ⩽ 4

π
arctan |z|, ∀z ∈ B(0, 1).

(2) |Im f(z)| ⩽ 2

π
log
(
1 + |z|
1− |z|

)
, ∀z ∈ B(0, 1).

证明 先构造共形变换 g : {z ∈ C : |Re f(z)| < 1} → B(0, 1)使得 g(0) = 0, 分解如下：

{z ∈ C : |Re z| < 1}
{
z ∈ C : |Im z| < π

2

}
{z ∈ C : Re z > 0}

B(0, 1) {z ∈ C : Im z > 0}

z 7→πi
2 z

0 7→0

z 7→ez

0 7→1

z 7→iz1 7→i

i7→0

z 7→ z−i
z+i

复合结果为 g(z) =
eπi

2 z − 1

eπi
2 z + 1

.考虑 h(z) = g ◦ f(z) = eπi
2 f(z) − 1

eπi
2 f(z) + 1

, 则 h : B(0, 1) → B(0, 1)且 h(0) = 0, 由

Schwarz引理可得 |h(z)| ⩽ |z|.而由 f(0) = 0可解得

f(z) =
2

πi log
1 + h(z)

1− h(z)
=⇒


Re f(z) = 2

π
arg
(
1 + h(z)

1− h(z)

)
,

Im f(z) = − 2

π
log
∣∣∣∣1 + h(z)

1− h(z)

∣∣∣∣.
因此由

log
(
1− |z|
1 + |z|

)
⩽ log

∣∣∣∣1 + h(z)

1− h(z)

∣∣∣∣ ⩽ log
(
1 + |z|
1− |z|

)
即得结论 (2).由 |Re f(z)| < 1可得 ∣∣∣∣arg(1 + h(z)

1− h(z)

)∣∣∣∣ < π

2
.

因此
1 + h(z)

1− h(z)
=

1 + |h(z)|2 + 2i Imh(z)

|1− h(z)|2
=⇒ arg

(
1 + h(z)

1− h(z)

)
= arctan

(
2 Imh(z)

1− |h(z)|2

)
,

进而

|Re f(z)| = 2

π

∣∣∣∣arctan( 2 Imh(z)

1− |h(z)|2

)∣∣∣∣ ⩽ 2

π
arctan

(
2|z|

1− |z|2

)
⋆ 2

π
· 2 arctan |z|,

⋆处用到了正切函数的二倍角公式及 |z| < 1时 arctan |z| ∈
(
0, π4

)
.故结论 (1)得证.

习题 4.5.31 设 f ∈ H(B(0, 1) ∪ {1}), f(0) = 0, f(1) = 1, f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1).证明：f ′(1) ⩾ 1.

证明 设 g(z) =


f(z)

z
, z 6= 0,

f ′(0), z = 0.
由习题 4.3.1即知 g ∈ H(B(0, 1)).由最大模原理,

max
|z|⩽1

|g(z)| = max
|z|=1

|g(z)| = max
|z|=1

∣∣∣∣f(z)z
∣∣∣∣ = max

|z|=1
|f(z)| = max

|z|⩽1
|f(z)|,

因此 g(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1)且 g(1) = 1.由习题 2.3.3即得 g′(1) = f ′(1)− f(1) ⩾ 0, 故 f ′(1) ⩾ 1.

林晓烁 2024年春季



34

习题 4.5.32 设 P 是一个 k次多项式, 在单位圆周上满足
∣∣P (eiθ)∣∣ ⩽ 1.证明：对任意单位圆盘外的 z, 有

|P (z)| ⩽ |z|k.

证明 设 f(z) =
P (z)

zk
, 则 f ∈ H

(
B(0, 1)

c).由最大模原理, max
|z|⩾1

|f(z)| = max
|z|=1

|f(z)| ⩽ 1, 得所欲证.

习题 5.2.2 下列初等全纯函数有哪些奇点？指出其类别：

(2) e 1
1−z

ez − 1
.

(4) tan z.

(6) ecot 1
z .

解答 (2) 1阶极点：2kπi (k ∈ Z); 本性奇点：1; 非孤立奇点：∞.

(4) tan z = −i e
2iz − 1

e2iz + 1
. 1阶极点：

(
k + 1

2

)
π (k ∈ Z); 非孤立奇点：∞.

(6) ecot 1
z = exp

(
i e

2i
z + 1

e 2i
z − 1

)
.本性奇点： 1

kπ
(k ∈ Z), ∞; 非孤立奇点：0.

习题 5.2.3 若 z0 是全纯函数 f : B(z0, r) \ {z0} → C \ {0}的本性奇点, 则 z0 也是
1

f(z)
的本性奇点.

证明 由 f(z) 6= 0, ∀z ∈ B(z0, r) \ {z0}知 z0 是
1

f(z)
的孤立奇点.由于 z0 是 f(z)的本性奇点, 对任意

A ∈ C, 在任意 B(z0, δ) \ {z0} ⊂ B(z0, r)中存在一列互异的 zn → z0 使得 f(zn) →
1

A
, 进而

1

f(zn)
→ A,

即 z0 是
1

f(z)
的本性奇点.

习题 5.2.4 设 R(z)是有理函数, z1, z2, · · · , zn 是 R(z)在 C上的全部不同的极点.证明：若 z0 是全纯函
数 f : B(z0, r) \ {z0} → C \ {z1, z2, · · · , zn}的本性奇点, 则 z0 也是 R(f(z))的本性奇点.

证明 由于 z0是 f(z)的本性奇点, 取互异的 A,B ∈ C \ {z1, z2, · · · , zn}满足 R(A) 6= R(B), 则存在两列
点列 an → z0 与 bn → z0 使得 f(an) → A且 f(bn) → B.此时 R(f(an)) → A而 R(f(bn)) → B, 二者不
等, 因此 z0 是 R(f(z))的本性奇点.

习题 5.2.8 设 f 在 B(0, R) \ {0}上全纯.若 Re f(z) > 0, ∀z ∈ B(0, R) \ {0}, 则 0是 f 的可去奇点.

证明 由 Re f(z) > 0, ∀z ∈ B(0, R) \ {0}可见 0不是 f 的本性奇点.故只需证 0不是 f 的极点.用反证法,
若 0是 f 的极点, 设 g(z) =

1

f(z)
, 则 g(0) = 0.而对 z ∈ B(0, R) \ {0}, 由 Re f(z) > 0可知 Re g(z) > 0,

由平均值公式, 当 r ∈ (0, R)时,

0 = Re g(0) = Re
{

1

2π

∫ 2π

0

g
(
reiθ

)
dθ
}

=
1

2π

∫ 2π

0

Re g
(
reiθ

)
dθ > 0,

矛盾.故 0不是 f 的极点, 从而 0是 f 的可去奇点.

习题 5.4.1 证明：留数定理与 Cauchy积分公式等价.

定理 1 (留数定理) 设 γ 是可求长 Jordan曲线, 函数 f(z)在 γ 内部 D 中除去 z1, z2, · · · , zn 外全纯, 且
在 D \ {z1, z2, · · · , zn}上连续, 则 ∫

γ

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res(f, zk).
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定理 2 (Cauchy 积分公式) 设区域 D是可求长 Jordan曲线 γ 的内部, f(z) ∈ H(D) ∩ C
(
D
)
, 则

(1) 在 D内 f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

(2) f(z)在 D内有各阶导数, 且在 D内 f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (n = 1, 2, · · · ).

证明 (1)⇒ (2) 对 n ⩾ 0, ζ = z是
f(ζ)

(ζ − z)n+1
的 n+ 1阶极点, 由留数定理,

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ = 2πi Res

(
f(ζ)

(ζ−z)n+1 , z
)
=

2πi
n!

lim
ζ→z

dn

dζn
[
(ζ − z)n+1 f(ζ)

(ζ − z)n+1

]
=

2πif (n)(z)
n!

.

(2)⇒ (1) 由多连通域的 Cauchy定理, 不妨设 f(z)在 D 中只有 1个奇点 a, 并设 f 在 a的邻域内有

Laurent展开 f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn(z − a)n.由 Cauchy积分公式,

∫
γ

f(z)dz =
∫
γ

+∞∑
n=−∞

cn(z − a)n dz =
+∞∑

n=−∞

∫
γ

cn(z − a)n dz = 2πic−1 = 2πi Res(f, a).

习题 5.4.2 若 a是 f ∈ H(B(a,R) \ {a})的可去奇点, 其中 a 6= ∞, 则显然 Res(f, a) = 0.举例说明, 若
∞是 f ∈ H(B(∞, R))的可去奇点, 则 Res(f,∞)可能不等于 0.

解答 设 f(z) = 1 +
1

z
, 则∞是 f(z) ∈ H(B(∞, R)) (R > 0)的可去奇点, 但

Res(f,∞) = − 1

2πi

∫
|z|=1

(
1 +

1

z

)
dz = −1.

习题 5.4.3 设 f ∈ H(B(∞, R)).证明：

(1) 若∞是 f 的可去奇点, 则 Res(f,∞) = lim
z→∞

z2f ′(z).

(2) 若∞是 f 的m阶极点, 则 Res(f,∞) =
(−1)m

(m+ 1)!
lim
z→∞

zm+2f (m+1)(z).

证明 (1) 若∞是 f 的可去奇点, 可设

f(z) =

∞∑
n=0

cn
zn
, z ∈ B(∞, R).

于是

Res(f,∞)
ρ>R

− 1

2πi

∫
|z|=ρ

∞∑
n=0

cn
zn

dz = −c1 = lim
z→∞

∞∑
n=1

−ncn
zn−1

= lim
z→∞

z2f ′(z).

(2) 若∞是 f 的m阶极点, 可设

f(z) =

∞∑
n=−m

cn
zn
, z ∈ B(∞, R).
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于是

Res(f,∞)
ρ>R

− 1

2πi

∫
|z|=ρ

∞∑
n=−m

cn
zn

dz = −c1.

而

f (m+1)(z) =
dm+1

dzm+1

( ∞∑
n=1

cn
zn

)
= (−1)m+1

∞∑
n=1

(n+m)!

(n− 1)!
· cn
zn+m+1

,

因此

(−1)m

(m+ 1)!
lim
z→∞

zm+2f (m+1)(z) = − 1

(m+ 1)!
lim
z→∞

∞∑
n=1

(n+m)!

(n− 1)!
· cn
zn−1

= −c1 = Res(f,∞).

习题 5.4.4 设 f, g ∈ H(B(a, r)), f(a) 6= 0, a是 g的 2阶零点, 计算 Res
(

f
g , a
)
.

解答 设

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n, g(z) =

∞∑
n=0

bn(z − a)n, z ∈ B(a, r),

其中

an =
f (n)(a)

n!
, a0 6= 0, bn =

g(n)(a)

n!
, b0 = b1 = 0, b2 6= 0.

设 h(z) =
g(z)

(z − a)2
=

∞∑
n=2

bn(z − a)n−2.由于 h(a) = b2 6= 0, 在 a的邻域内 g(z) 6= 0, 此时

f(z)

g(z)
=

f(z)

(z − a)2h(z)

以 a为 2阶极点, 因此

Res
(

f
g , a
)
= lim

z→a

d
dz

[
(z − a)2

f(z)

g(z)

]
= lim

z→a

(
f(z)

h(z)

)′

= lim
z→a

f ′(z)h(z)− f(z)h′(z)

h2(z)
=
f ′(a)h(a)− f(a)h′(a)

h2(a)
,

代入 h(a) = b2 =
g′′(a)

2
与 h′(a) = b3 =

g′′′(a)

6
即得

Res
(

f
g , a
)
=
f ′(a) g

′′(a)
2 − f(a) g

′′′(a)
6(

g′′(a)
2

)2 =
6f ′(a)g′′(a)− 2f(a)g′′′(a)

3[g′′(a)]
2 .

习题 5.4.8 指出下列初等函数在 C中的全部孤立奇点, 并求出这些初等函数在它们各自孤立奇点处的
留数：

(1) 1

z3 − z5
.

(2) z3 + z2 + 2

z(z2 − 1)
2 .

(3) z2 + z − 1

z2(z − 1)
.
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(4) zn−1

zn + an
(a 6= 0, n ∈ N).

(5) 1

sin z .

(6) sin z

z + 1
.

(7) ez
z(z − 1)

.

(8) eπz
z2 + 1

.

解答 将每问中的函数记为 f(z).

(1) 孤立奇点为 0, 1,−1,∞.

¬ 由
1

z3 − z5
=

1

z3(1− z2)
=

1

z3
(
1 + z2 + z4 + z6 + · · ·

)
知 Res(f, 0) = 1.

­ 1为 1阶极点, 因此 Res(f, 1) = lim
z→1

z − 1

z3 − z5
= lim

z→1

−1

z3(1 + z)
= −1

2
.

® −1为 1阶极点, 因此 Res(f,−1) = lim
z→−1

z + 1

z3 − z5
= lim

z→−1

1

z3(1− z)
= −1

2
.

¯ Res(f,∞) = −
(
1− 1

2
− 1

2

)
= 0.

(2) 孤立奇点为 0, 1,−1,∞.

¬ 0为 1阶极点, 因此 Res(f, 0) = lim
z→0

z3 + z2 + 2

(z2 − 1)
2 = 2.

­ 1为 2阶极点, 因此 Res(f, 1) = 1

1!
lim
z→1

(
z3 + z2 + 2

z(z + 1)2

)′

= lim
z→1

z4 + 2z3 − 5z2 − 8z − 2

z2(z + 1)4
= −3

4
.

® −1为 2阶极点, 因此 Res(f, 1) = 1

1!
lim

z→−1

(
z3 + z2 + 2

z(z − 1)2

)′

= −5

4
.

¯ Res(f,∞) = −
(
2− 3

4
− 5

4

)
= 0.

(3) 孤立奇点为 0, 1,∞.

¬ 0为 2阶极点, 因此 Res(f, 0) = 1

1!
lim
z→0

(
z2 + z − 1

z − 1

)′

= 0.

­ 1为 1阶极点, 因此 Res(f, 1) = lim
z→1

z2 + z − 1

z2
= 1.

® Res(f,∞) = −(0 + 1) = −1.

(4) 孤立奇点为 a(−1)
1
n = ae

i(2k+1)π
n (k = 0, 1, · · · , n− 1)及∞.由于 zk = ae

i(2k+1)π
n 是 1阶极点,

Res(f, zk) = lim
z→zk

zn−1(z − zk)

zn + an
= lim

z→zk

zn−1

zn+an

z−zk

=
zn−1
k

(zn + an)
′|z=zk

=
1

n
.

由于∞为可去奇点, Res(f,∞) = −
n−1∑
k=0

Res(f, zk) = −1.

(5) 孤立奇点为 kπ (k ∈ Z).由于 kπ为 1阶极点, Res(f, kπ) = lim
z→kπ

z − kπ

sin z = (−1)k.
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(6) 孤立奇点为 −1,∞.

¬ 由于∞是 f 的可去奇点, 由习题 5.4.3 (1),

Res(f,∞) = lim
z→∞

z2f ′(z) = lim
z→∞

z2

(1 + z)2
cos
(

z

1 + z

)
= cos 1.

­ Res(f,−1) = −Res(f,∞) = − cos 1.

(7) 孤立奇点为 0, 1,∞.

¬ 0为 1阶极点, 因此 Res(f, 0) = lim
z→0

ez
z − 1

= −1.

­ 1为 1阶极点, 因此 Res(f, 1) = lim
z→1

ez
z

= e.

® Res(f,∞) = −(−1 + e) = 1− e.

(8) 孤立奇点为 i,−i,∞.

¬ i为 1阶极点, 因此 Res(f, i) = lim
z→i

eπz
(z + i) =

i
2
.

­ −i为 1阶极点, 因此 Res(f,−i) = lim
z→−i

eπz
z − i = − i

2
.

® Res(f,∞) = −
(

i
2
− i

2

)
= 0.

习题 5.4.9 设 f, g ∈ H(B(0, R)) ∩ C
(
B(0, R)

)
, g 在 ∂B(0, R) 上无零点, g 在 B(0, R) 中的全部零点

z1, z2, · · · , zn 都是 1阶零点, 求
1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zg(z)
dz.

解答 (1) 若 z1, z2, · · · , zn 6= 0.

¬ 若 f(zk) 6= 0, 则 zk 为
f(z)

zg(z)
的 1阶极点, Res

(
f(z)

zg(z)
, zk

)
= lim

z→zk

f(z)
zg(z)
z−zk

=
f(zk)

zkg′(zk)
.

­ 若 f(zk) = 0, 则 zk 为
f(z)

zg(z)
的可去奇点, Res

(
f(z)

zg(z)
, zk

)
= 0.

® 对于充分小的 ε, 由 Cauchy积分公式, 1

2πi

∫
|z|=ε

f(z)

zg(z)
dz = f(0)

g(0)
.

故由留数定理,
1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zg(z)
dz = f(0)

g(0)
+

n∑
k=1

f(zk)

zkg′(zk)
.

(2) 若 z1, z2, · · · , zn 中有 0, 不妨设 zn = 0.

¬ 若 0是 f(z)的m阶零点 (m ⩾ 2), 则 0是
f(z)

zg(z)
的可去奇点, Res

(
f(z)

zg(z)
, 0

)
= 0.

­ 若 0是 f(z)的 1阶零点, 则 0是
f(z)

zg(z)
的 1阶极点, Res

(
f(z)

zg(z)
, 0

)
= lim

z→0

f(z)

g(z)
=
f ′(0)

g′(0)
.

® 若 f(0) 6= 0, 由于 0是 zg(z)的 2阶零点, 由习题 5.4.4,

Res
(
f(z)

zg(z)
, 0

)
=

6f ′(z)(zg(z))′′ − 2f(z)(zg(z))′′′

3[(zg(z))′′]
2

∣∣∣∣∣
z=0

=
6f ′(0) · 2g′(0)− 2f(0) · 3g′′(0)

12[g′(0)]
2
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=
f ′(0)

g′(0)
− f(0)g′′(0)

2[g′(0)]
2 .

故由留数定理,

1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zg(z)
dz =


n−1∑
k=1

f(zk)

zkg′(zk)
, 0是 f(z)的m阶零点, m ⩾ 2,

f ′(0)

g′(0)
− f(0)g′′(0)

2[g′(0)]
2 +

n−1∑
k=1

f(zk)

zkg′(zk)
, 其他.

习题 5.4.12 设 D 是由有限条可求长简单闭曲线围成的域, f(z) 在 D 上亚纯, 在 D 中的全部彼此
不同的极点为 w1, w2, · · · , wm, 其相应的 Laurent展开式的主要部分为 f1(z), f2(z), · · · , fm(z), 并且在
D \ {w1, w2, · · · , wm}上连续.证明：对于任意 z ∈ D, 有

1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)−

m∑
j=1

fj(z).

证明 设 fj(z) =

∞∑
k=1

c−k

(z − wj)k
.由留数定理, 1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =

m∑
j=1

Res
(
f(ζ)

ζ − z
, wj

)
+ Res

(
f(ζ)

ζ − z
, z

)
.

(1) 若 z /∈ {w1, w2, · · · , wm}, 则 z是
f(ζ)

ζ − z
的 1阶极点, 从而

Res
(
f(ζ)

ζ − z
, z

)
= lim

ζ→z
(ζ − z)

f(ζ)

ζ − z
= f(z),

Res
(
f(ζ)

ζ − z
, wj

)
= Res

(
fj(ζ)

ζ − z
, wj

)
=

c−1

wj − z
= −fj(z).

因此
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)−

m∑
j=1

fj(z).

(2) 若 z ∈ {w1, w2, · · · , wm}, 不妨设 wm = z, 则

1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =

m−1∑
j=1

Res
(
f(ζ)

ζ − z
, wj

)
+ Res

(
f(ζ)

ζ − z
, z

)
(1)

−
m−1∑
j=1

fj(z) + Res
(
f(ζ)− fm(ζ)

ζ − z
, z

)
︸ ︷︷ ︸

z是其 1阶极点

+Res
(
fm(ζ)

ζ − z
, z

)

= −
m−1∑
j=1

fj(z) + lim
ζ→z

(ζ − z)
f(ζ)− fm(ζ)

ζ − z
+ 0

= f(z)−
m∑
j=1

fj(z).

习题 5.5.1 利用留数定理和 Cauchy积分公式计算下列积分：

(1)
∫ +∞

0

x2 + 1

x4 + 1
dx.
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(4)
∫ 2π

0

1

a+ b cos θ dθ (0 < b < a).

(9)
∫ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx.

(17)
∫ 1

−1

4
√
(1− x)3(1 + x)

1 + x2
dx.

(21)
∫ +∞

0

logx
x2 − 1

dx.

(24)
∫ +∞

0

sinx
ex − 1

dx.

(28)
∫ +∞

0

e−ax2 cos
(
bx2
)
dx (a > 0).

(29)
∫ π

2

0

log sin θ dθ.

解答 (1) 由于 gcd
(
x2 + 1, x4 + 1

)
= 1, x4 + 1 无实根, 在上半平面中有根 a1 = ζ8, a2 = ζ38 , 且

deg
(
x4 + 1

)
− deg

(
x2 + 1

)
= 2, 因此

∫ +∞

−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx = 2πi

2∑
k=1

Res
(
z2 + 1

z4 + 1
, ak

)
,

其中

Res
(
z2 + 1

z4 + 1
, a1

)
= lim

z→ζ8

(
z2 + 1

)
(z − ζ8)

z4 + 1
= lim

z→ζ8

z2 + 1
z4+1
z−ζ8

=
z2 + 1

(z4 + 1)
′

∣∣∣∣∣
z=ζ8

= − i
2
√
2
,

Res
(
z2 + 1

z4 + 1
, a2

)
= lim

z→ζ3
8

(
z2 + 1

)
(z − ζ38 )

z4 + 1
= lim

z→ζ3
8

z2 + 1
z4+1
z−ζ3

8

=
z2 + 1

(z4 + 1)
′

∣∣∣∣∣
z=ζ3

8

= − i
2
√
2
.

故 ∫ +∞

0

x2 + 1

x4 + 1
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx =

π√
2
.

(4) 令 z = eiθ, 则 cos θ = 1

2

(
z +

1

z

)
, dz = iz dθ, 从而

∫ 2π

0

1

a+ b cos θ dθ =
∫

|z|=1

dz
iz
[
a+ b

2

(
z + 1

z

)] = 2

bi

∫
|z|=1

dz
z2 + 2a

b z + 1

=
2

bi · 2πi Res
(

1

z2 + 2a
b z + 1

,
−a+

√
a2 − b2

b

)

=
4π

b
· 1(

−a+
√
a2−b2

b

)
−
(

−a−
√
a2−b2

b

)
=

2π√
a2 − b2

.
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(9) 选取如图积分路径.

Re

Im

γ1

γ2

γ3

γ4

ε R

设 γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 所围区域为 D.由 e2iz − 1

z2
∈ H(D)知

∫
∂D

e2iz − 1

z2
dz = 0.我们有

Re


∫
γ1

e2iz − 1

z2
dz

 =

∫
γ1

Re
{
cos 2x+ i sin 2x− 1

x2

}
dx R→+∞

ε→0+

−2

∫ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx,

Re


∫
γ3

e2iz − 1

z2
dz

 =

∫
γ3

Re
{
cos 2x+ i sin 2x− 1

x2

}
dx R→+∞

ε→0+

−2

∫ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx,

∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

e2iz − 1

z2
dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ π

0

∣∣∣e2iReiθ
∣∣∣+ 1

R
dθ =

∫ π

0

e−2R sin θ + 1

R
dθ ⩽ 2π

R

R→+∞
0.

以及 ∫
γ4

e2iz − 1

z2
dz =

∫
γ4

∞∑
k=1

(2iz)k
k!

· z−2 dz =
∫
γ4

2i
z

dz +
∫
γ4

∞∑
k=0

(2i)k+2zk

(k + 2)!
dz,

其中 ∫
γ4

2i
z

dz =
∫ 0

π

2i
εeiθ · iεeiθ dθ = 2π,

∣∣∣∣∣∣
∫
γ4

∞∑
k=0

(2i)k+2zk

(k + 2)!
dz

∣∣∣∣∣∣ ε<1
⩽ πε ·max

|z|⩽1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(2i)k+2zk

(k + 2)!

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
<+∞

ε→0+

0.

故令 ε→ 0+, R→ +∞就得到

0 = Re


∫
∂D

e2iz − 1

z2
dz

 = −4

∫ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx+ 2π,

即 ∫ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx =
π

2
.

(17) 令 f(z) =
1

1 + z2
, r =

1

4
, s =

3

4
, 则 r + s = 1 ∈ Z, f(z) 在 C 中仅有极点 a1 = i, a2 = −i, 且

lim
z→∞

zr+s+1f(z) = lim
z→∞

z2

1 + z2
= 1, 由定理 5.5.14,

∫ 1

−1

(x+ 1)r(1− x)sf(x)dx = − π

sin sπ +
π

e−sπi sin sπ

2∑
k=1

Res
(

4
√
(1− z)3(1 + z)

1 + z2
, ak

)
.
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而

Res
(

4
√
(1− z)3(1 + z)

1 + z2
, i
)

= lim
z→i

4
√
(1− z)3(1 + z)

z + i =
1

2i limz→i
4
√
(1− z)3(1 + z),

Res
(

4
√
(1− z)3(1 + z)

1 + z2
,−i
)

= lim
z→−i

4
√
(1− z)3(1 + z)

z − i =
1

−2i lim
z→−i

4
√
(1− z)3(1 + z),

由习题 2.4.27即得

Res
(

4
√
(1− z)3(1 + z)

1 + z2
, i
)

+ Res
(

4
√

(1− z)3(1 + z)

1 + z2
,−i
)

=
1

2i

(
lim
z→i

4
√
(1− z)3(1 + z)− lim

z→−i
4
√

(1− z)3(1 + z)

)
=

√
2

2i
(
e−π

8 i − e 5π
8 i
)
.

故 ∫ 1

−1

4
√
(1− x)3(1 + x)

1 + x2
dx = − π

sin 3π
4

+
π

e− 3πi
4

· 1√
2i

(
e−π

8 i − e 5π
8 i
)
=

(√
2 +

√
2−

√
2

)
π.

(21) 选取如图积分路径.

Re

Im

γ1

γ2

γ3

γ4

iR

iε

ε R

设 γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4所围区域为D.由 log z
z2 − 1

∈ H(D)知
∫
∂D

log z
z2 − 1

dz = 0 (注意 1是
log z
z2 − 1

的

可去奇点).

¬ 在 γ1 上,

Re


∫
γ1

log z
z2 − 1

dz

 = −
∫ R

ε

Im
{
log(it)
t2 + 1

}
dt = −

∫ R

ε

π
2

t2 + 1
dt R→+∞

ε→0+

−π
2

∫ π
2

0

dt
t2 + 1

= −π
2

4
.

­ 在 γ2 上, 由于 lim
z→0

z log z
z2 − 1

= 0, 若记M(ε) = max
γ2(ε)

∣∣∣∣z log zz2 − 1

∣∣∣∣, 则 lim
ε→0+

M(ε) = 0.当 z = εeiθ 时,

dz = iz dθ, 因此∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

log z
z2 − 1

dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

z log z
z2−1

z
dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ π

2

0

M(ε) =
π

2
M(ε)

ε→0+

0.
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® 在 γ3 上, ∫
γ3

log z
z2 − 1

dz =
∫ R

ε

logx
x2 − 1

dx R→+∞
ε→0+

∫ +∞

0

logx
x2 − 1

dx.

¯ 在 γ4 上, 由于 lim
z→∞

log z
z2 − 1

= 0, 若记M(R) = max
γ4(R)

∣∣∣∣ log z
z2 − 1

∣∣∣∣, 则 lim
R→+∞

M(R) = 0.当 z = Reiθ

时, dz = iz dθ, 因此 ∣∣∣∣∣∣
∫
γ4

log z
z2 − 1

dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ π

2

0

M(R)dθ = π

2
M(R)

R→+∞
0.

故

0 = Re


∫
γ

log z
z2 − 1

dz

 = −π
2

4
+

∫ +∞

0

logx
x2 − 1

dx,

即 ∫ +∞

0

logx
x2 − 1

dx =
π2

4
.

(24) 选取如图积分路径.

Re

Im

γ1

γ2

γ3

γ4

γ5

γ6

i(2π − ε)

εi

ε R

设 γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 ∪ γ5 ∪ γ6 所围区域为 D.由 eiz
ez − 1

∈ H(D)知
∫
∂D

eiz
ez − 1

dz = 0.我们有

¬ 在 γ1 上, 由于 lim
z→2πi

(z − 2πi) eiz
ez − 1

= lim
z→2πi

eiz
ez−1
z−2πi

=
eiz

(ez − 1)
′

∣∣∣∣∣
z=2πi

= e−2π, 若记 M(ε) =

max
γ1(ε)

∣∣∣∣eiz(z − 2πi)
ez − 1

− e−2π

∣∣∣∣, 则 lim
ε→0+

M(ε) = 0.当 z = 2πi+ εeiθ 时, dz = i(z − 2πi)dθ, 因此

∣∣∣∣∣∣
∫
γ1

eiz(z−2πi)
ez−1 − e−2π

z − 2πi dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ 0

−π
2

M(ε)dθ = π

2
M(ε)

ε→0+

0,

即

lim
ε→0+

∫
γ1

eiz
ez − 1

dz = lim
ε→0+

∫
γ1

e−2π

z − 2πi dz = −πi
2
e−2π.

­ 在 γ2 上,

Im


∫
γ2

eiz
ez − 1

dz

 = Im
{∫ ε

2π−ε

e−t

eit − 1
i dt
}

ε→0+

−
∫ 2π

0

Re
{

e−t

eit − 1

}
dt
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=

∫ 2π

0

e−t(1− cos t)
2− 2 cos t dt = 1− e−2π

2
.

® 在 γ3 上, 同 (1)可得 ∫
γ3

eiz
ez − 1

dz ε→0+

−πi
2
.

¯ 在 γ4 上,

Im


∫
γ4

eiz
ez − 1

dz

 R→+∞
ε→0+

∫ +∞

0

Im
{
cosx+ i sinx

ex − 1

}
dx =

∫ +∞

0

sinx
ex − 1

dx.

° 在 γ5 上, ∣∣∣∣∣∣
∫
γ5

eiz
ez − 1

dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ 2π

0

ei(R+it)

eR+it − 1
i dt
∣∣∣∣ ⩽ ∫ 2π

0

e−t

eR − 1
dt ⩽ 2π

eR − 1

R→+∞
0.

± 在 γ6 上,

Im


∫
γ6

eiz
ez − 1

dz

 = Im
{∫ ε

R

ei(x+2πi)

ex+2πi − 1
dx
}

R→+∞
ε→0+

−
∫ +∞

0

Im
{
eix−2π

ex − 1

}
dx

= −e−2π

∫ +∞

0

sinx
ex − 1

dx.

故

0 = Im


∫
γ

eiz
ez − 1

dz

 = −π
2
e−2π +

1− e−2π

2
− π

2
+
(
1− e−2π

) ∫ +∞

0

sinx
ex − 1

dx,

即 ∫ +∞

0

sinx
ex − 1

dx =
π

2

(
e2π + 1

e2π − 1

)
− 1

2
.

(28)
∫ +∞

0

e−ax2 cos
(
bx2
)
dx = Re

{∫ +∞

0

e(−a+bi)x2

}
.下证当 Re(c) > 0时,

∫ +∞

0

e−cx2 dx =
1

2

√
π

c
.

Re

Im

γ1

γ2γ3

R

φ

选取如图积分路径.设 γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 所围区域为 D.由 e−cz2

∈ H(D)知
∫
∂D

e−cz2 dz = 0.
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¬ 在 γ1 上,
∫
γ1

e−cz2 dz
R→+∞

∫ +∞

0

e−cx2 dx.

­ 在 γ2 上, 由于 lim
z→∞

ze−cz2

= 0, 若记M(R) = max
γ2(R)

∣∣∣ze−cz2
∣∣∣, 则 lim

R→+∞
M(R) = 0.当 z = Reiθ

时, dz = iz dθ, 因此∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

e−cz2 dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

ze−cz2

z
dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ φ

0

M(R)dθ = φM(R)
R→+∞

0.

® 在 γ3 : z = kt (待定 k ∈ C于第一象限)上,∫
γ3

e−cz2 dz
R→+∞

∫ 0

+∞
e−ck2t2k dt = −k

∫ +∞

0

e−ck2t2 dt.

取 k =
1√
c
, 则 ∫

γ3

e−cz2 dz
R→+∞

− 1√
c

∫ +∞

0

e−t2 dt = − 1√
c
·
√
π

2
.

故 ∫ +∞

0

e−cx2 dx =
1

2

√
π

c
.

利用此结论即得 ∫ +∞

0

e−(a+bi)x2 dx =
1

2

√
π

a− bi =
1

2

√
π

a2 + b2
·
√
a+ bi.

设
√
a+ bi = u+ iv (u, v ∈ R), 则 a = u2 − v2 且 b = 2uv, 从而

a = u2 −
(
b

2u

)2

=⇒ u2 =
a+

√
a2 + b2

2

不妨设 b ⩾ 0
=======⇒ u =

√
a+

√
a2 + b2

2
,

故 ∫ +∞

0

e−ax2 cos
(
bx2
)
dx =

1

2

√
π

a2 + b2
· u =

√
2π

4

√√
a2 + b2 + a

a2 + b2
.

(29) 选取如图积分路径.

Re

Im

γ1

γ2

γ3

γ4

γ5

γ6
iR

εi

ε π − ε

π + εi

π + iR

设 γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 ∪ γ5 ∪ γ6 所围区域为 D. 由于 sin z 在 C 中零点为 kπ (k ∈ Z), 因此
log sin z ∈ H(D),

∫
∂D

log sin z dz = 0.
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¬ 在 γ1 : z = it上, sin(it) = i(et − e−t)

2
, 因此

Re


∫
γ1

log sin z dz

 = Re
{∫ ε

R

log sin(it)i dt
}

=

∫ R

ε

Im(log sin(it))dt =
∫ R

ε

π

2
dt = π

2
(R−ε).

­ 在 γ2上, 由于 lim
z→0

z log sin z = 0, 若记M(ε) = max
γ2(ε)

|z log sin z|, 则 lim
ε→0+

M(ε) = 0.当 z = εeiθ

时, dz = iz dθ, 因此∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

log sin z dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

z log sin z
z

dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ π

2

0

M(ε)dθ = π

2
M(ε)

ε→0+

0.

® 在 γ3 上, ∫
γ3

log sin z dz =
∫ π−ε

ε

log sinxdx ε→0+
∫ π

0

log sinxdx.

¯ 在 γ4 上, 由于 lim
z→π

(z − π) log sin z = 0, 同 (2)可得

∣∣∣∣∣∣
∫
γ4

log sin z
z

∣∣∣∣∣∣ ε→0+

0.

° 在 γ5 : z = π + it上, sin(π + it) = − i
2

(
et − e−t

)
, 因此

Re


∫
γ5

log sin z dz

 = Re
{∫ R

ε

log sin(π + it)i dt
}

= −
∫ R

ε

Im(log sin(π + it))dt

= −
∫ R

ε

−π
2
dt = π

2
(R− ε).

± 在 γ6 : z = t+ iR上, 由

sin(t+ iR) = 1

2

(
e−R + eR

)
sin t+ i · 1

2

(
eR − e−R

)
cos t

可知

|sin(t+ iR)|2 =
1

4

(
e−R + eR

)2 sin2 t+
1

4

(
eR − e−R

)2 cos2 t
=

1

4

[(
e2R + e−2R

)(
sin2 t+ cos2 t

)
+ 2
(
sin2 t− cos2 t

)]
=

1

4
e2R(1 + µ(R)),

其中 lim
R→+∞

µ(R) = 0.于是

log|sin(t+ iR)|2 = log
(
1

4
e2R
)
+ log(1 + µ(R))

R→+∞
2R− 2 log 2,

林晓烁 2024年春季



47

从而

Re


∫
γ6

log sin z dz

 = Re
{∫ 0

π

log sin(t+ iR)dt
}

= −
∫ π

0

log|sin(t+ iR)|dt

R→+∞
−1

2
(2R− 2 log 2)π = π(log 2−R).

故

0 = Re


∫
γ

log sin z dz

 R→+∞
ε→0+

∫ π

0

log sinxdx+ π log 2,

即 ∫ π
2

0

log sinxdx =
1

2

∫ π

0

log sinxdx = −π
2
log 2.

习题 5.5.2 设 f(z)是有理函数, 在 [0,+∞)上无极点, 并且∞是 f(z)的零点.证明：

∫ +∞

0

f(x)

(logx)2 + π2
dx =

n∑
k=1

Res
(

f(z)

Log z − πi , ak
)
,

其中 a1 = −1, a2, a3, · · · , an是 f(z)在C中的全部彼此不同的极点, Log z = log |z|+ i Arg z, 0 < Arg z <
2π, z ∈ C \ [0,+∞).

证明 选取如图“锁钥”路径.

γ1

γ2(R)

γ3

γ4(ε)

−1 R+

设 γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 包含 f(z)的全部极点.由留数定理,

1

2πi

∫
γ

f(z)

Log z − πi dz =
n∑

k=1

Res
(

f(z)

Log z − πi , ak
)
.

我们有 ∫
γ1

f(z)

Log z − πi dz =
∫ R

ε

f(z)

logx− πi dx ε→0+

R→+∞
∫ +∞

0

f(x)

logx− πi dx,∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

f(z)

Log z − πi dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
γ2

|f(z)||dz|
|Log z − πi| ⩽

∫
γ2

|f(z)|
logR |dz| ⩽

2πR max
|z|=R

|f(z)|

logR f 有理, f(∞)=0

R→+∞
0,
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∫
γ3

f(z)

Log z − πi dz =
∫ ε

R

f(x)

logx+ 2πi− πi dx ε→0+

R→+∞
−
∫ +∞

0

f(x)

logx+ πi dx,∣∣∣∣∣∣
∫
γ4

f(z)

Log z − πi dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
γ4

|f(z)||dz|
|Log z − πi| ⩽

2πεmax
|z|=ε

|f(z)|

|log ε|
ε→0+

0.

因此在 ε→ 0+, R→ +∞时就有

1

2πi

{∫ +∞

0

f(x)

logx− πi dx−
∫ +∞

0

f(x)

logx+ πi dx
}

=

n∑
k=1

Res
(

f(z)

Log z − πi , ak
)
,

即 ∫ +∞

0

f(x)

(logx)2 + π2
dx =

n∑
k=1

Res
(

f(z)

Log z − πi , ak
)
.

习题 6.2.6 证明：
∞∑

n=0

z2
n

的收敛圆周上的每个点皆为其和函数的奇异点.

证明 级数收敛半径为 1.注意到对正整数 k, ℓ, 有

∞∑
n=0

(
e2πi ℓ

2k z
)2n

=

k−1∑
n=0

(
e2πi ℓ

2k z
)2n

+

∞∑
n=k

z2
n

,

因此在收敛圆周上 z与 e2πi ℓ

2k z同为奇异点或正则点, 而 1显然是奇异点, 由
{
e2πi ℓ

2k

}
k,ℓ⩾1

在收敛圆周上

稠密即知收敛圆周上的每个点皆为和函数的奇异点.

习题 6.2.7 证明：
∞∑

n=0

z2
n

2n
的收敛圆周上的每个点皆为其和函数的奇异点.

证明 级数收敛半径为 1.注意到对正整数 k, ℓ, 有

∞∑
n=0

(
e2πi ℓ

2k z
)2n

=
k−1∑
n=0

(
e2πi ℓ

2k z
)2n

+
∞∑

n=k

z2
n

2n
,

因此在收敛圆周上 z与 e2πi ℓ

2k z同为奇异点或正则点, 而 2显然是奇异点, 由
{
e2πi ℓ

2k

}
k,ℓ⩾1

在收敛圆周上

稠密即知收敛圆周上的每个点皆为和函数的奇异点.

习题 6.2.8 设 f(z) =

∞∑
n=0

anz
n 的收敛半径为 1, an ∈ R (n ⩾ 0), Sn =

n∑
k=0

ak. 证明：若 Sn → ∞

(n→ ∞), 则 1是 f(z)的奇异点.举例说明, 仅有 |Sn| → ∞不能保证 1是 f(z)的奇异点.

证明 (1) 若 1不是 f 的奇异点, 则 f 在 1的某个邻域中全纯且 f(1)存在.由于 f 限制在实轴上为实值

函数, 故 f(1) ∈ R.考虑 g(z) =
f(z)− f(1)

1− z
, 则由全纯函数的解析性知 g 在 1处全纯.由于 f(z)在

单位圆周上必有奇异点, 因此 g(z)在单位圆周上必有非 1的奇异点, 从而 g(z)的的幂级数的收敛半
径仍为 1.而 g(z)的幂级数为

g(z) =

( ∞∑
n=0

anz
n − f(1)

)( ∞∑
m=0

zm

)
=

∞∑
n=0

[Sn − f(1)]zn,

由于 Sn − f(1) → ∞, 当 n充分大时 Sn − f(1) > 0, 由定理 6.2.4知 1是 g(z)的奇点, 矛盾.
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(2) 考虑 f(z) =

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)zn, 其收敛半径为 1, Sn = (−1)n
(⌊n

2

⌋
+ 1
)
.但当 |z| < 1时,

f(z) =

∞∑
n=0

[
(−1)nzn+1

]′
=

(
z

∞∑
n=0

(−z)n
)′

=

(
z

1 + z

)′

=
1

(1 + z)2
,

由于
1

(1 + z)2

∣∣∣∣∣
z=1

=
1

4
, 因此 1是 f(z)的正则点.

习题 7.1.1 设 {fn}是域 D上的全纯函数列, 并且在 D上内闭一致有界.证明：若 lim
n→∞

fn(z)在 D上处
处存在, 则 {fn}在 D上内闭一致收敛.

证明 记 f(z) = lim
n→∞

fn(z).由于 {fn}在 D 上内闭一致有界, 由Montel定理, {fn}是正规族.若 {fn}
在 D上非内闭一致收敛, 则存在紧集K ⊂ D与子列 {fnk

}, 使得

sup
z∈K

|fnk
(z)− f(z)| ⩾ ε > 0, ∀k.

于是该子列 {fnk
}在K 上无一致收敛子列, 这与 {fn}是正规族矛盾.

习题 7.1.2 设 {fn}是域 D 上的全纯函数列, 并且在 D 上内闭一致有界, A = {x + iy ∈ D : x, y ∈ Q}.
证明：若 lim

n→∞
fn(z)在 A上处处存在, 则 {fn}在 D上内闭一致收敛.

证明 用反证法, 假设 {fn}在 D上非内闭一致收敛, 则存在紧集K ⊂ D, 使得 {fn}在K 上非一致收敛.
由于 {fn}在D上内闭一致有界, 由Montel定理, {fn}是D上的正规族, 因此存在子列 {fnk

}在K 上一
致收敛, 记极限函数为 f .由于 {fn}在K 上不一致收敛, 存在子列

{
fnj

}
使得

sup
z∈K

∣∣fnj
(z)− f(z)

∣∣ ⩾ ε > 0, ∀j.

由于 {fn} 是正规族, 对于子列
{
fnj

}
, 存在其子列

{
fnjℓ

}
在 K 上一致收敛, 记极限函数为 f̃ . 由于

f, f̃ ∈ H(K), 且 f |A = f̃ |A, A ∩K 在K 中稠密, 由全纯函数零点孤立性即知 f = f̃ .于是 fnjℓ
⇒ f , 与

sup
z∈K

∣∣∣fnjℓ
(z)− f(z)

∣∣∣ ⩾ ε > 0, ∀ℓ

矛盾.故 {fn}在 D上内闭一致收敛.

习题 7.1.4 设 F是域 D上的全纯函数族, z0 ∈ D.证明：若

(1) Re f(z) ⩾ 0, ∀z ∈ D, f ∈ F;

(2) f(z0) = g(z0), ∀f, g ∈ F,

则 F是 D上的正规族.并举例说明条件 (2)是不可去掉的.

证明 (1) 由 Montel定理, 只需证 F 在 D 上内闭一致有界, 结合有限覆盖定理, 只需证 F 在 D 中任
一圆盘上一致有界, 故不妨设 D 为单位圆盘, z0 = 0, f(0) = w, 其中 f ∈ F.进一步地, 可不妨设
|w| ⩽ 1.考虑 g(z) =

f(z)− 1

f(z) + 1
, 令 h(z) =

g(0)− g(z)

1− g(0)g(z)
, 则 h(0) = 0且 |h(z)| ⩽ 1, 由 Schwarz引理

知 |h(z)| ⩽ |z|.由此可得 F在 D上内闭一致有界, 结论得证.
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(2) 考虑 fn(z) = n, 则 {fn(z)}∞n=0 是 D = {z ∈ C : Re z > 0}上的全纯函数列, 条件 (2)显然不满足,
此时 {fn(z)}在 D上不一致有界, 因此不是正规族.

习题 7.1.5 设 F是域 D上的正规全纯函数族, g是整函数.证明：{g ◦ f : f ∈ F}也是 D上的正规族.

证明 {g ◦ f : f ∈ F}在 D上显然内闭一致有界, 因此是 D上的正规族.

习题 7.1.6 设 D是有界域, 0 < M < +∞.证明：

F =

f ∈ H(D) :

∫∫
D

|f(z)|2 dxdy ⩽M


是 D上的正规族.

证明 对任意紧集K ⊂ D, 由有限覆盖定理可知, 存在 R > 0, 使得对任意 z ∈ D均有 B(z,R) ⊂ D.由定
理 8.4.5知, 对任意 f ∈ F, |f |2 都是 D上的次调和函数, 因此

|f(z)|2 ⩽ 1

πR2

∫
B(z,R)

|f(ζ)|2 dxdy ⩽ 1

πR2

∫
D

|f(ζ)|2 dxdy ⩽ M

πR2
,

因此 f(z)在 D上内闭一致有界, 由Montel定理, F是 D上的正规族.

习题 7.2.1 (推广的 Liouville定理)设 D是异于 C的单连通域.证明：若 f 是整函数, 并且 f(C) ⊂ D,
则 f 是常值函数.

证明 由 Riemann映射定理, 可取双全纯变换 g : D → B(0, 1), 则 g ◦ f 为有界整函数, 由 Liouville定理,
g ◦ f 为常值函数, 从而 f 为常值函数.

习题 7.2.2 设 D 是异于 C的单连通域, a ∈ D.证明：若 f 将 D 双全纯地映为 B(0, 1), 并且 f(a) = 0,
f ′(a) > 0, 则

min
z∈∂D

|z − a| ⩽ 1

f ′(a)
⩽ max

z∈∂D
|z − a|.

称
1

f ′(a)
为 D在 a处的映射半径.

证明 令 F (w) =


f−1(w)− a

w
, w ∈ B(0, 1) \ {0},

1

f ′(a)
, w = 0.

由 Morera定理易知 F ∈ H(B(0, 1)).由最大模原

理,
min
|w|=1

∣∣f−1(w)− a
∣∣ = min

|w|=1
|F (w)| ⩽ |F (0)| ⩽ max

|w|=1
|F (w)| = max

|w|=1

∣∣f−1(w)− a
∣∣.

由边界对应定理, f−1 将 ∂B(0, 1)一一地映为 ∂D, 因此上式可改写为

min
z∈∂D

|z − a| ⩽ 1

f ′(a)
⩽ max

z∈∂D
|z − a|.

习题 7.2.3 设 D是异于 C的单连通域, a ∈ D, f 将 D双全纯地映为 B(0, 1), 并且 f(a) = 0, f ′(a) > 0.
证明：若 g将 D双全纯地映为 B(0, 1), p = g−1(0), 则

g(z) =
g′(a)

|g′(a)|
· f(z)− f(p)

1− f(p)f(z)
.
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证明 由于 g ◦ f−1 ∈ Aut(D), 故它具有形式 g ◦ f−1(z) = eiθ z − z0
1− z0z

, 其中 |z0| < 1, θ ∈ R待定.由于
g ◦ f−1(f(p)) = g(p) = 0, 因此 z0 = f(p).由

g′(a)

f ′(a)
=
(
g ◦ f−1

)′
(0) = eiθ

(
z − f(p)

1− f(p)z

)′∣∣∣∣∣
z=0

= eiθ
(
1− |f(p)|2

)

及 f ′(a) > 0, |f(p)| < 1可知 eiθ =
g′(a)

|g′(a)|
.故

g ◦ f−1(z) =
g′(a)

|g′(a)|
· z − f(p)

1− f(p)z

z→f(z)

g(z) =
g′(a)

|g′(a)|
· f(z)− f(p)

1− f(p)f(z)
.

习题 7.2.4 设 D 为异于 C 的凸域, a ∈ D, F = {f ∈ H(D) : f(a) = 0, f ′(a) > 0}. 证明：F 中满足
f(D) = B(0, 1)和 Re f ′(z) ⩾ 0 (∀z ∈ D)的 f 最多只有一个.

证明 对任意 f ∈ F, 若 Re f ′(z) ⩾ 0, ∀z ∈ D, 我们证明 f 必为单叶函数.用反证法, 假设存在不同的两点
z1, z2 ∈ D, 使得 f(z1) = f(z2), 由于 D为凸域 (从而为单连通域), 我们有

0 = f(z2)− f(z1) =

∫
[z1,z2]

f ′(ζ)dζ =

∫ 1

0

f ′(z1 + t(z2 − z1))(z2 − z1)dt,

因此 ∫ 1

0

f ′(z1 + t(z2 − z1))dt = 0 =⇒
∫ 1

0

Re f ′(z1 + t(z2 − z1))dt = 0

Re f ′(z)⩾0
=======⇒ Re f ′(z) = 0, ∀z ∈ [z1, z2].

同习题 2.2.2 (1)可知 f ′(z)在 [z1, z2]上为常数, 再由全纯函数零点孤立性可知 f ′(z)在D上为常数, 从而
在D上 Re f ′(z) ≡ 0, 这与 Re f ′(a) = f ′(a) > 0矛盾.故 f 为单叶函数, 结合 f(D) = B(0, 1), 由 Riemann
映射定理, f 唯一.

习题 7.2.7 设 D是异于 C的单连通域, a ∈ D, R为 D在 a处的映射半径 (定义见习题 7.2.2).证明：若
F ∈ H(D), F (a) = 0, F ′(a) = 1, 则 ∫∫

D

|F ′(z)|2 dxdy ⩾ πR2.

等号成立当且仅当 F 是将 D映为 B(0, R)的双全纯映射.

证明 令 f 为从 B(0, 1)到 D的双全纯映射, 满足 f(0) = a, f ′(0) > 0.由于 f 作为 R2上映射的 Jacobi行
列式为 |f ′|2, 且由定理 8.4.5, |(F ◦ f)′|2 为次调和函数, 我们有∫∫

D

|F ′(z)|2 dxdy =

∫∫
B(0,1)

|F ′ ◦ f(w)|2|f ′(w)|2 dxdy =

∫∫
B(0,1)

|(F ◦ f)′(w)|2 dxdy

⩾ π|(F ◦ f)′(0)|2 = π|F ′(a)f ′(0)|2 =
π∣∣(f−1)
′
(a)
∣∣2 = πR2.

等号成立当且仅当 |(F ◦ f)′|为常值函数, 由习题 2.2.2, (F ◦ f)′为常值函数, 结合 F ◦ f(0) = F (a) = 0即
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知 F ◦ f(z) = cz, 其中 c ∈ C, 故 F (z) = cf−1(z)是将 D映为 B(0, R)的双全纯映射.

习题 7.3.1 利用 Schwarz对称原理和边界对应定理证明：将 B(0, 1)映为自身的双全纯映射一定是分式
线性变换.

证明 任取将 B(0, 1)映为自身的双全纯映射 f , 由边界对应定理, f 可延拓为 B(0, 1)上的连续函数, 且

将 ∂B(0, 1)一一地映为 ∂B(0, 1).于是 f(z)可延拓为 f̃(z) =


f(z), |z| ⩽ 1,
1

f
(
1
z̄

) , |z| > 1.
由于 f 在 B(0, 1)上有且

仅有 1个零点, f̃ 在 ∂B(0, 1)上连续, 由 Painlevé原理可知 f̃ 为 C上的亚纯函数, 进而 f̃ ∈ Aut
(
C
)
.由定

理 5.3.5, f̃ 为分式线性变换, 从而 f 为分式线性变换.

习题 7.3.3 设 D是由简单闭曲线所围成的单连通域, z1, z2, z3 ∈ ∂D 是彼此不同的三点, 按 ∂D 的正向
排列.证明：若 w1, w2, w3 ∈ ∂B(0, 1)是彼此不同的三点, 按 ∂B(0, 1)的正向排列, 则存在唯一的 φ, 将 D

双全纯地映为 B(0, 1), 将 D同胚地映为 B(0, 1), 并且 f(zk) = wk, k = 1, 2, 3.

证明 (存在性) 由 Riemann映射定理与边界对应定理, 存在函数 f , 将 D双全纯地映为 B(0, 1), 并将 D

同胚地映为 B(0, 1), 再取分式线性变换 g使得 g(f(zi)) = wi (i = 1, 2, 3), 由分式线性变换的保圆性
即知 φ := g ◦ f 为所求.

(唯一性) 设函数 φ1, φ2 均满足题意, 则 φ1 ◦ φ−1
2 是 B(0, 1) 的全纯自同构 (从而为分式线性变换), 且

φ1 ◦ φ−1
2 (wi) = wi (i = 1, 2, 3), 由于三点可确定一个分式线性变换, φ1 ◦ φ−1

2 = Id, 即 φ1 = φ2.

习题 7.3.5 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0, f ′(0) = a > 0. 证明：若 f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1), 则 f 在

B
(
0,

a

1 +
√
1− a2

)
上双全纯.

证明 由 Schwarz 引理知 a = f ′(0) ∈ (0, 1). 设 f(z) 在 B(0, ρ) 上非单叶函数, 则存在不同的两点
z1, z2 ∈ B(0, ρ)使得 f(z1) = f(z2).由于 z1, z2 均为 f(z)− f(z1)的零点, 由定理 4.4.1,

1

2πi

∫
|z|=ρ

f ′(z)

f(z)− f(z1)
dz ⩾ 2.

记 γρ = f(∂B(0, ρ)), 则 γρ 不是简单闭曲线, 否则

1

2πi

∫
|z|=ρ

f ′(z)

f(z)− f(z1)
dz = 1

2πi

∫
|z|=ρ

dLog(f(z)− f(z1))
w=f(z) 1

2π
∆γρ Arg(w − f(z1)) = 1,

与前一式矛盾.因此 γρ 自交, 即存在不同的两点 ζ1, ζ2 ∈ ∂B(0, ρ), 使得 f(ζ1) = f(ζ2).由习题 4.5.20即得
|f(ζ1)| ⩽ ρ2.而由习题 4.5.21,

|ζ1|
a− |ζ1|
1− a|ζ1|

⩽ |f(ζ1)| =⇒ ρ · a− ρ

1− aρ
⩽ |f(ζ1)| ⩽ ρ2 =⇒ ρ ⩾ 1−

√
1− a2

a
=

a

1 +
√
1− a2

.

故 f 在 B
(
0,

a

1 +
√
1− a2

)
上双全纯.

补充题 1 求分式线性变换 T ∈ Aut(D), 使得 T (1) = e 5πi
4 且 T (a) = eπi

4 , 其中 |a| = 1.

解答 注意到 e 5πi
4 与 eπi

4 为对径点, 故先求分式线性变换 w ∈ Aut(D) 使得 w(1) = 1, w(−1) = a. 设
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w(z) = eiθ z − z0
1− z0z

, 其中 |z0| < 1, θ ∈ R待定.我们有


eiθ 1− z0

1− z0
= 1,

eiθ−1− z0
1 + z0

= a
=⇒ z0 = 1− eiθ(1− z0)

回代
==⇒ z0 =

a− 1

a+ 1
− 2a

a+ 1
e−iθ

回代
==⇒ eiθ =

a+ 1

ā+ 1

回代
==⇒ z0 =

a− 3

a+ 1
.

由 w−1 : 1 7→ 1, a 7→ −1知

T (z) = e 5πi
4 w−1(z) = e 5πi

4 · z + eiθz0
eiθ + z0z

= e 5πi
4 · (ā+ 1)z + (a− 3)

(ā− 3)z + (a+ 1)
.

补充题 2 对 t > 0定义 ϑ(t) =

∞∑
n=−∞

e−πn2t, 证明：ϑ(t) = t−
1
2ϑ
(
1
t

)
.

证明 令 f(z) = e−πz2t, 则

f̂(ξ) =

∫
R
e−πx2te−2πixξ dx = e−

πξ2

t

∫
R
e−πt(x+ iξ

t )
2

dx

= e−
πξ2

t

∫
R
e−πtx2 dx

t>0
2e−

πξ2

t · 1

2
√
t
=

1√
t
e−

πξ2

t .

由于 f ∈ F, 由 Poisson求和公式得

ϑ(t) =

∞∑
n=−∞

f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n) =
1√
t

∞∑
n=−∞

e−πn2

t = t−
1
2ϑ
(
1
t

)
.

补充题 3 设 t > 0, a ∈ R.证明：
∞∑

n=−∞

e−2πian

cosh
(
πn
t

) =

∞∑
n=−∞

t

cosh(π(n+ a)t)
.

证明 由于
1

coshπx 是 Fourier变换的不动点,

∫
R

e−2πixξ

coshπx dx =
1

coshπξ ,

由此可知 f(z) =
e−2πiaz

cosh
(
πz
t

) 的 Fourier变换为

f̂(ξ) =

∫
R

e−2πix(a+ξ)

cosh
(
πx
t

) dx
x=ty

t

∫
R

e−2πiy[t(a+ξ)]

cosh(πy) dy =
t

cosh(π(ξ + a)t)
.

由

|f(x)| =

∣∣∣∣∣ e−2πiax

cosh
(
πx
t

) ∣∣∣∣∣ = 2

eπx
t + e−πx

t
⩽ 2e−

π|x|
t

可见 f ∈ F, 故由 Poisson求和公式得

∞∑
n=−∞

e−2πian

cosh
(
πn
t

) =

∞∑
n=−∞

t

cosh(π(n+ a)t)
.
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补充题 4 补充用 Phragmén-Lindelöf定理实现 Paley-Wiener定理证明中 Step 3的细节：|f(x)| ⩽ 1,

|f(z)| ⩽ e2πM |z|
=⇒ |f(z)| ⩽ e2πM |y|.

证明 通过乘恰当的旋转因子可知, Phragmén-Lindelöf定理中的角状区域可换为第一象限.令 F (z) =

f(z)e2πiMz, 注意到 F (z)在第一象限的边界上有上界 1：

|F (x)| = |f(x)| ⩽ 1, ∀x ∈ R+,

|F (iy)| = |f(iy)|e−2πMy ⩽ e2πM |y|e−2πMy = 1, ∀y ∈ R+,

又 |F (z)| = |f(z)|
∣∣e2πiMz

∣∣ ⩽ e4πM |z|, 由 Phragmén-Lindelöf 定理知, 在第一象限中有 |F (z)| ⩽ 1, 即

|f(z)| ⩽
∣∣e−2πiMz

∣∣ = ∣∣∣e−2πiM(x+iy)
∣∣∣ = e2πMy .对余下三个象限类似讨论可得结论成立.

Stein 4.4.1 Suppose f is continuous and of moderate decrease, and f̂(ξ) = 0 for all ξ ∈ R. Show that
f = 0 by completing the following outline:

(1) For each fixed real number t consider the two functions

A(z) =

∫ t

−∞
f(x)e−2πiz(x−t) dx and B(z) = −

∫ ∞

t

f(x)e−2πiz(x−t) dx.

Show that A(ξ) = B(ξ) for all ξ ∈ R.

(2) Prove that the function F equal to A in the closed upper half-plane, and B in the lower half-plane,
is entire and bounded, thus constant. In fact, show that F = 0.

(3) Deduce that ∫ t

−∞
f(x)dx = 0,

for all t, and conclude that f = 0.

Proof (1) We have
A(ξ)−B(ξ) =

∫
R
f(x)e−2πiξ(x−t) dx = f̂(ξ) = 0.

(2) By Symmetry principle, the function F (z) :=

A(z), Im z ⩾ 0,

B(z), Im z < 0
is an entire function. Since f is

of moderate decrease, we see that

|A(z)| ⩽
∫ t

−∞
|f(x)|e2π Im(z)(x−t) dx ⩽

∫ t

−∞

A

1 + x2
dx ⩽ πA

is bounded in the closed upper-half plane. Similarly,

|B(z)| ⩽
∫ ∞

t

|f(x)|e2π Im(z)(x−t) dx ⩽
∫ ∞

t

A

1 + x2
dx ⩽ πA

is bounded in the lower-half plane. So F is both entire and bounded, thus constant by Liouville’s
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theorem. Let z = is for s ⩾ 0, we have

A(is) =
∫ t

−∞
f(x)e2πs(x−t) dx s→∞

0

by DCT. So F = 0.

(3) Take z = 0 we find
∫ t

−∞
f(x)dx = F (0) = 0 for all t, hence f = 0.

Stein 4.4.3 Show, by contour integration, that if a > 0 and ξ ∈ R then

1

π

∫ ∞

−∞

a

a2 + x2
e−2πixξ dx = e−2πa|ξ|,

and check that ∫ ∞

−∞
e−2πa|ξ|e2πiξx dξ = 1

π

a

a2 + x2
.

Proof Let f(z) = a

a2 + z2
e−2πizξ .

(1) If ξ = 0 then LHS =
1

π

∫
R

a

a2 + x2
dx = 1 = RHS.

(2) For ξ < 0, choose upper semicircle contour, from the residue formula we get

Re

Im
γ2

γ1 R−R

ai

∫
γ1

f(z)dz +
∫
γ2

f(z)dz = 2πi Res(f, ai) = 2πi lim
z→ai

a

z + ai e
−2πizξ = πe−2πa|ξ|.

Since when R→ +∞,∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ π

0

∣∣∣∣ a

a2 +R2e2iθ e
2πRξ sin θ

∣∣∣∣dθ ⩽ πa

R2 − a2
→ 0,

it follows that ∫
R

a

a2 + x2
e−2πixξ dx = πe−2πa|ξ|.

(3) For ξ > 0, choose lower semicircle contour, like in (2) we get

Re

Im

γ2

γ1 R−R

−ai
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∫
γ1

f(z)dz +
∫
γ2

f(z)dz = 2πi Res(f,−ai) = 2πi lim
z→−ai

a

z − ai e
−2πizξ = −πe−2πa|ξ|.

When R→ +∞, ∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫ 0

−π

∣∣∣∣ a

a2 +R2e2iθ e
2πRξ sin θ

∣∣∣∣dθ ⩽ πa

R2 − a2
→ 0,

hence ∫
R

a

a2 + x2
dx = −

(
−πe−2πa|ξ|

)
= πe−2πa|ξ|.

For the second part of the exercise, notice f ∈ F, so Fourier inversion implies the result.

Stein 4.4.7 The Poisson summation formula applied to specific examples often provides interesting
identities.

(1) Let τ be fixed with Im(τ) > 0. Apply the Poisson summation formula to

f(z) = (τ + z)−k,

where k is an integer ⩾ 2, to obtain

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)k
=

(−2πi)k
(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1e2πimτ .

(2) Set k = 2 in the above formula to show that if Im(τ) > 0, then

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
=

π2

sin2(πτ)
.

(3) Can one conclude that the above formula holds true whenever τ is any complex number that is
not an integer?

Proof (1) ¬ For ξ ⩽ 0, choose upper semicircle contour.

Re

Im
γ2

γ1 R−R

Since (τ + z)−ke−2πizξ is holomorphic in the upper half-plane, we have∫
γ1

(τ + z)−ke−2πizξ dz +
∫
γ2

(τ + z)−ke−2πizξ dz = 0.
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When R→ +∞,∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

(τ + z)−ke−2πizξ dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ π

0

e−2πiξReiθRi
(τ +Reiθ)k dθ

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ π

0

R
∣∣∣e−2πiξReiθ

∣∣∣
(R− |τ |)k

dθ

⩽ πR2e2πξR sin θ

(R− |τ |)k
ξ⩽0

⩽ πR2

(R− |τ |)k
k⩾2

0,

hence when ξ ⩽ 0 we get

f̂(ξ) =

∫
R
(τ + x)−ke−2πixξ dx = 0.

­ For ξ > 0, choose lower semicircle contour.

Re

Im

γ2

γ1 R−R

−τ

The residue at −τ is

Res
(
(τ + z)−ke−2πizξ,−τ

)
=

1

(k − 1)!

(
e−2πizξ)(k−1)

∣∣∣∣∣
z=−τ

=
(−2πiξ)k−1

(k − 1)!
e2πiτξ,

thus ∫
γ1

(τ + z)−ke−2πizξ dz +
∫
γ2

(τ + z)−ke−2πizξ dz = − (−2πi)kξk−1

(k − 1)!
e2πiτξ.

When R→ +∞,∣∣∣∣∣∣
∫
γ2

(τ + z)−ke−2πizξ dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 0

−π

e−2πiξReiθRi
(τ +Reiθ)k dθ

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ 0

−π

R
∣∣∣e−2πiξReiθ

∣∣∣
(R− |τ |)k

dθ

⩽ πR2e2πξR sin θ

(R− |τ |)k
ξ>0

⩽ πR2

(R− |τ |)k
k⩾2

0,

hence when ξ > 0 we get

f̂(ξ) =

∫
R
(τ + x)−ke−2πixξ dx =

(−2πi)kξk−1

(k − 1)!
e2πiτξ.

Since f ∈ F, by Poisson summation formula we have

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)k
=

(−2πi)k
(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1e2πimτ .
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(2) Set k = 2 in the above formula, we get

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
= −4π2

∞∑
m=1

me2πimτ .

To finish the proof, notice that when Im(τ) > 0 we have
∣∣e2πiτ ∣∣ = e−2π Im(τ) < 1, hence

∞∑
m=1

me2πimτ =
1

2πi

∞∑
m=1

∂

∂τ

(
e2πimτ

)
=

1

2πi
∂

∂τ

( ∞∑
m=1

e2πimτ

)
=

1

2πi
∂

∂τ

(
e2πiτ

1− e2πiτ

)
=

e2πiτ

(1− e2πiτ )2
=

1

(eπiτ − e−πiτ )2
=

1

−4 sin2(πτ)
.

(3) For the case that Im(τ) < 0, by replacing τ with −τ , we see the formula in (2) still holds. When
τ is a real number that is not an integer, the same formula holds by the isolating property of the
zeros of a holomorphic function.

Stein 4.4.9 Here are further results similar to the Phragmén-Lindelöf theorem.

(1) Let F be a holomorphic function in the right half-plane that extends continuously to the boundary,
that is, the imaginary axis. Suppose that |F (iy)| ⩽ 1 for all y ∈ R, and

|F (z)| ⩽ Cec|z|γ

for some c, C > 0 and γ < 1. Prove that |F (z)| ⩽ 1 for all z in the right half-plane.

(2) More generally, let S be a sector whose vertex is the origin, and forming an angle of π
β . Let F

be a holomorphic function in S that is continuous on the closure of S, so that |F (z)| ⩽ 1 on the
boundary of S and

|F (z)| ⩽ Cec|z|α for all z ∈ S

for some c, C > 0 and 0 < α < β. Prove that |F (z)| ⩽ 1 for all z ∈ S.

Proof We prove (2) directly. Let Fε(z) = F (z)e−εzr , where r ∈ (α, β) ∩Q and ε > 0. Then

|Fε(z)| = |F (z)|e−ε|z|r cos(r arg z) ⩽ Cec|z|α−ε|z|r cos(r arg z).

Without loss of generality, we consider the sector

S =

{
z ∈ C : − π

2β
< arg z < π

2β

}
,

then r arg z ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
and cos(r arg z) > 0. Hence |Fε(z)| → 0 as |z| → ∞, and we can conclude that

|Fε(z)| achieves its maximum on S at some point z0 6= ∞. Using the maximum modulus principle on
some region with compact closure that contains z0, we see that z0 must lie on the boundary of S. Thus
|Fε(z)| ⩽ |Fε(z0)| ⩽ 1, and by letting ε→ 0 we get |F (z)| ⩽ 1 for all z ∈ S.

Stein 4.4.11 One can give a neater formulation of the result in Exercise 10 by proving the following
fact.
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Suppose f(z) is an entire function of strict order 2, that is,

f(z) = O
(
ec1|z|2

)
for some c1 > 0. Suppose also that for x real,

f(x) = O
(
e−c2|x|2

)
for some c2 > 0. Then

|f(x+ iy)| = O
(
e−ax2+by2

)
for some a, b > 0. The converse is obviously true.

Proof For z = x+ iy, if x2 ⩽ y2, then

c1|z|2 = c1
(
x2 + y2

)
⩽ 2c1y

2 ⩽ 3c1y
2 − c1x

2,

and so we already have
|f(z)| = O

(
ec1|z|2

)
= O

(
e−c1x

2+3c1y
2
)
,

which is the desired result. So we may assume x2 > y2. By symmetry, we can only focus on the sector
S =

{
z ∈ C : 0 < arg z < π

4

}
. Let

gε(z) = f(z)e[c2−ε+i(c1+ε)]z2 for ε > 0,

then |gε(z)| ⩽ ec|z|2 in S for some c > 0. And on the boundary of S, we have

|gε(x)| = |f(x)|e(c2−ε)x2 ⩽ C2e−c2x
2e(c2−ε)x2

= C2e−εx2

, x ⩾ 0,∣∣gε(Reiπ4
)∣∣ = |f(x)|e−(c1+ε)R2 ⩽ C1ec1R

2e−(c1+ε)R2

= C1e−εR2

, R ⩾ 0.

So |gε(z)| ⩽ Ce−ε|z|2 on the boundary of S for some C > 0. Now we can apply Exercise 4.4.9 (2), where
we take α = 2 and β = 4, to the function gε(z)eε|z|

2 (recall
∣∣∣gε(z)eε|z|2 ∣∣∣ ⩽ e(c+ε)|z|2), and conclude that

∣∣∣gε(z)eε|z|2 ∣∣∣ ⩽ C for all z ∈ S.

Then let ε→ 0 we get

|f(z)| ·
∣∣∣e(c2+ic1)(x+iy)2

∣∣∣ = |f(z)|ec2(x
2−y2)−2c1xy ⩽ C for x+ iy ∈ S.

Hence

|f(x)| ⩽ Ce−c2(x2−y2)+2c1xy
λ>0
⩽ Ce−c2(x2−y2)+c1λx

2+
c1
λ y2

= Ce−(c2−c1λ)x
2+(c2+ c1

λ )y2

,

choosing λ < c2
c1

we complete the proof with a = c2 − c1λ and b = c2 +
c1
λ
.

Stein 4.4.12 The principle that a function and its Fourier transform cannot both be too small at infinity
is illustrated by the following theorem of Hardy.
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If f is a function on R that satisfies

f(x) = O
(
e−πx2

)
and f̂(ξ) = O

(
e−πξ2

)
,

then f is a constant multiple of e−πx2 . As a result, if f(x) = O
(
e−πAx2

)
, and f̂(ξ) = O

(
e−πBξ2

)
, with

AB > 1 and A,B > 0, then f is identically zero.

(1) If f is even, show that f̂ extends to an even entire function. Moreover, if g(z) = f̂
(
z

1
2

)
, then g

satisfies
|g(x)| ⩽ ce−πx and |g(z)| ⩽ ceπR sin2 θ

2 ⩽ ceπ|z|

when x ∈ R and z = Reiθ with R ⩾ 0 and θ ∈ R.

(2) Apply the Phragmén-Lindelöf principle to the function

F (z) = g(z)eγz where γ = iπ e− iπ
2β

sin π
2β

and the sector 0 ⩽ θ ⩽ π
β < π, and let β → 1 to deduce that eπzg(z) is bounded in the closed

upper half-plane. The same result holds in the lower half-plane, so by Liouville’s theorem eπzg(z)
is constant, as desired.

(3) If f is odd, then f̂(0) = 0, and apply the above argument to f̂(z)
z

to deduce that f = f̂ = 0. Finally,
write an arbitrary f as an appropriate sum of an even function and an odd function.

Proof (1) Since f̂(ξ) = O
(
e−πξ2

)
, f̂ can be extended to an entire function by Theorem 3.1. Moreover,

when f is even,
f̂(−ξ) =

∫
R
f(x)e2πixξ dx =

∫
R
f(−x)e−2πixξ dx = f̂(ξ)

for all ξ ∈ R, which implies that f̂(z)− f̂(−z) is identically zero in the whole complex plane. So f̂
extends to an even entire function. For g(z) = f̂

(
z

1
2

)
, we have

|g(x)| =
∣∣∣f̂(x 1

2

)∣∣∣ ⩽ ce−πx

and ∣∣∣f̂(Reiθ
)∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

R
f(x)e−2πixR(cos θ+i sin θ) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫
R
|f(x)|e2πxR sin θ dx

⩽
∫
R
ce−πx2+2πxR sin θ dx = ceπR2 sin2 θ

∫
R
e−π(x−R sin θ)2 dx

= ceπR2 sin2 θ,

and so ∣∣g(Reiθ
)∣∣ = ∣∣∣f(R 1

2 ei( θ
2+kπ)

)∣∣∣ ⩽ ceπR sin2 θ
2 ⩽ ceπR.

(2) First we show that

∣∣F (Reiθ
)∣∣ = ∣∣g(Reiθ

)∣∣ · ∣∣∣∣∣ei πR
sin π

2β
ei(θ−

π
2β )
∣∣∣∣∣ = ∣∣g(Reiθ

)∣∣e− πR
sin π

2β
sin(θ− π

2β )
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(1)
⩽ ceπR(1−εθ), where εθ =

sin
(
θ − π

2β

)
sin π

2β

.

For β > 1, consider the sector S =
{
z ∈ C : 0 < arg z < π

β

}
, on its boundary we have

|F (x)| = |g(x)| ·
∣∣∣∣ei πx

sin π
2β

(cos π
2β−i sin π

2β )
∣∣∣∣ = |g(x)|eπx

(1)
⩽ ce−πx · eπx = c, ∀x ⩾ 0,∣∣∣F (Reiπβ

)∣∣∣ ⩽ ceπR(1−1) = c, ∀R ⩾ 0.

Hence |F (z)| ⩽ 1 on the boundary of S. Note that |εθ| ⩽ 1 for 0 ⩽ θ ⩽ π
β , so∣∣F (Reiθ

)∣∣ ⩽ ce2πR, 0 ⩽ θ ⩽ π

β
.

Since β > 1, we can apply result in Exercise 4.4.9 (2) to F (z)

c
to get |F (z)| ⩽ c for all z in S. Let

β → 1, then γ → π and we conclude that |g(z)eπz| ⩽ c for all z in the upper half-plane. The same
result holds in the lower half-plane, so by Liouville’s theorem eπzg(z) is constant.

(3) If f is odd, then f̂(0) = 0, f̂ extends to an odd entire function by the same argument in (1), and
f̂(z)

z
is even. Let h(z) = f̂

(
z

1
2

)
z−

1
2 and we get the same bound as in (1), then follow the same

argument in (2) to conclude that h(z) is constant for all z ∈ C. Hence from f̂(0) = 0 we see f̂ ≡ 0

and then f ≡ 0 by Fourier inversion.
Finally, for an arbitrary f , by decomposing f into even and odd parts, we see that f is a constant

multiple of e−πx2 .

Stein 4.5.3 In this problem, we investigate the behavior of certain bounded holomorphic functions in
an infinite strip. The particular result described here is sometimes called the three-lines lemma.

(1) Suppose F (z) is holomorphic and bounded in the strip 0 < Im(z) < 1 and continuous on its
closure. If |F (z)| ⩽ 1 on the boundary lines, then |F (z)| ⩽ 1 throughout the strip.

(2) For the more general F , let sup
x∈R

|F (x)| =M0 and sup
x∈R

|F (x+ i)| =M1. Then,

sup
x∈R

|F (x+ iy)| ⩽M1−y
0 My

1 , if 0 ⩽ y ⩽ 1.

(3) As a consequence, prove that log sup
x∈R

|F (x+ iy)| is a convex function of y when 0 ⩽ y ⩽ 1.

Proof (1) Let Fε(z) = F (z)e−εz2 for some ε > 0, then

|Fε(z)| = |F (z)|e−ε(x2−y2) → 0 as x→ ∞.

Hence |Fε(z)| achieves its maximum in the strip at some point z0 6= ∞. Using the maximum
modulus principle on some region with compact closure that contains z0, we see that z0 must lie
on the boundary of the strip. Thus |Fε(z)| ⩽ |Fε(z0)| ⩽ 1, and by letting ε → 0 we get |F (z)| ⩽ 1

throughout strip.
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(2) Let G(z) =M−iz−1
0 M iz

1 F (z), then G(z) satisfies the conditions of (1), i.e.

|G(x)| =
∣∣M−ix−1

0

∣∣ · ∣∣M ix
1

∣∣ · |F (x)| =M−1
0 |F (x)| ⩽ 1, ∀x ∈ R,

|G(x+ i)| =
∣∣∣M−i(x+i)−1

0

∣∣∣ · ∣∣∣M i(x+i)
1

∣∣∣ · |F (x+ i)| =M−1
1 |F (x+ i)| ⩽ 1, ∀x ∈ R.

By (1), we have |G(z)| ⩽ 1 throughout the strip, i.e.

|G(z)| =
∣∣∣M−i(x+iy)−1

0

∣∣∣ · ∣∣∣M i(x+iy)
1

∣∣∣ · |F (z)| =My−1
0 M−y

1 |F (x+ iy)| ⩽ 1,

which implies the desired result.

(3) Set M(y) = sup
x∈R

|F (x + iy)| for y ∈ [0, 1]. For 0 ⩽ y1 < y2 ⩽ 1, by scaling we see the result in (2)

applies to the strip y1 < Im z < y2, i.e., for all y ∈ [y1, y2],

logM(y) ⩽ log
(
M(y1)

y2−y
y2−y1M(y2)

y−y1
y2−y1

)
=

y2 − y

y2 − y1
logM(y1) +

y − y1
y2 − y1

logM(y2),

which implies the convexity of logM(y).

补充题 5 设 |w| ⩽ 1, 估计使 |1− ew| ⩽ c|w|成立的常数 c.

解答 记 f(w) =
1− ew
w
, 由于 0是可去奇点, 因此 f ∈ H(B(0, 1)), 作幂级数展开可得

ew − 1 =

∞∑
n=1

wn

n!
=⇒ |f(w)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

wn

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

n=0

1

(n+ 1)!
= e− 1.

因此可取 c = e− 1 (代入 w = 1可知这是最佳常数).

Stein 5.6.1 Give another proof of Jensen’s formula in the unit disc using the functions (called Blaschke
factors)

ψα(z) =
α− z

1− ᾱz
.

Proof Let Ω be an open set that contains the closure of a disc DR and suppose that f is holomorphic
in Ω, f(0) 6= 0, and f vanishes nowhere on the circle CR. Let z1, · · · , zN denote the zeros of f inside the
disc (counted with multiplicities), we want to show that

log |f(0)| =
N∑

k=1

log
(
|zk|
R

)
+

1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣f(Reiθ)

∣∣dθ.
(1) First, we observe that if f1 and f2 are two functions satisfying the hypotheses and the conclusion

of the theorem, then so does their product f1f2.

(2) By setting f̃(z) = f(Rz), what we want to prove can be reduced to the specific case when R = 1.
Note that the function

g(z) =
f(z)

ψz1(z) · · ·ψzN (z)

initially defined on Ω \ {z1, · · · , zN}, is bounded near each zj . Therefore each zj is a removable
singularity, and hence we can write

f(z) = ψz1(z) · · ·ψzN (z)g(z)
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where g is holomorphic in Ω and nowhere vanishing in B(0, 1). By (1) above, it suffices to prove
Jensen’s formula for functions like g that vanish nowhere, and for Blaschke factors.

(3) The case of functions that vanish nowhere follows from the mean value theorem for holomorphic
functions. So it remains to show the result for Blaschke factors. We have

log|ψα(0)| = log |α| = log |α|+ 1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣ψα(eiθ)

∣∣dθ
since |ψα(z)| = 1 for z ∈ ∂B(0, 1).

Stein 5.6.3 Show that if τ is fixed with Im(τ) > 0, then the Jacobi theta function

Θ(z | τ) =
∞∑

n=−∞
eπin2τe2πinz

is of order 2 as a function of z.

Proof We have

|Θ(z | τ)| ⩽
∞∑

n=−∞

∣∣∣eπin2τe2πinz
∣∣∣ ⩽ ∞∑

n=−∞
e−πn2 Im(τ)+2πn|z|

=
∑

n<
4|z|
Im(τ)

e−πn2 Im(τ)+2πn|z|

︸ ︷︷ ︸
2πn|z| ⩽ 8π|z|2

Im(τ)
when n <

4|z|
Im(τ)

+
∑

n⩾ 4|z|
Im(τ)

e−πn2 Im(τ)+2πn|z|

︸ ︷︷ ︸
−n2 Im(τ) + 2n|z| ⩽ −n2 Im(τ)

2 when n ⩾ 4|z|
Im(τ)

⩽ e
8π|z|2
Im(τ)

∑
n<

4|z|
Im(τ)

e−πn2 Im(τ) +
∑

n⩾ 4|z|
Im(τ)

e−
πn2 Im(τ)

2

e−x⩽ 1
x+1

⩽ e
8π|z|2
Im(τ)

∑
n<

4|z|
Im(τ)

1

πn2 Im(τ) + 1
+

∑
n⩾ 4|z|

Im(τ)

1
πn2 Im(τ)

2 + 1

⩽ C1e
8π|z|2
Im(τ) + C2.

It remains to show that the order is at least 2. We use repeatedly Proposition 1.1 (iii) in Chapter 10,
which is about the quasi-periodicity of Θ(z | τ), to see that

Θ(x+mτ | τ) = e−2πimx−πim2τΘ(x | τ).

Then take x = 0 to get
|Θ(mτ | τ)| = eπm2 Im(τ)Θ(0 | τ) = AeB|mτ |2 ,

which shows that the order of Θ(z | τ) is at least 2.

Stein 5.6.5 Show that if α > 1, then

Fα(z) =

∫ ∞

−∞
e−|t|αe2πizt dt

is an entire function of growth order α

α− 1
.
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Proof By Fubini’s theorem we have∫
γ

Fα(z)dz =
∫
γ

∫ ∞

−∞
e−|t|αe2πizt dtdz =

∫ ∞

−∞

∫
γ

e−|t|αe2πizt dz dt =
∫ ∞

−∞
0dt = 0

for all closed curves γ, hence from Morera’s theorem we see that Fα(z) is an entire function. To approx-
imate the order of Fα(z), we first set A = 4π and observe that

� If |t|α−1 ⩽ A|z|, then

−|t|α

2
+ 2π|z||t| ⩽ 2π|z||t| ⩽ 2π|z|A

1
α−1 |z|

1
α−1 = 2πA

1
α−1 |z|

α
α−1 .

� If |t|α−1 > A|z|, then

−|t|α

2
+ 2π|z||t| ⩽ 2π|z||t| = |t|

(
−|t|α−1

2
+ 2π|z|

)
⩽ |t|

(
−A|z|

2
+ 2π|z|

)
= |t||z|

(
2π − A

2

)
= 0.

So we can conclude that
−|t|α

2
+ 2π|z||t| ⩽ 2π|z||t| ⩽ c|z|

α
α−1 (5.6.5–1)

for some constant c > 0. Denote ρ the order of growth of Fα(z).

(1) We first show that ρ ⩽ α

α− 1
. Using (5.6.5–1) we have

|Fα(z)| ⩽
∫
R
e−|t|α+2π|z||t| dt =

∫
R
e−

|t|α
2 e−

|t|α
2 +2π|z||t| dt

⩽ ec|z|
α

α−1

∫
R
e−

|t|α
2 dt = 2ec|z|

α
α−1

∫ +∞

0

e− tα

2 dt

⩽ 2ec|z|
α

α−1

(
1 +

∫ +∞

1

e− t
2 dt

)
= 2c

(
1 + e− 1

2

)
ec|z|

α
α−1

,

hence ρ ⩽ α

α− 1
.

(2) Next we show that ρ ⩾ α

α− 1
. For simplicity we consider Gα(z) = Fα

(
z
2πi
)
=

∫
R
e−|t|αezt dt and

it has the same order of growth as Fα(z). Suppose to the contrary that ρ < α

α− 1
, and that

|Gα(z)| ⩽ AeB|z|ρ , ∀z ∈ C

for some positive constants A and B. For R ∈ R>0, we have

Gα(R) =

∫
R
e−|t|αeRt dt >

∫ +∞

0

e−tαeRt dt >
∫ R

1
α−1

2

0

e−tαeRt dt > e−Rρ

2α

∫ R
1

α−1

2

0

eRt dt.

Therefore we have

Gα(R) > e−R
α

α−1

2α
1

R

(
eR

α
α−1

2 − 1

)
=

1

R

(
e( 1

2−
1

2α )R
α

α−1 − 1

)
.
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But we know that

Gα(R) ⩽ AeBRρ

=⇒ 1

R

(
e( 1

2−
1

2α )R
α

α−1 − 1

)
< AeBRρ

,

which does not hold for large R by our assumption that ρ < α

α− 1
.

Now we conclude that Fα(z) is an entire function of growth order α

α− 1
.

Stein 5.6.7 Establish the following properties of infinite products.

(1) Show that if
∞∑

n=1

|an|2 converges, then the product
∞∏

n=1

(1 + an) converges to a non-zero limit if and

only if
∞∑

n=1

an converges.

(2) Find an example of a sequence of complex numbers {an} such that
∞∑

n=1

an converges but
∞∏

n=1

(1+an)

diverges.

(3) Also find an example such that
∞∏

n=1

(1 + an) converges and
∞∑

n=1

an diverges.

Solution (1) If
∞∑

n=1

|an|2 converges, then lim
n→∞

an = 0, hence

lim
n→∞

an − log(1 + an)

a2n
=

1

2
.

By the limit comparison test, we see that
∞∑

n=1

[an − log(1 + an)] converges, then

∞∏
n=1

(1 + an) converges to a non-zero limit ⇐⇒
∞∑

n=1

log(1 + an) converges ⇐⇒
∞∑

n=1

an converges.

(2) Let an =
(−1)n√

n
, then

∞∑
n=2

an converges by the Leibniz’s test for alternating series, but

∞∏
n=2

an =

∞∏
k=1

(
1 +

1√
2k

)(
1− 1√

2k + 1

)
=:

∞∏
k=1

bk,

since bk <
(
1 + 1√

2k+1

)(
1− 1√

2k+1

)
= 1 − 1

2k+1 , we have 1 − bk >
1

2k+1 and hence
∞∑
k=1

(1 − bk)

diverges. Note that bk → 1, therefore

lim
k→∞

− log bk
1− bk

= 1.
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Hence
∞∑
k=1

− log bk diverges by the limit comparison test, and it follows that

∞∑
k=1

log bk diverges =⇒
∞∏
k=1

bk =

∞∏
n=2

an diverges.

(3) Let

an =


− 1√

k
, n = 2k − 1,

1√
k
+

1

k
+

1

k
√
k
, n = 2k.

Then
2N∑
n=1

an =

N∑
k=1

(a2k−1 + a2k) =

N∑
k=1

1√
k
+

N∑
k=1

1

k
√
k

N→∞
+∞,

but

2N∏
n=2

(1 + an) = (1 + a2)

N∏
k=2

(1 + a2k−1)(1 + a2k) = 4

N∏
k=2

(
1− 1√

k

)(
1 +

1√
k

)(
1 +

1

k

)

= 4

N∏
k=2

k − 1

k
· k + 1

k
= 4 · N + 1

2N

N→∞
2.

Stein 5.6.9 Prove that if |z| < 1, then

(1 + z)
(
1 + z2

)(
1 + z4

)(
1 + z8

)
· · · =

∞∏
k=0

(
1 + z2

k
)
=

1

1− z
.

Proof If we denote Pn =

n−1∏
k=0

(
1 + z2

n
)
, then

(1− z)Pn = (1− z)(1 + z)
(
1 + z2

)
· · ·
(
1 + z2

n−1
)
= 1− z2n.

Hence Pn =
1− z2n

1− z
and by taking the limit as n→ ∞ we get the desired result when |z| < 1.

Stein 5.6.10 Find the Hadamard products for:

(1) ez − 1;

(2) cosπz.

Solution (1) Since ez−1 has growth order 1 and ez−1 = 0 ⇐⇒ z = 2πin for n ∈ Z, by Hadamard’s
factorization theorem we see it has the form

ez − 1 = eAz+Bz

∞∏
n=1

(
1− z

2πin
)(

1 +
z

2πin
)
e z

2πin− z
2πin = eAz+Bz

∞∏
n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)
.

Then
e z

2 − e− z
2 = e(A− 1

2 )z+Bz

∞∏
n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)
.
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Since LHS is odd we get A = 1
2 , and from

1 = lim
z→0

ez − 1

z
= lim

z→0
eB

∞∏
n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)

we see that B = 0. So we have

ez − 1 = z

∞∏
n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)
.

(2) Since cosπz has growth order 1 and cosπz = 0 ⇐⇒ z = n + 1
2 for n ∈ Z, by Hadamard’s

factorization theorem we see it has the form

cosπz = eAz+B
∏
n∈Z

(
1− z

n+ 1
2

)
e

z

n+1
2 = eAz+B

∞∏
n=1

(
1− 4z2

(2n− 1)2

)
.

Since LHS is even we get A = 0, and by letting z = 0 we see that B = 0. So we have

cosπz =
∞∏

n=1

(
1− 4z2

(2n− 1)2

)
.

Stein 5.6.13 Show that the equation ez − z = 0 has infinitely many solutions in C.

Proof Suppose to the contrary that ez−z = 0 has only finitelymany solutions, then since ez−z is entire
and has growth order 1, by Hadamard’s factorization theorem we have ez − z = eAz+BP (z) for some
polynomial P (z). Then P (z) = ez − z

eAz+B
= O

(
e(1−A)z

)
, which is possible only when P (z) is constant and

A = 1, and hence z = ez
(
1− eBC

)
for some constant C, which is impossible.

Stein 5.6.14 Deduce from Hadamard’s theorem that if F is entire and of growth order ρ that is non-
integral, then F has infinitely many zeros.

Proof Let k = bρc, then k < ρ < k+1. Suppose to the contrary thatF has only finitelymany zeros, then
by Hadamard’s factorization theorem we have F (z) = eP (z)Q(z) for some polynomials with degP ⩽ k.
However, this implies that F has growth order at most k, which is a contradiction.

Stein 5.7.1 Prove that if f is holomorphic in the unit disc, bounded and not identically zero, and
z1, z2, · · · , zn, · · · are its zeros (|zk| < 1), then∑

n

(1− |zn|) <∞.

Proof Without loss of generality, we may assume that f(0) 6= 0 (otherwise just factor out zm) and the
number of zeros is infinite. Fix k ∈ N and consider r ∈ (0, 1) such that n(r) > k and f vanishes nowhere
on the circle |z| = r, where n(r) denotes the number of zeros of f (counted with their multiplicities)
inside the disc |z| < r. Recall Jensen’s formula:

1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣f(reiθ)∣∣dθ − log |f(0)| =

n(r)∑
n=1

log
(

r

|zn|

)
.
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The boundedness of f implies that there existsM > 0 such that

|f(0)|
k∏

n=1

r

|zn|
⩽ |f(0)|

n(r)∏
n=1

r

|zn|
= exp

{
1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣f(reiθ)∣∣dθ} ⩽M.

Let r → 1− to see that
k∏

n=1

|zn| ⩾
|f(0)|
M

for all k ∈ N.

Then by taking k → ∞ we find
∞∏

n=1

|zn| ⩾
|f(0)|
M

> 0.

Therefore, by taking the logarithm we have

∞∑
n=1

(− log |zn|) <∞

and lim
n→∞

|zn| = 1. Hence lim
n→∞

− log |zn|
1− |zn|

= 1 and by the comparison test we get

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞.
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