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习题 1 证明: Fk(K;R)
∂k

Fk−1(K;R)
∂k−1

Fk−2(K;R)满足 ∂k−1 ◦ ∂k = 0.

证明 我们有

∂k−1 ◦ ∂k(〈x0, · · · , xk〉)

=

k∑
i=0

(−1)i∂k−1(〈x0, · · · , x̂i, · · · , xk〉)

=

k∑
i=0

(−1)i

∑
j<i

(−1)j〈x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xk〉+
∑
j>i

(−1)j+1〈x0, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xk〉


=

k∑
i=0

∑
j<i

(−1)i+j〈x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xk〉+
k∑
j=1

∑
i<j

(−1)i+j+1〈x0, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xk〉

=

k∑
i=1

∑
j<i

(−1)i+j〈x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xk〉 −
k∑
j=1

∑
i<j

(−1)i+j〈x0, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xk〉

=0.

习题 2 证明: {A ⊂ |K| : ∀σ ∈ K,A ∩ σ在σ中闭}作为一族闭集给出了 |K|的一个拓扑, 称为多面体
拓扑.

证明 (1) 由定义, ∅, |K|是 |K|中闭集.

(2) 若 A1, A2 均为 |K|中闭集, 则对任意 σ ∈ K, A1 ∩ σ,A2 ∩ σ 均在 σ 中闭, 从而 (A1 ∪ A2) ∩ σ =

(A1 ∩ σ) ∪ (A2 ∩ σ)在 σ中闭, 即 A1 ∩A2 在 |K|中闭.

(3) 若 {Aλ : λ ∈ Λ}是 |K|中的闭集族, 则由

(⋂
λ∈Λ

Aλ

)
∩ σ =

⋂
λ∈Λ

(Aλ ∩ σ)可知
⋂
λ∈Λ

Aλ在 |K|中闭.

习题 3 证明: |K|的多面体拓扑比 |K| ⊂ RN (N � 1)的子空间拓扑更细.

证明 任取 |K|在 RN 子空间拓扑下的闭集 A, 即 A = |K| ∩B, 其中 B 是 RN 中的闭集.对任意 σ ∈ K,

A ∩ σ = (|K| ∩B) ∩ σ = B ∩ σ

是 σ中的闭集, 从而 A在 |K|的多面体拓扑下闭.故 |K|的多面体拓扑比 |K| ⊂ RN 的子空间拓扑更细.

习题 4 证明: 当K 是有限单纯复形时, |K|的多面体拓扑与子空间拓扑一致.

证明 由习题 3, 只需证明当 K 是有限单纯复形时, |K| ⊂ RN (N � 1)的子空间拓扑比 |K|的多面体拓
扑更细.任取 |K|的多面体拓扑下的闭集 A, 则对任意 σ ∈ K, A ∩ σ在 σ中闭, 再有 σ为 RN 中的闭集可
得 A ∩ σ在 RN 中闭, 从而 A =

⋃
σ∈K

(A ∩ σ)是 RN 中闭集的有限并, 仍为闭集.故 |K| ⊂ RN 的子空间拓

扑比 |K|的多面体拓扑更细, 进而两者一致.

习题 5 设K =
{[

1
n+1 ,

1
n

]
, 1
n : n ∈ Z⩾1

}
, 则作为集合 |K| = (0, 1].

(1) 作为拓扑空间, (|K|,多面体拓扑) = ((0, 1],R的子空间拓扑).

(2) 计算同调 H(K;R).
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证明 (1) 由习题 3, 只需证 |K|的多面体拓扑比 (0, 1] ⊂ R的子空间拓扑更细.任取 |K|在多面体拓扑
下的闭集A,下证A∪{0}为R中闭集.只需证对任意点列 {xn} ⊂ A∪{0},若有 xn → x0 ∈ [0, 1],则
x0 ∈ A ∪ {0}.不妨设 x0 > 0, 则存在 N ∈ N, 当 n > N 时, |xn − x0| < x0

2 .取 n0 ∈ N使得 1
n0
< x0

2 ,

则 {xn}∞n=N+1 ⊂
[

1
n0
, 1
]
∩A.而由多面体拓扑的定义,

[
1

n0
, 1

]
∩A =

n0−1⋃
n=1

([
1

n+ 1
,
1

n

]
∩A

)

为R中有限个闭集之并,仍为闭集,从而 x0 ∈
[

1
n0
, 1
]
∩A ⊂ A.故A∪{0}为R中闭集,进而A = (A∪

{0}) ∩ (0, 1]为 (0, 1]在 R的子空间拓扑下的闭集, 即 (|K|,多面体拓扑) = ((0, 1],R的子空间拓扑).

(2) 考虑增广链复形
0 C1(K;R) C0(K;R) R

∂1 φ

¬ 先求 ker ∂1.若

∂1

 ∑
n1⩽n⩽n2

an

[
1

n+ 1
,
1

n

] = 0, an ∈ R,

则

0 =
∑

n1⩽n⩽n2

an

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= an1

1

n1
+ (an1+1 − an1

)
1

n1 + 1
+ · · ·+ (an2

− an2−1)
1

n2
− an2

1

n2 + 1
.

因此
an1 = 0, an1+1 − an1 = 0, · · · , an2 − an2−1 = 0, an2 = 0,

即
an1 = an1+1 = · · · = an2 = 0.

故 H1(K;R) = ker ∂1 = 0.
­ 再证 kerϕ ⊂ im ∂1.若 ∑

m1⩽n⩽m2

an
1

n
∈ kerϕ,

即 ∑
m1⩽n⩽m2

an = 0,

则 ∑
m1⩽n⩽m2

an
1

n
=

∑
m1⩽n⩽m2−1

an
1

n
−

∑
m1⩽n⩽m2−1

an
1

m2

=
∑

m1⩽n⩽m2−1

an

(
1

n
− 1

m2

)

=
∑

m1⩽n⩽m2−1

an∂1

([
1

m2
,

1

m2 + 1

]
+ · · ·+

[
1

n+ 1
,
1

n

])

= ∂1
∑

m1⩽n⩽m2−1

an

([
1

m2
,

1

m2 + 1

]
+ · · ·+

[
1

n+ 1
,
1

n

])
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∈ im ∂1.

故 kerϕ ⊂ im ∂1, 进而 kerϕ = im ∂1.因此

H0(K;R) = C0(K;R)/ im ∂1 = C0(K;R)/ kerϕ ' imϕ = R.

习题 6 映射 f : |K| → X 连续当且仅当对任意 σ ∈ K, f |σ 连续.

证明 (⇒) 连续映射 f 限制在子空间 σ ⊂ |K|仍为连续映射.

(⇐) 任取 X 中闭集 A, 则对任意 σ ∈ |K|, 由 f |σ 的连续性, f−1(A) ∩ σ = (f |σ)−1(A)为 σ中闭集, 再由
多面体拓扑的定义知 f−1(A)为 |K|中闭集, 故 f 连续.

习题 7 设 f : |K| → |L|连续.证明: 若 s单纯逼近 f , 则 s与 f 同伦.

证明 考虑映射
F : |K| × [0, 1] → |L|, (x, t) 7→ (1− t)s(x) + tf(x).

此映射是良定的, 因为 s 单纯逼近 f 确保了 s(x) 在 f(x) 的承载单形中, 二者可进行凸组合. 由于
F (x, 0) = s(x), F (x, 1) = f(x), 为证 s 与 f 同伦, 只需证 F 连续. 为此, 只需证对任意 σ ∈ K 均有
F |σ×[0,1] 连续 (理同习题 6之 (⇐)).

任取 σ ∈ K, 对任意 x ∈ σ, 记 f(x)的承载单形为 τx, 则
{
(τx)

◦
: x ∈ σ

}
构成 f(σ)的一个开覆盖.由

于 f(σ)为紧集, 必存在 k ∈ N使得

f(σ) ⊂
k⋃
i=1

τxi

◦.

记 L̃为由单形 {τxi : 1 ⩽ i ⩽ k}及其面构成的 L的子复形, 则 L̃为有限单纯复形.由习题 4, |L|的多面体
拓扑与 RN (N � 1)的子空间拓扑一致, 因此 F |σ×[0,1] : σ × [0, 1] → |L1|两个分量均连续, 从而连续.将
其与嵌入映射 |L1| ↪→ |L| (自然是连续的)复合即得 F |σ×[0,1] : σ × [0, 1] → |L|连续, 结论得证.

习题 8 令 |K| = |L| = [0, 1], K(0) =
{
0, 13 , 1

}
, L(0) =

{
0, 23 , 1

}
.定义映射 f : |K| → |L|, x 7→ x2.证明:

不存在 f 的单纯逼近.

证明 假设存在 f 的单纯逼近 s, 则由单纯逼近的定义, s与 f 在 f−1
(
L(0)

)
=

{
0,
√

2
3 , 1

}
上取值一致:

s(0) = 0, s

(√
2
3

)
= 2

3 , s(1) = 1.

由于 s
(
1
3

)
∈ L(0) 需在 f

(
1
3

)
= 1

9 的承载单形
[
0, 23

]
中, 因此 s

(
1
3

)
∈ L(0) ∩

[
0, 23

]
=
{
0, 23

}
.若 s

(
1
3

)
= 2

3 ,

则由
√

2
3 ∈

(
1
3 , 1
)
且 s

(
1
3

)
= 2

3 , s(1) >
2
3 可知 s

(√
2
3

)
> 2

3 , 矛盾, 因此 s
(
1
3

)
= 0.设 λ ∈ (0, 1)使得

s
(
λ 1

3 + (1− λ)1
)
= λs

(
1
3

)
+ (1− λ)s(1) =

2

3
,

则 λ = 1
3 , 从而 λ 1

3 + (1− λ)1 = 7
9 , s

(
7
9

)
= 2

3 .由 s
(
1
3

)
= 0, s

(
7
9

)
= 2

3 , s(1) = 1即知

s(x) >
2

3
, ∀x ∈

(
7

9
, 1

)
.

但这与
√

2
3 ∈

(
7
9 , 1
)
而 s

(√
2
3

)
= 2

3 矛盾.故不存在 f 的单纯逼近.
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习题 9 利用以下引理, 重新证明习题 8的结论.

映射 s : K(0) → L(0) 为 f : |K| → |L|的一个单纯逼近当且仅当

f(star(v, k)) ⊂ star(s(v), L), ∀v ∈ K(0).

证明 假设 s 是 f 的单纯逼近, 则 s(1) = 1. 由 star(1,K) =
(
1
3 , 1
]
得 f(star(1,K)) =

(
1
9 , 1
]
. 但

star(s(1), L) = star(1, L) =
(
2
3 , 1
]
6⊃
(
1
9 , 1
]
, 这与 s是 f 的单纯逼近矛盾.

习题 10 若 s : K → L是 f : |K| → |L|的单纯逼近, t : L → M 是 g : |L| → |M |的单纯逼近, 证明:
t ◦ s : K →M 是 g ◦ f : |K| → |M |的单纯逼近.

证明 对任意 v ∈ K(0), 有

g ◦ f(star(v,K)) ⊂ g(star(s(v), L)) ⊂ star(t ◦ s(v),M),

因此 t ◦ s是 g ◦ f 的单纯逼近.

习题 11 定义映射

T : Fq(v ∗K;R) → Fq+1(v ∗K;R), 〈v0, · · · , vq〉 7→

〈v, v0, · · · , vq〉, 若 v 6= vi, 0 ⩽ i ⩽ q,

0, 其他.

则 T 诱导了映射 (仍记为 T )

T : Cq(v ∗K;R) → Cq+1(v ∗K;R), [v0, · · · , vq] 7→ [v, v0, · · · , vq].

证明: 当 q > 0时, ∂T + T∂ = idCq(v∗K;R).

证明 当 q > 0时, 对任意 [v0, · · · , vq] ∈ Cq(v ∗K;R), 有

(∂T + T∂)[v0, · · · , vq] = ∂[v, v0, · · · , vq] + T

q∑
i=0

(−1)i[v0, · · · , v̂i, · · · , vq]

= [v0, · · · , vq] +
q∑
i=0

(−1)i+1[v, v0, · · · , v̂i, · · · , vq] +
q∑
i=0

(−1)i[v, v0, · · · , v̂i, · · · , vq]

= [v0, · · · , vq].

习题 12 设 K 是单纯复形. 称 p + 1 元数组 (v0, · · · , vp) 为 K 的一个有序 p-单形, 若 v0, · · · , vp 张成
K 中某个单形 (这些 vi 不必两两不同). 记 Cord

p (K;R) 为由 K 中有序 p-单形生成的自由模, 并定义
∂ordp : Cord

p (K;R) → Cord
p−1(K;R)如下:

∂ordp (v0, · · · , vp) =
p∑
i=0

(−1)i(v0, · · · , v̂i, · · · , vp).

(1) 证明: ∂ordp ◦ ∂ordp+1 = 0.

(2) 为K 的顶点选取一个偏序, 使其诱导K 的每个单形的顶点的全序.定义

φ : Cp(K;R) → Cord
p (K;R), [v0, · · · , vp] 7→ (v0, · · · , vp),

林晓烁 2024年秋季



5

这里 v0 < v1 < · · · < vp 是对K 中某个单形取定的顺序.再定义

ψ : Cord
p (K;R) → Cp(K;R), (w0, · · · , wp) 7→

[w0, · · · , wp], 若wi 两两不同,

0, 其他.

证明: φ与 ψ是保持增广映射的链映射, 且 ψ ◦ φ = idCp(K;R).

(3) 证明: 存在
Dp : C

ord
p (K;R) → Cord

p+1(K;R)

使得
φ ◦ ψ − idCord

p (K;R) = ∂ordp+1 ◦Dp +Dp−1 ◦ ∂ordp .

证明 (1) 我们有

∂ordp ◦ ∂ordp+1((v0, · · · , vp))

=

p∑
i=0

(−1)i∂ordp ((v0, · · · , v̂i, · · · , vp))

=

p∑
i=0

(−1)i

∑
j<i

(−1)j(x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xp) +
∑
j>i

(−1)j+1(x0, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xp)


=

p∑
i=0

∑
j<i

(−1)i+j(x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xp) +
p∑
j=1

∑
i<j

(−1)i+j+1(x0, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xp)

=

p∑
i=1

∑
j<i

(−1)i+j(x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xp)−
p∑
j=1

∑
i<j

(−1)i+j(x0, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xp)

=0.

(2) 由

φ ◦ ∂p([v0, · · · , vp]) = φ

(
p∑
i=0

(−1)i[v0, · · · , v̂i, · · · , vp]

)
=

p∑
i=0

(−1)i(v0, · · · , v̂i, · · · , vp)

= ∂ordp (v0, · · · , vp) = ∂ordp ◦ φ([v0, · · · , vp])

及

ϕ ◦ φ

(∑
i

ai[vi]

)
= ϕ

(∑
i

ai(vi)

)
=
∑
i

ai = ϕ

(∑
i

ai[vi]

)
知 φ是保持增广映射的链映射.当 w0, · · · , wp 两两不同时,

ψ ◦ ∂ordp ((w0, · · · , wp)) = ψ

(
p∑
i=0

(−1)i(w0, · · · , ŵi, · · · , wp)

)
=

p∑
i=0

(−1)i[w0, · · · , ŵi, · · · , wp]

= ∂p[w0, · · · , wp] = ∂p ◦ ψ((w0, · · · , wp)),

而当 w0, · · · , wp 中有相同元素 (不妨设 w0 = w1)时,

∂ordp ((w0, · · · , wp)) = (w1, w2, · · · , wp)− (w0, w2, · · · , wp) +
p∑
i=2

(−1)i(w0, · · · , ŵi, · · · , wp)
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=

p∑
i=2

(−1)i(w0, · · · , ŵi, · · · , wp),

求和式中每项均有重复元素 (w0 = w1), 因此

ψ ◦ ∂ordp ((w0, · · · , wp)) = 0 = ∂p(0) = ∂p ◦ ψ((w0, · · · , wp)).

再结合

ϕ ◦ ψ

(∑
i

ai(wi)

)
= ϕ

(∑
i

ai[wi]

)
=
∑
i

ai = ϕ

(∑
i

ai(wi)

)
即知 ψ是保持增广映射的链映射.最后, 由

ψ ◦ φ([v0, · · · , vp]) = ψ((v0, · · · , vp)) = [v0, · · · , vp]

知 ψ ◦ φ = idCp(K;R).

(3) 先证明锥复形 w ∗K 在有序同调中是零调的:

引理 H̃ord
p (w ∗K;R) = 0, ∀p ⩾ 0.

证明 定义映射

T : Cord
p (w ∗K;R) → Cord

p+1(w ∗K;R), (w0, · · · , wp) 7→ (w,w0, · · · , wp).

对任意 cp :=
∑
i

ai
(
wi0 , · · · , wip

)
∈ Cord

p (w ∗K;R), 当 p = 0时,

∂ord1 ◦ T (c0) = ∂ord1

(∑
i

ai(w,wi0)

)
=
∑
i

ai(wi0)−
∑
i

ai(w) = c0 − ϕ(c0)(w),

当 p > 0时,

∂ordp+1 ◦ T (cp) = ∂ordp+1

(∑
i

ai
(
w,wi0 , · · · , wip

))

=
∑
i

ai

(wi0 , · · · , wip)− p∑
j=0

(
w,wi0 , · · · , ŵij , · · · , wip

)
= cp − T ◦ ∂ordp (cp).

由此可见, 若 cp ∈ ker ∂ordp (p > 0), 则

cp = ∂ordp+1 ◦ T (cp) ∈ im ∂ordp+1.

若 c0 ∈ kerϕ, 则
c0 = ∂ord1 ◦ T (c0) ∈ im ∂ord1 .

故 ker ∂ordp = im ∂ordp+1 (∀p > 0)且 kerϕ = im ∂ord1 , 从而 H̃ord
p (w ∗K;R) = 0, ∀p ⩾ 0.

下面通过对 p归纳证明原问题. 当 p = 0时, 对 σ = (v) ∈ Cord
0 (K;R), 令 D0(v) = (v, v), 则

∂ord1 ◦D0((v)) = ∂ord1 ((v, v)) = 0 = φ ◦ ψ((v))− idCord
0 (K;R)((v)),
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即 D0 满足 p = 0时的构造.下面假设已对每个 0 ⩽ i ⩽ p− 1 (p ⩾ 1)构造了一系列同态

Di : C
ord
i (K;R) → Cord

i+1(K;R)

使得

¬ φ ◦ ψ − idCord
i (K;R) = ∂ordi+1 ◦Di +Di−1 ◦ ∂ordi .

­ Di(σ)是 σ的承载复形上的链.

则对任意有序 p-单形 τ , 由 (2) φ与 ψ是链映射, (1) ∂ordp−1 ◦ ∂ordp = 0, 以及归纳假设, 有

∂ordp

(
φ ◦ ψ(τ)− idCord

p (K;R)(τ)−Dp−1 ◦ ∂ordp (τ)
)

=φ ◦ ψ ◦ ∂ordp (τ)− ∂ordp (τ)− ∂ordp ◦Dp−1 ◦ ∂ordp (τ)

=
(
φ ◦ ψ − idCord

p−1(K;R)

)
◦ ∂ordp (τ)−

(
φ ◦ ψ − idCord

p−1(K;R) −Dp−2 ◦ ∂ordp−1

)
◦ ∂ordp (τ)

=
(
φ ◦ ψ − idCord

p−1(K;R)

)
◦ ∂ordp (τ)−

(
φ ◦ ψ − idCord

p−1(K;R)

)
◦ ∂ordp (τ)

=0.

由于 φ ◦ ψ(τ)− idCord
p (K;R)(τ)−Dp−1 ◦ ∂ordp (τ)是 τ 的承载复形上的链, 而承载复形是锥复形, 由引

理, 存在 τ 的承载复形上的链 c, 使得

φ ◦ ψ(τ)− idCord
p (K;R)(τ)−Dp−1 ◦ ∂ordp (τ) = ∂ordp+1(c).

现定义 Dp(τ) = c, 则有

φ ◦ ψ(τ)− idCord
p (K;R)(τ) = ∂ordp+1 ◦Dp(τ) +Dp−1 ◦ ∂ordp (τ),

即结论对 p亦成立.由归纳原理, 结论得证.

习题 13 设K,K ′ 为单纯复形, K ′ 为K 的重分.证明: |K ′|和 |K|作为拓扑空间相同.

证明 (1) 任取 |K|中闭集 A, 由于K ′ 为K 的重分, 对任意 τ ∈ K ′, 均存在 σ ∈ K 使得 σ ⊃ τ , 从而

A ∩ τ = (A ∩ σ) ∩ τ

为 τ 中闭集 (因 A ∩ σ为 σ中闭集).因此 A为 |K ′|中闭集, 即 |K ′|的拓扑比 |K|的拓扑细.

(2) 任取 |K ′|中闭集 B, 对任意 σ ∈ K, 由于K 的每个单形均为K ′的有限个单形之并, 可设 σ =

n⋃
i=1

τi,

其中 τi ∈ K ′, 则

B ∩ σ =

n⋃
i=1

(B ∩ τi).

而每个 B ∩ τi 均为 τi 中闭集, τi 又为 σ 中闭集, 因此 B ∩ τi 为 σ 中闭集, 从而 B ∩ σ 为 σ 中闭集.
故 B 为 |K|中闭集, |K|的拓扑比 |K ′|的拓扑细.
由 (1)与 (2)即知 |K|和 |K ′|作为拓扑空间相同.

习题 14 令 |K| = |L| = [0, 1], K(0) =
{
0, 13 , 1

}
, L(0) =

{
0, 23 , 1

}
.定义映射 f : |K| → |L|, x 7→ x2.

(1) 证明: f : |sdK| → |L|不存在单纯逼近.
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(2) 构造 f :
∣∣∣sd2K

∣∣∣→ |L|的单纯逼近.

解答 (1) (sdK)(0) =
{
0, 16 ,

1
3 ,

2
3 , 1
}
.假设 f 存在单纯逼近 s, 则

star(1, sdK) =
(
2
3 , 1
]
, f(star(1, sdK)) =

(
4
9 , 1
]
,

而
star(s(1), L) = star(1, L) =

(
2
3 , 1
]
6⊃
(
4
9 , 1
]
,

这与 s是 f 的单纯逼近矛盾.故 f : |sdK| → |L|不存在单纯逼近.

(2)
(
sd2K

)(0)
=
{
0, 1

12 ,
1
6 ,

1
4 ,

1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

5
6 , 1
}
.先求出 L中顶点对应的开星形:

star(0, L) =
[
0, 23

)
, star

(
2
3 , L

)
= (0, 1), star(1, L) =

(
2
3 , 1
]
.

再求出 sd2K 中顶点对应的开星形:

star
(
0, sd2K

)
=
[
0, 1

12

)
, star

(
1
12 , sd

2K
)
=
(
0, 16

)
, star

(
1
6 , sd

2K
)
=
(

1
12 ,

1
4

)
,

star
(

1
4 , sd

2K
)
=
(
1
6 ,

1
3

)
, star

(
1
3 , sd

2K
)
=
(
1
4 ,

1
2

)
, star

(
1
2 , sd

2K
)
=
(
1
3 ,

2
3

)
,

star
(

2
3 , sd

2K
)
=
(
1
2 ,

5
6

)
, star

(
5
6 , sd

2K
)
=
(
2
3 , 1
)
, star

(
1, sd2K

)
=
(
5
6 , 1
]
.

注意到

f
(
star

(
1, sd2K

))
=
(
25
36 , 1

]
⊂ star(1, L), f

(
star

(
5
6 , sd

2K
))

=
(
4
9 , 1
)
⊂ star

(
2
3 , L

)
,

f
(
star

(
2
3 , sd

2K
))

=
(
1
4 ,

25
36

)
⊂ star

(
2
3 , L

)
, f

(
star

(
1
2 , sd

2K
))

=
(
1
9 ,

4
9

)
⊂ star(0, L),

故可令

s(1) = 1, s
(
5
6

)
= 2

3 , s
(
2
3

)
= 2

3 , s
(
1
2

)
= s
(
1
3

)
= s
(
1
4

)
= s
(
1
6

)
= s
(

1
12

)
= s(0) = 0.

这是 f :
∣∣∣sd2K

∣∣∣→ |L|的单纯逼近.

习题 15 设K,K ′为单纯复形, K ′为K的重分,则恒等映射 id : |K ′| → |K|有一个单纯逼近 s : K ′ → K.
设 τ ∈ K ′, σ ∈ K, 证明: 若 τ ⊂ σ, 则 s(τ) ⊂ σ.

证明 任取 τ 的顶点 v, 由于 τ ⊂ σ, v在 σ或 σ的某个面的内部, 因此 s(v)为 σ的顶点, 进而 s(τ) ⊂ σ.

习题 16 完成代数重分定理证明的°: 存在 d̂p : Cp(K
′;R) → Cp+1(K

′;R)使得 λ ◦µ− id = ∂ ◦ d̂+ d̂ ◦ ∂.

证明 由于 µ在 C0(K
′;R)上将 [v]映为 σv ∈ K 的某个顶点, 因此

(λ ◦ µ− id)[v] = σ[v] 的某个顶点 − [v] =: ∂cv.

故定义 d̂0[v] = cv ∈ C1

(
K ′(σ[v]);R

)
.下面假设对所有的 j ⩽ p− 1 (p ⩾ 1)均已定义

d̂j : Cj(K
′;R) → Cj+1(K

′;R),
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且对任意 j 单形 τ1 ∈ K ′, 均有 d̂j [τ1] ∈ Cj+1(K
′(στ1);R)及

λ ◦ µ− id = ∂d̂j + d̂j−1∂.

对任意 p单形 τ ∈ K ′, 设 τ ⊂ στ , 由 ¯, µ[τ ] ∈ Cp(K(στ );R), 进而 λ ◦ µ[τ ] ∈ Cp(K
′(στ );R).由于

∂
(
λ ◦ µ− id− d̂p−1∂

)
[τ ] =

(
λ ◦ µ− id− ∂d̂p−1

)
(∂[τ ]) = d̂p−2(∂

2[τ ]) = 0,

由K ′(σ)零调这一假设, 存在 c ∈ Cp+1(K
′(στ );R), 使得(

λ ◦ µ− id− d̂p−1∂
)
[τ ] = ∂c.

由此定义 d̂p[τ ] = c ∈ Cp+1(K
′(στ );R), 则有

λ ◦ µ− id = ∂d̂p + d̂p−1∂.

由归纳原理, 结论得证.

习题 17 设 K 是单纯复形, K ′ 和 K ′′ 是 K 的两个重分, 证明: 存在 K 的一个重分 K ′′′, 它是 K ′ 和 K ′′

的共同加细.

证明 考虑到重分的有限性 (即重分是在 K 的每个单形中增加有限多个点), 总存在 K ′′′ 同时是 K ′ 和
K ′′ 的重分.

习题 18 证明连续映射的函子性质: 设K,L,M 是单纯复形, 则

(1) 恒等映射 id : |K| → |K|诱导恒等同态 id∗ : Hp(K;R) → Hp(K;R).

(2) 若 f : |K| → |L|和 g : |L| → |M |为连续映射, 则 (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

同样结论对约化同调也成立.

证明 (1) 取K 的重分K ′, 使得 s : K ′ → K 为 id : |K| → |K|的单纯逼近, 则

id∗ = s∗ ◦ (s∗)−1 = idHp(K;R).

(2) 取 L的重分 L′, 使得 ĝ : L′ →M 为 g : |L| → |M |的单纯逼近.再取K 的重分K ′, 使得 f̂ : K ′ → L′

为 f : |K| → |L|的单纯逼近.
|K| |L| |M |

K L M

L′

K ′

f g

t
ĝ

s

f̂

分别选取 s : K ′ → K和 t : L′ → L作为对 id|K|和 id|L|的单纯逼近.由习题 10结论, t◦ f̂ : K ′ → L

为 f : |K| → |L|的单纯逼近, ĝ ◦ f̂ : K ′ →M 为 g ◦ f : |K| → |M |的单纯逼近.于是

(g ◦ f)∗ =
(
ĝ ◦ f̂

)
∗
◦ (s∗)−1 = ĝ∗ ◦ f̂∗ ◦ (s∗)−1
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= ĝ∗ ◦ (t∗)−1 ◦ t∗ ◦ f̂∗ ◦ (s∗)−1

= g∗ ◦
(
t ◦ f̂

)
∗
◦ (s∗)−1 = g∗ ◦ f∗.

习题 19 设 K 是单纯复形, A是 |K|的紧子集, 证明: A的承载复形有限, 即存在 K 的某个有限子复形
K0 使得 A ⊂ |K0|.

证明 设 X ⊂
⊔
σ∈K

σ◦.用反证法, 假设 A不被 K 的任何有限子复形包含, 则存在无限点列 {xi}∞i=1, 其中

xi ∈ σi
◦ ∩ A.对任意 σ ∈ K, 由于 σ至多包含有限个 σi

◦, {xi}∞i=1 ∩ σ为一有限集, 因此 {xi}∞i=1 ∩ σ是 σ

中闭集, 由多面体拓扑的定义, {xi}∞i=1 为紧集 A中的闭集, 从而是紧集.另一方面, 同前面的证明, 对任意
j ∈ N, {xi}∞i=1 \ {xj}是 {xi}∞i=1 中闭集, 从而 {xj}是 {xi}∞i=1 中开集, 因此 {xi}∞i=1 是一离散空间, 而它
又是紧的, 因此只能为有限集, 这与我们的假设矛盾.故结论得证.

习题 20 计算 T2 的同调.

解答 T2 的一个单纯剖分K 见下图.

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

v0 v1 v2 v0

v4 v4

v3 v3

v0 v1 v2 v0e1 e2 e3

e4

e5

e6

e1 e2 e3

e4

e5

e6

(1) 由K 为连通复形知 H0(K;R) = R.

(2) 设 ∂2

 ∑
dim f=2

cff

 = 0. 由于 T2 是可定向的, 对于任意两个 2 维定向单形, 它们在公共棱诱

导方向恰好相反, 因此这两个 2 维单形在此 2 维闭链上的系数相同, 从而 cf ≡ a (常数). 而

∂2

 ∑
dim f=2

f

 = 0, 因此 ker ∂2 = R
∑

dim f=2

f , 从而 H2(K;R) = R.

(3) 设 ∂1c1 = 0.采用“挤到边上去”的方法可知, 存在 c2 ∈ C2(K;R)使得

c1 = ∂2c2 +
∑
边界棱 e

aee := ∂2c2 +

6∑
i=1

aiei.

两边作用 ∂1 即得

0 =

6∑
i=1

ai∂ei

= a1(v1 − v0) + a2(v2 − v1) + a3(v0 − v2) + a4(v3 − v0) + a5(v4 − v3) + a6(v0 − v4)

= (a3 − a1 − a4 + a6)v0 + (a1 − a2)v1 + (a2 − a3)v2 + (a4 − a5)v3 + (a5 − a6)v4.

因此
a1 = a2 = a3, a4 = a5 = a6.
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故对任意 c1 ∈ ker ∂1, 存在 c2 ∈ C2(K;R)与 α, β ∈ R, 使得

c1 = ∂2c2 + α(e1 + e2 + e3) + β(e4 + e5 + e6)

下证 c1 的这种表示中 α, β 是唯一确定的: 若还有另一表示

c1 = ∂2c
′
2 + α′(e1 + e2 + e3) + β′(e4 + e5 + e6),

则
0 = ∂2(c2 − c′2) + (α− α′)(e1 + e2 + e3) + (β − β′)(e4 + e5 + e6).

这要求 ∂(c2 − c′2)在任意内部棱上的系数为 0, 从而存在 b ∈ R使得

c2 − c′2 = b
∑

dim f=2

f,

这意味着 ∂(c2 − c′2) = 0, 因此

(α− α′)(e1 + e2 + e3) + (β − β′)(e4 + e5 + e6) = 0,

即 α = α′, β = β′, 故 c1 的上述表示唯一.于是可定义映射

Φ : ker ∂1 → R⊕R, c1 7→ (α, β).

由于 ∂1(e1 + e2 + e3) = 0 = ∂1(e4 + e5 + e6), 因此对任意 (α, β) ∈ R ⊕ R, 均有 α(e1 + e2 + e3) +

β(e4 + e5 + e6) ∈ ker ∂1, 即 Φ是满射.又

kerΦ = {c1 = ∂2c2 : c2 ∈ C2(K;R)} = im ∂2,

因此
H1(K;R) = ker ∂1/ im ∂2 = ker ∂1/kerΦ ' imΦ = R⊕R.

综上所述, T2 的同调为

Hp(K;R) =


R, p = 0, 2,

R⊕R, p = 1,

0, p > 2.

习题 21 计算 Klein瓶的同调.

解答 Klein瓶的一个单纯剖分K 见下图.

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

v0 v1 v2 v0

v3 v4

v4 v3

v0 v1 v2 v0e1 e2 e3

e4

e5

e6

e1 e2 e3

e6

e5

e4
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(1) 由K 为连通复形知 H0(K;R) = R.

(2) 设 ∂2

 ∑
dim f=2

cff

 = 0.由于图中任意两个 2维定向单形在公共棱诱导方向恰好相反, 因此这两个

2维单形在此 2维闭链上的系数相同, 从而 cf ≡ a (常数).于是

0 = a∂2

 ∑
dim f=2

f

 = 2a(e4 + e5 + e6).

故 2a = 0, ker ∂2 =

a ∑
dim f=2

f : 2a = 0

, 从而 H2(K;R) = {a ∈ R : 2a = 0}.

(3) 设 ∂1c1 = 0.采用“挤到边上去”的方法可知, 存在 c2 ∈ C2(K;R)使得

∑
dim e=1

cee = ∂2c2 +
∑
边界棱 e

aee := ∂2c2 +

6∑
i=1

aiei.

两边作用 ∂1 即得

0 =

6∑
i=1

ai∂ei

= a1(v1 − v0) + a2(v2 − v1) + a3(v0 − v2) + a4(v3 − v0) + a5(v4 − v3) + a6(v0 − v4)

= (a3 − a1 − a4 + a6)v0 + (a1 − a2)v1 + (a2 − a3)v2 + (a4 − a5)v3 + (a5 − a6)v4.

因此
a1 = a2 = a3, a4 = a5 = a6.

故对任意 c1 ∈ ker ∂1, 存在 c2 ∈ C2(K;R)与 α, β ∈ R, 使得

c1 = ∂2c2 + α(e1 + e2 + e3) + β(e4 + e5 + e6)

下证 c1 的这种表示中 α, β 是唯一确定的: 若还有另一表示

c1 = ∂2c
′
2 + α′(e1 + e2 + e3) + β′(e4 + e5 + e6),

则
0 = ∂2(c2 − c′2) + (α− α′)(e1 + e2 + e3) + (β − β′)(e4 + e5 + e6).

这要求 ∂(c2 − c′2)在任意内部棱上的系数为 0, 从而存在 b ∈ R使得

c2 − c′2 = b
∑

dim f=2

f,

这意味着
∂2(c2 − c′2) = b

∑
dim f=2

∂f = 2b(e4 + e5 + e6).

因此
(α− α′)(e1 + e2 + e3) + (β − β′)(e4 + e5 + e6) = −2b(e4 + e5 + e6),
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即 α = α′, β′ = β + 2b.注意到在模 2R意义下 β 的同余类 [β]是唯一确定的,于是可定义映射

Φ : ker ∂1 → R⊕R/2R, c 7→ (α, [β]).

由于 ∂1(e1+e2+e3) = 0 = ∂1(e4+e5+e6),因此对任意 α, β ∈ R, α(e1+e2+e3)+β(e4+e5+e6) ∈
ker ∂1, 即 Φ是满射.又

kerΦ = {c1 = ∂2c2 : c2 ∈ C2(K;R)} = im ∂2,

因此
H1(K;R) = ker ∂1/ im ∂2 = ker ∂1/kerΦ ' imΦ = R⊕R/2R.

综上所述, Klein瓶的同调为

Hp(K;R) =



R, p = 0,

R⊕R/2R, p = 1,

{a ∈ R : 2a = 0}, p = 2,

0, p > 2.

习题 22 设 K 为有限单纯复形. 若 φ : Cp(K;R) → Cp(K;R) 为链映射, 它诱导 φ∗ : Hp(K;R) →
Hp(K;R), 则

∞∑
p=0

(−1)p TrCp(K;R)[φ] =

∞∑
p=0

(−1)p TrHp(K;R)[φ∗].

证明 我们有直和分解
Cp ' im ∂p+1 ⊕ ker ∂p/ im ∂p+1 ⊕ Cp/ker ∂p. (22–1)

取 Hp 的一组基 hp =
(
h1p, · · · , hkpp

)
, 其中 kp = dimHp.记 Zp = ker ∂p, Bp = im ∂p+1, 则 Zp/Bp ' Hp.

选取基 hp在 Zp中的代表元 zp =
(
z1p, · · · , zkpp

)
.取Bp的一组基 bp =

(
b1p, · · · , bnp

p

)
, 其中 np = dimBp.对

∂p运用同态基本定理可得 Cp/Zp ' Bp−1.记 Cp中与 bp−1相对应的基为 b̃p−1 =
(
b̃1p−1, · · · , b̃

np−1

p−1

)
, 它满

足 ∂p

(
b̃ip−1

)
= bip−1 (1 ⩽ i ⩽ np−1).由 (22–1),

(
bp, zp, b̃p−1

)
构成 Cp 的一组基.设

φ∗(hp) = (hp)(φHp
),

其中 φHp 为 kp 阶方阵.由 zp 的构造可知, φ(zp)− hpφHp ∈ Bp, 因此

φ(zp) =
(
bp zp

)( ∗
φHp

)
(22–2)

设
φ(bp) = (bp)(φBp), (22–3)

其中 φBp 为 np 阶方阵.由 φ为链映射可得

∂φ
(
b̃p−1

)
= φ(∂) = φ(bp−1) = (bp−1)(φBp−1

) = ∂
(
b̃p−1

)(
φBp−1

)
.
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因此
φ
(
b̃p−1

)
−
(
b̃p−1

)(
φBp−1

)
∈ ker ∂p = Zp,

进而

φ
(
b̃p−1

)
=
(
bp zp b̃p−1

) ∗
∗

φBp−1

. (22–4)

结合 (22–2) (22–3) (22–4)可得

φ
(
bp zp b̃p−1

)
=
(
bp zp b̃p−1

)φBp ∗ ∗
0 φHp ∗
0 0 φBp−1

.
于是

∞∑
p=0

(−1)p TrCp(K;R)[φ] =

∞∑
p=0

(−1)p
(
Tr[φBp ] + Tr[φHp ] + Tr[φBp−1 ]

)
=

∞∑
p=0

(−1)p Tr[φHp ] =

∞∑
p=0

(−1)p TrHp(K;R)[φ∗].

习题 23 证明: 加法群同态序列

0 Z2 Z4 Z2 0

1 (mod 2) 2 (mod 4)

n (mod 4) n (mod 2)

f

×2

g

正合但不可裂.

证明 由于 g ◦ f(n) = 2n (mod 2) = 0, f 为单射, g 为满射, 因此序列正合.若序列可裂, 则存在群同态
p : Z2 → Z4, 使得 Z4 ' f(Z2)⊕ p(Z2), 但后者无 4阶元, 矛盾.故序列不可裂.

习题 24 (Steenrod五引理)设已给出由 Abel群和同态构成的交换图表:

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

f1

ϕ1

f2

ϕ2

f3

ϕ3

f4

ϕ4

f5

ψ1 ψ2 ψ3 ψ4

其中水平序列是正合的.证明:

(1) 若 f1 满, f2 单, f4 单, 则 f3 单.

(2) 若 f5 单, f2 满, f4 满, 则 f3 满.

特别地, 若 f1, f2, f4, f5 是同构, 则 f3 也是同构.
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证明 (1) 设 a3 ∈ ker f3, 则 f4(φ3(a3)) = ψ3(f3(a3)) = 0.由 f4 单得 φ3(a3) = 0.

0

a1 a2 a3 φ3(a3)

b1 f2(a2) f3(a3) 0

0

=

f1

ϕ1

f2

ϕ2

f3

ϕ3

f4

ψ1 ψ2 ψ3

=

由于 a3 ∈ kerφ3 = imφ2, 存在 a2 ∈ A2 使得 a3 = φ2(a2). 于是 0 = f3(a3) = f3(φ2(a2)) =

ψ2(f2(a2)), 从而 f2(a2) ∈ kerψ2 = imψ1.因此存在 b1 ∈ B1 使得 f2(a2) = ψ1(b1).而 f1 是满射, 存
在 a1 ∈ A1 使得 b1 = f1(a1).由于 f2(φ1(a1)) = ψ1(f1(a1)) = ψ1(b1) = f2(a2), 而 f2 是单射, 因此
φ1(a1) = a2, 进而 a3 = φ2(a2) = φ2(φ1(a1)) = 0.故 f3 为单射.

(2) 任取 b3 ∈ B3, 由于 ψ3(b3) ∈ B4, 而 f4 满, 因此存在 a4 ∈ A4 使得 f4(a4) = ψ3(b3). 由于 0 =

ψ4(ψ3(b3)) = ψ4(f4(a4)) = f5(φ4(a4)), 而 f5 单, 因此 φ4(a4) = 0. 由于 a4 ∈ kerφ4 = imφ3, 存
在 a3 ∈ A3 使得 a4 = φ3(a3). 由 ψ3(b3) = f4(a4) = f4(φ3(a3)) = ψ3(f3(a3)) 可得 b3 − f3(a3) ∈
kerψ3 = imψ2. 因此存在 b2 ∈ B2 使得 b3 − f3(a3) = ψ2(b2). 而 f2 满, 因此存在 a2 ∈ A2 使得
f2(a2) = b2.于是 b3 − f3(a3) = ψ2(b2) = ψ2(f2(a2)) = f3(φ2(a2)), 即 b3 = f3(a3 + φ2(a2)) ∈ im f3.
故 f3 为满射.
特别地, 若 f1, f2, f4, f5 是同构, 则 f3 既单又满, 为同构.

习题 25 设 K 为单纯复形, K1 是 K 的子复形, 证明: |K1| ⊂ |K|的子空间拓扑与 |K1|本身的多面体拓
扑一致.

证明 (1) 设 A在 |K1|本身的多面体拓扑下闭.对任意K 的单形 σ, 由于 σ ∩ |K1|是 σ的属于K1的面
si的并, 而由假设, A ∩ si在 si中闭, 因此在 σ中闭, 进而 A ∩ σ = A ∩

⋃
i

si =
⋃
i

(A ∩ si)是 σ中闭

集的有限并, 它是 σ中闭集, 从而 A在 |K|中闭, 即在 |K1| ⊂ |K|的子空间拓扑下闭.

(2) 设 A在 |K1| ⊂ |K|的子空间拓扑下闭, 则存在 |K|中闭集 B 使得 A = B ∩ |K1|.对任意K1 的单形
σ, A ∩ σ = (B ∩ σ) ∩ |K1| = B ∩ σ是 σ中闭集, 因此 A在 |K1|本身的多面体拓扑下闭.

习题 26 设连续映射 f : Sn → Sn 无不动点, 直接证明 f 与对径映射 anti : Sn → Sn, x 7→ −x同伦.

证明 定义映射

F : Sn × [0, 1] 7→ Sn, (x, t) 7→ (1− t)f(x)− tx

‖(1− t)f(x)− tx‖
.

这是良定的, 因为若 (1 − t)f(x) − tx = 0, 则 t ∈ (0, 1), 从而 f(x) = t
1−tx, 由于 f 无不动点, t

1−t = −1,
无解.由于 F (x, 0) = f(x)且 F (x, 1) = −x, 因此 F 给出 f 与 anti的伦移, f ' anti.

习题 27 设 (X,X1), (Y, Y1)为可剖分空间偶,满足 (Y, Y1) ⊂ (X,X1),且 (Y, Y1)是紧偶,令 iX : (Y, Y1) →
(X,X1) 为包含映射. 证明: 若 α ∈ Hp(Y, Y1;R), 且 (iX)∗α = 0, 则存在紧偶 (Z,Z1) 及包含映射 iZ :

(Y, Y1) → (Z,Z1), 使得 (iZ)∗α = 0.

证明 设 (X,X1)是一个单纯复形偶 (K,K1)的可剖空间:

k : (X,X1) → (|K|, |K1|).
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由于 Y 紧,它包含在K的一个有限子复形L的可剖空间中,即 Y ⊂ k−1(|L|).于是 Y1包含在K1∩L =: L1

的可剖空间中.记包含映射
iK : (L,L1) → (K,K1).

设 α ∈ Hp(L,L1;R) 满足 (iK)∗α = 0. 令 c ∈ Cp(L;R) 是代表 α 的一个链. 由于 0 = (iK)∗α =

[(iK)#(c)]K,K1
, 存在K 的一个链 d ∈ Cp+1(K;R), 使得 (iK)#(c)− ∂Kd被K1 承载:

(iK)#(c)− ∂Kd ∈ Cp(K1;R).

选取K1的承载 (iK)#(c)− ∂kd的一个有限子复形 K̂1 ⊂ K1.令M = L ∪ K̂ ∪ K̂1与M1 = L1 ∪ K̂1, 则由
包含映射

iM : (L,L1) → (M,M1)

诱导的同态将 α映为 0:

(iM )∗α = [(iM )#(c)]M,M1 =
[
(iM )#(c)− ∂M (d)

]
M,M1

+
[
∂M (d)

]
M,M1

= 0.

习题 28 奇异同调中 ∂p−1 ◦ ∂p = 0.

证明 对任意 T ∈ Sp(X;R), 有

∂p−1 ◦ ∂p(T )

=∂p−1

(
p∑
i=0

(−1)iT ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep)

)

=

p∑
i=0

(−1)i∂p−1 ◦ T ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep)

=

p∑
i=0

(−1)i

∑
j<i

(−1)jT ◦ `(e0, · · · , êj , · · · , êi, · · · , ep) +
∑
j>i

(−1)j−1T ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , êj , · · · , ep)


=

p∑
i=0

∑
j<i

(−1)i+jT ◦ `(e0, · · · , êj , · · · , êi, · · · , ep) +
p∑
j=1

∑
i<j

(−1)i+j−1T ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , êj , · · · , ep)

=

p∑
i=1

∑
j<i

(−1)i+jT ◦ `(e0, · · · , êj , · · · , êi, · · · , ep)−
p∑
j=1

∑
i<j

(−1)i+jT ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , êj , · · · , ep)

=0.

习题 29 奇异同调中 f# ◦ ∂X = ∂Y ◦ f#, 其中 f : X → Y 是连续映射.

证明 对任意 T ∈ Sp(X;R), 有

∂Y ◦ f#(T ) =
p∑
i=0

(f ◦ T ) ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep)

=

p∑
i=0

(−1)if ◦ (T ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep))

= f

(
p∑
i=0

(−1)iT ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep)

)
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= f
(
∂X(T )

)
= f# ◦ ∂X(T ).

习题 30 定义

φp(`(v0, · · · , vp)) =
p∑
i=0

(−1)i`(j0(v0), · · · , j0(vi), j1(vi), · · · , j1(vp)) ∈ Sp+1(∆p × I),

其中 j0, j1 : ∆p → ∆p × I, j0(y) = (y, 0), j1(y) = (y, 1).验证:

(∂ ◦ φp + φp−1 ◦ ∂)`(e0, · · · , ep) = `(j1(e0), · · · , j1(ep))− `(j0(e0), · · · , j0(ep)).

证明 我们有

φp−1(∂`(e0, · · · , ep)) =φp−1

 p∑
j=0

(−1)j`(e0, · · · , êj , · · · , ep)


=

p∑
j=0

(−1)jφp−1(`(e0, · · · , êj , · · · , ep))

=

p∑
j=0

(−1)j

(
j−1∑
i=0

(−1)i`
(
j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , ĵ1(ej), · · · , j1(ep)

)

+

p−1∑
i=j

(−1)i`
(
j0(e0), · · · , ĵ0(ej), · · · , j0(ei+1), j1(ei+1), · · · , j1(ep)

)
=

p−1∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)i+j`
(
j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , ĵ1(ej), · · · , j1(ep)

)

+

p−1∑
i=0

i∑
j=0

(−1)i+j`
(
j0(e0), · · · , ĵ0(ej), · · · , j0(ei+1), j1(ei+1), · · · , j1(ep)

)

=

p−1∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)i+j`
(
j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , ĵ1(ej), · · · , j1(ep)

)

+

p∑
i=1

i−1∑
j=0

(−1)i+j−1`
(
j0(e0), · · · , ĵ0(ej), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , j1(ep)

)
=

p∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)i+j`
(
j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , ĵ1(ej), · · · , j1(ep)

)

+

p∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)i+j−1`
(
j0(e0), · · · , ĵ0(ej), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , j1(ep)

)
,

以及

∂(φp(`(e0, · · · , e0))) =∂

(
p∑
i=0

(−1)i`(j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , j1(ep))

)

=

p∑
i=0

(−1)i∂(`(j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , j1(ep)))
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=

p∑
i=0

(−1)i
i−1∑
j=0

(−1)j`
(
j0(e0), · · · , ĵ0(ej), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , j1(ep)

)
+

p∑
i=0

(−1)i+i`(j0(e0), · · · , j0(ei−1), j1(ei), · · · , j1(ep))

+

p∑
i=0

(−1)i+i+1`(j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei+1), · · · , j1(ep))

+

p∑
i=0

(−1)i
p∑

j=i+1

(−1)j+1`
(
j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei), · · · , ĵ1(ej), · · · , j1(ep)

)
.

两式相加即得

(∂ ◦ φp + φp−1 ◦ ∂)`(e0, · · · , ep) =
p∑
i=0

`(j0(e0), · · · , j0(ei−1), j1(ei), · · · , j1(ep))

−
p∑
i=0

`(j0(e0), · · · , j0(ei), j1(ei+1), · · · , j1(ep))

=`(j1(e0), · · · , j1(ep))− `(j0(e0), · · · , j0(ep)).

习题 31 考虑包含映射 j :
(
Dn, Sn−1

)
→ (Rn,Rn \ {0}), 其中 Dn为 n维单位闭球, Sn−1为 n− 1维单位

球面.易知 j : Dn → Rn与 j|Sn−1 : Sn−1 → Rn \ {0}均为同伦等价.然而 j 作为复形偶的映射没有同伦逆.

证明 由于 Dn 是 Rn 的形变收缩核, Sn−1 是 Rn \ {0}的形变收缩核, 因此映射 j∗ 是相对同调中的同构.
假设存在 j 的同伦逆 g : (Rn,Rn \ {0}) →

(
Dn, Sn−1

)
.由于 0是 Rn \ {0}的极限点, 因此 g(0) ∈ Sn−1, 从

而映射
g ◦ j :

(
Dn, Sn−1

)
→
(
Dn, Sn−1

)
将 Dn 映入 Sn−1 中. 于是 g ◦ j 在同调中诱导平凡同态. 而根据假设, g ◦ j 同伦于恒等映射, 它诱导
Hn

(
Dn, Sn−1;R

)
上的恒等同态.这说明 Hn

(
Dn, Sn−1;R

)
是平凡群, 但由链复形短正合列

0 →
(
S
(
Sn−1

)
, ∂S

n−1
)
→
(
S(Dn), ∂D

n
)
→
(
S
(
Dn, Sn−1;R

)
, ∂D

n,Sn−1
)
→ 0

可得长正合列

· · · H̃q

(
Sn−1;R

)
H̃q(Dn;R)︸ ︷︷ ︸

=0

H̃q

(
Dn, Sn−1;R

)

H̃q−1

(
Sn−1;R

)
H̃q−1(Dn;R)︸ ︷︷ ︸

=0

H̃q−1

(
Dn, Sn−1;R

)
· · ·

由此及习题 33可得

Hn

(
Dn, Sn−1;R

)
' H̃n

(
Dn, Sn−1;R

)
' H̃n−1

(
Sn−1;R

)
= R,

矛盾.

习题 32 证明: O(n)是 GL(n,R)的强形变收缩核.
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证明 对任意 A =
(
α1 α2 · · · αn

)
∈ GL(n,R), 作 Gram-Schmidt标准正交化:

βk = αk −
k−1∑
i=1

(
γi
Tαk

)
γi = αk −

k−1∑
i=1

βi
Tαk

βi
Tβi

βi, γk =
1

‖βk‖
βk, k = 1, 2, · · · , n.

A的可逆性保证了 βk 6= 0.由此可得 QR分解

(
α1 α2 · · · αn

)
=
(
γ1 γ2 · · · γn

)
︸ ︷︷ ︸

记作QA∈O(n)


‖β1‖ γ1

Tα2 · · · γ1Tαn

‖β2‖
. . . ...
. . . γn−1

Tαn

‖βn‖


︸ ︷︷ ︸

记作RA

.

令
F (A, t) = QA[(1− t)RA + tIn],

则 F (A, 0) = QARA = A, F (A, 1) = QA ∈ O(n), 且 F (·, t)O(n) = idO(n), ∀t ∈ [0, 1].故 O(n)是 GL(n,R)
的强形变收缩核.

习题 33 计算 H̃q(Sn;R).

解答 分别用 Sn+与 Sn−表示上下半球面 (含赤道), 则 Sn+与 Sn−均为 Sn中闭集, 且 Sn+ ∩ Sn− = Sn−1是它
的一个 (带状)开邻域的强形变收缩核, 因此

{
Sn+, Sn−

}
是一个M–V偶, 从而有Mayer–Vietoris长正合列

· · · H̃q

(
Sn+ ∩ Sn−;R

)
H̃q

(
Sn+;R

)
⊕ H̃q

(
Sn−;R

)︸ ︷︷ ︸
=0

H̃q

(
Sn+ ∪ Sn−;R

)

H̃q−1

(
Sn+ ∩ Sn−;R

)
H̃q−1

(
Sn+;R

)
⊕ H̃q−1

(
Sn−;R

)︸ ︷︷ ︸
=0

H̃q−1

(
Sn+ ∪ Sn−;R

)
· · ·

由此可得 H̃q(Sn;R) ' H̃q−1

(
Sn−1;R

)
.因此

� 当 q = n时, H̃n(Sn;R) ' H̃0

(
S0;R

)
' R.

� 当 q > n时, H̃q(Sn;R) ' H̃q−n
(
S0;R

)
' 0.

� 当 q < n时, H̃q(Sn;R) ' H̃0

(
Sn−q;R

)
= 0.

故

H̃q(Sn;R) =

R, q = n;

0, q 6= n.

习题 34 计算 Hq(Rn,Rn \ {0};R).

解答 考虑包含映射 j : Dn ↪→ Rn 与收缩映射

r : Rn → Dn, x 7→

x, ‖x‖ ⩽ 1,

x
∥x∥ , ‖x‖ > 1.
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由 r ◦ j = idDn 及 j ◦ r ∼ idRn 可知 Rn与 Dn同伦等价, 且还有 r|Rn\{0} ◦ j|Sn = 1与 j|Dn−{0} ◦ r|Rn\{0} ∼
idRn\{0}, 因此 H̃q(Rn,Rn \ {0};R) ' H̃q(Dn,Dn \ {0};R).由正合性公理, 链复形短正合列

0 →
(
S
(
Dn \ {0}, ∂D

n\{0}
))

→
(
S(Dn;R), ∂D

n
)
→
(
S(Dn,Dn \ {0};R), ∂D

n,Dn\{0}
)
→ 0

诱导长正合列

· · · H̃q(Dn \ {0};R) H̃q(Dn;R)︸ ︷︷ ︸
=0

H̃q(Dn,Dn \ {0};R)

H̃q−1(Dn \ {0};R)︸ ︷︷ ︸
≃H̃q−1(Sn−1;R)

H̃q−1(Dn;R)︸ ︷︷ ︸
=0

H̃q−1(Dn,Dn \ {0};R) · · ·

由此及习题 33结论可知

Hq(Rn,Rn \ {0};R) ' H̃q(Rn,Rn \ {0};R) ' H̃q(Dn,Dn \ {0};R) ' H̃q−1

(
Sn−1;R

)
=

R, q = n;

0, q 6= n.

或者更直接地, 由 Dn 是 Rn 的强形变收缩核及 Sn−1 是 Rn \ {0}的强形变收缩核, 可得

· · · H̃q

(
Sn−1;R

)
H̃q(Dn;R) H̃q

(
Dn, Sn−1;R

)
· · ·

· · · H̃q(Rn \ {0};R) H̃q(Rn;R) H̃q(Rn,Rn \ {0};R) · · ·

∼ ∼ Φ

其中每行均为正合列, 从而由五引理可知 Φ是同构, 结合习题 31证明中所得即知

Hq(Rn,Rn \ {0};R) ' H̃q(Rn,Rn \ {0};R) ' H̃q

(
Dn, Sn−1;R

)
' H̃q−1

(
Sn−1;R

)
=

R, q = n;

0, q 6= n.

习题 35 计算 Hq(Hn,Hn \ {0};R), 其中上半空间 Hn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : xn ⩾ 0}.

解答 由链复形短正合列

0 →
(
Hn \ {0}, ∂H

n\{0}
)
→
(
Hn, ∂H

n
)
→
(
Hn,Hn \ {0}, ∂H

n,Hn\{0}
)
→ 0
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可得长正合列

· · · H̃q(Hn \ {0};R) H̃q(Hn;R)︸ ︷︷ ︸
=0

H̃q(Hn,Hn \ {0};R)

H̃q−1(Hn \ {0};R)︸ ︷︷ ︸
≃H̃q−1(Dn−1;R)

H̃q−1(Hn;R)︸ ︷︷ ︸
=0

H̃q−1(Hn,Hn \ {0};R) · · ·

因此
Hq(Hn,Hn \ {0};R) ' H̃q(Hn,Hn \ {0};R) ' H̃q−1

(
Dn−1;R

)
= 0.

习题 36 设 X 是 n维连通无边拓扑流形, x1, x2 ∈ X .证明: 存在同胚 Φ : X → X, 使得 Φ(x1) = x2, 且
Φ ∼ idX .

证明 (1) 令 D = {x ∈ Rn : ‖x‖ ⩽ 1}.下证特殊情形: 任意 x1, x2 ∈ IntD, 存在同胚 ΦD : D → D, 使
得

ΦD(x1) = x2, ΦD ∼ idD, ΦD|∂D = id∂D.

不妨设 x1 6= x2. 由于 X 是连通流形, X 道路连通, 从而可取光滑曲线 γ : [0, 1] → IntD, 满足
γ(0) = x1, γ(1) = x2.取 U 为 γ([0, 1])在 IntD 中的一个邻域, 并构造光滑向量场 V ∈ Γ(D,TD),
使得

V |D−U = 0, V |γ([0,1]) = γ̇.

用 {ϕt : t ∈ R}表示 V 生成的单参数微分同胚群, 即
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

ϕt(γ(s)) = V (γ(s)) = γ̇(s),

ϕ0(γ(s)) = γ(s),

∀s ∈ (0, 1),

且还有
ϕt(γ(s)) = γ(s+ t), s+ t ∈ (0, 1).

令 ΦD = ϕ1, 则 ΦD(x1) = ϕ1(γ(0)) = γ(1) = x2, 且 ΦD ∼ idD, ΦD|∂D = id∂D.

(2) 若 x1, x2 位于同一个坐标卡 (U,ψ)中, 其中 ψ(U) = IntD, 则对 ψ(x1), ψ(x2) ∈ IntD用 (1)构造同
胚 ΦD, 并令

Φ(x) =

x, x /∈ U,

ψ−1 ◦ ΦD ◦ ψ, x ∈ U.

(3) 对于一般情形, 令 γ(x1, x2) 为 X 中连接 x1, x2 ∈ X 的一条曲线, 由紧性可用有限个坐标卡
{(Ui, ψi) : 1 ⩽ i ⩽ m}将其覆盖.由 (2)可在每个坐标卡内构造同胚, 再将这 m个同胚复合即得
所求.

习题 37 设 X2 ⊂ X1, Y2 ⊂ Y1, 且 {X1, Y1}与 {X2, Y2}均为M–V偶.证明: 有长正合列

· · ·Hq(X1 ∩ Y1, X2 ∩ Y2;R) Hq(X1, X2;R)⊕Hq(Y1, Y2;R) Hq(X1 ∪ Y1, X2 ∪ Y2;R)

Hq−1(X1 ∩ Y1, X2 ∩ Y2;R) · · ·
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证明 考虑交换图表

0 0 0

0 Sq(X2 ∩ Y2;R) Sq(X1 ∩ Y1;R) Sq(X1 ∩ Y1, X2 ∩ Y2;R) 0

0 Sq(X2;R)⊕ Sq(Y2;R) Sq(X1;R)⊕ Sq(Y1;R) Sq(X1, X2;R)⊕ Sq(Y1, Y2;R) 0

0 Sq(X2;R) + Sq(Y2;R) Sq(X1;R) + Sq(Y1;R)
Sq(X1;R) + Sq(Y1;R)

Sq(X2;R) + Sq(Y2;R)
0

0 0 0

图中每一行均为正合的, 且由 (绝对同调的)Marer–Vietoris序列可知左边两列中间两个箭头的复合均为
零映射, 从而左边两列均为正合链复形.而最右边一列的中间两个箭头由其左边一列对应的箭头诱导, 从
而它们的复合也为零映射, 因此这一列构成链复形.于是这三列是三个链复形, 这个链复形正合列诱导同
调群的长正合列, 其中每相邻三项中有两项为 0, 从而其余同调群也为 0, 即图中最右边一列的同调群全部
为 0, 这说明这一列也是正合链复形.这个链复形的短正合列诱导同调群的长正合列

Hq(X1 ∪ Y1, X2 ∪ Y2;R)

· · ·Hq(X1 ∩ Y1, X2 ∩ Y2;R) Hq(X1, X2;R)⊕Hq(Y1, Y2;R) Hq

(
S(X1;R) + S(Y1;R)

S(X2;R) + S(Y2;R)

)

Hq−1(X1 ∩ Y1, X2 ∩ Y2;R) · · ·

五引理

习题 38 设 X 为 n维无边流形, XR = {(x, αx) : x ∈ X,αx ∈ Hn(X,X − x;R)}.对任意 X 中开集 U 与
αU ∈ Hn(X,X − U ;R), 定义

〈U,αU 〉 = {(y, αy) : y ∈ U,αy = (jU,y)∗αU}.

证明: 所有这些 〈U,αU 〉构成 XR 的一个拓扑基.

证明 所有这些 〈U,αU 〉的并显然是XR.若 〈U,αU 〉∩〈V, αV 〉 6= ∅,取 (x, α) ∈ 〈U,αU 〉∩〈V, αV 〉.由连续延
拓性,存在 x的开邻域Ux ⊂ U∩V ,使得对任意 y ∈ Ux, (jUx,y)∗ : Hn(X,X−Ux;R) → Hn(X,X−{y};R)
为同构.令 αUx = (jU,Ux)∗αU , 由交换图

(X,X − U) (X,X − V )

(X,X − Ux)

(X,X − {x})

αU

jU,Ux

jU,x

jV,Ux

jV,x

αV

jUx,x

αUx

αx
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可知 αUx
= (jU,Ux

)∗αU = (jUx
, x)−1

∗ αx = (jV,Ux
)∗αV .因此对任意 y ∈ Ux, 有

(jUx,y)∗αUx
= (jU,y)∗αU = (jV,y)∗αV ,

这说明
(jUx,y)∗αUx = (jU,y)∗αU = (jV,y)∗αV .

即 〈Ux, αUx
〉 ⊂ 〈U,αU 〉 ∩ 〈V, αV 〉.故所有这些 〈U,αU 〉构成 XR 的一个拓扑基.

习题 39 设 X 为 n维无边流形, X1 ⊂ X .固定 [c] ∈ Hn(X,X −X1;R), 则

(jX1,·)∗[c] : X1 → XR, x 7→ (x, (jX1,x)∗[c])

是 Γ(X1, XR)中的一个截面.

证明 只需证 x 7→ (jX1,x)∗[x]是连续映射.选取 [c]的代表元 c ∈ Sn(X;R), 则 ∂c ∈ Sn−1(X − X1;R).
由紧支集公理, 存在紧集W ⊂ X − X1, 使得 ∂c ∈ Sn−1(W ;R).令 U = X −W , 则 U 为 X 中开集, 且
U ⊃ X1, ∂c ∈ Sn−1(X − U ;R).取 [c]U ∈ Hn(X,X − U ;R)使得 (jU,X1)∗[c]U = [c].对任意 x ∈ X1, 选取
x的开邻域 Ux ⊂ U , 使得对任意 y ∈ Ux, (jUx,y)∗ 为同构.对任意 y ∈ Ux ∩X1, 有交换图

(X,X − Ux)

(X,X − U) [c]U

(X,X − x) (X,X −X1) (X,X − y)

jUx,x jUx,y

jU,Ux

jU,x

[c]

jX1,x

由于
(jX1,x)∗[c] = (jU,x)∗[c]U = (jUx,x)∗(jU,Ux)∗[c]U .

对任意 y ∈ Ux ∩X1, 有

(jX1,y)∗[c] = (jUx,y)∗(jU,Ux)∗[c]U = (jUx,y)∗(jUx,x)
−1
∗ (jX1,x)∗[c],

这满足定义中的转移关系, 故映射 x 7→ (jX1,x)∗[c]连续.

习题 40 设 X,Y 是 n 维连通 Z-定向光滑紧无边流形, f : X → Y 为光滑映射, y 是 f 的正则值,
f−1(y) = {x1, · · · , xl}.证明:

deg(f) =
l∑

k=1

loc-degxk
(f).

证明 取 y的开邻域 V 使得 f−1(V ) =

l⊔
k=1

Uk, 其中 Uk 为 xk 的邻域, 且这些 Uk 两两不交, f |Uk
为微分

同胚.由于 X −
l⊔

k=1

Uk = X −
l⊔

k=1

Uk ⊂ Int
(
X −

{
f−1(y)

})
, X − UK = X − Uk ⊂ Int(X − {xk}), 我们
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有交换图

Hn

(
X,X −

{
f−1(y)

}
;Z
)

Hn(Y, Y − {y};Z)

Hn

(
l⊔

k=1

Uk,

l⊔
k=1

(Uk − {xk});Z

)

l⊕
k=1

Hn(Uk, Uk − {xk};Z)

l⊕
k=1

Hn(X,X − {xk};Z)

f∗

∼ 切除

∼ 切除

k⊕
k=1

f∗

由此可得

deg(f) =
l∑

k=1

loc-degxk
(f).

习题 41 设 X,Y 是 Hausdorff拓扑空间, X1 ⊂ X, f : X1 → Y 连续.假设 X1 是 X 中开邻域 U 的强形
变收缩核, 证明: Y ⊂ X ∪f Y 也是某个开邻域的强形变收缩核.

证明 由于 U tY 是X tY 中开集, 而由X1 ⊂ U 可得 π−1(π(U tY )) = U tY , 因此 π(U tY )是X ∪f Y
中开集, 它是 π(Y ) ' Y 的开邻域.由于 X1 是 U 的强形变收缩核, 存在连续映射 H : [0, 1]× U → U 使得

H(0, u) = u, H(1, u) ∈ X1, H(t, x) = x, ∀u ∈ U, ∀x ∈ X1, ∀t ∈ [0, 1].

定义映射
H̃ : [0, 1]× (U t Y ) → U t Y,

使得
H̃(t, y) = y, H̃(t, u) = H(t, u), ∀y ∈ Y, ∀u ∈ U, ∀t ∈ [0, 1].

由无交并的拓扑可知 H̃ 连续.由于 H̃(t, ·)在 X1 与 Y 上均为恒等映射, 它可诱导伦移

Ĥ : [0, 1]× π(U t Y ) → π(U t Y ),

且 Ĥ(t, ·)在 π(Y ) ' Y 上为恒等映射, Ĥ(1, ·)的像在 π(Y ) ' Y 中.故 Y ⊂ X ∪f Y 是其开邻域 π(U t Y )

的强形变收缩核.

习题 42 设 X 为 CW复形, 证明: f : X → Y 连续当且仅当 f 限制到 X 的每个闭胞腔上是连续的.

证明 利用 X 中开集的刻画可知

f : X → Y 连续 ⇐⇒ f−1(U)为X 中开集, ∀U 为Y 中开集

⇐⇒
(
πj
)−1(

f−1(U) ∩Xj
)
∩Dj

i︸ ︷︷ ︸
=

(
(f◦πj)|

D
j
i

)−1

(U)

为Dj
i 中开集, ∀U 为Y 中开集, ∀1 ⩽ j ⩽ p+ 1, ∀i ∈ Ij

⇐⇒
(
f ◦ πj

)
|Dj

i
连续, ∀1 ⩽ j ⩽ p+ 1, ∀i ∈ Ij .
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习题 43 给出 CPn 的胞腔分解.

解答 记 D2n = {z = (z0, · · · , zn−1) ∈ Cn : |z| ⩽ 1}为 2n维闭胞腔, π : Cn+1 \ {0} → CPn为商映射.定
义连续映射

h : D2n → Cn+1 \ {0}, (z0, · · · , zn−1) 7→
(
z0, · · · , zn−1,

√
1− |z|2

)
.

考虑复合映射

f = π ◦ h : D2n → CPn, (z0, · · · , zn−1) 7→
[
z0 : · · · : zn−1 :

√
1− |z|2

]
及其在边界 S2n−1 ⊂ D2n 上的限制映射

g = f |S2n−1 : S2n−1 → ι
(
CPn−1

)
, (z0, · · · , zn−1) 7→ [z0 : · · · : zn−1 : 0],

其中
ι : CPn−1 → CPn, [z0 : · · · : zn−1] 7→ [z0 : · · · : zn−1 : 0]

为典范嵌入.下证

f |IntD2n : IntD2n → CPn \ ι
(
CPn−1

)
= {[w0 : · · · : wn−1 : 1] ∈ CPn}

为双射.事实上, 假设 f((z0, · · · , zn−1)) = [w0 : · · · : wn−1 : 1], 则(
z0, · · · , zn−1,

√
1− |z|2

)
=
√
1− |z|2(w0, · · · , wn−1, 1).

记 w = (w0, · · · , wn−1) ∈ Cn, 则由上式可解得

|z|2 =
(
1− |z|2

)
|w|2 =⇒ |z|2 =

|w|2

1 + |w|2
< 1 =⇒ zk =

1√
1 + |w|2

wk, k = 0, · · · , n− 1.

这就说明了 f |IntD2n 为双射.由于CPn是Hausdorff拓扑空间, D2n是紧空间, f |D2n\S2n−1 : D2n \S2n−1 →
CPn \ ι

(
CPn−1

)
为双射, 我们得到同胚 CPn ' D2n ∪g ι

(
CPn−1

)
.故 CPn 有胞腔分解

CPn = e2n ∪ e2(n−1) ∪ · · · ∪ e2 ∪ e0.

习题 44 计算 CPn 的同调群.

解答 由习题 43结果可知 CPn 的胞腔链复形为

W2n+1 W2n W2n−1 W2 W1 W0

· · · 0 R 0 · · · R 0 R 0

由此可见所有边缘算子为零.故 CPn 的同调群为

Hp(CPn;R) '

R, p = 0, 2, · · · , 2n,

0, 其他.

习题 45 给出 RPn 的胞腔分解.
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解答 记 Dn = {x = (x0, · · · , xn−1) ∈ Rn : ‖x‖ ⩽ 1}为 n为闭胞腔, π : Rn+1 \ {0} → RPn 为商映射.定
义连续映射

h : Dn → Rn+1 \ {0}, (x0, · · · , xn−1) 7→
(
x0, · · · , xn−1,

√
1− ‖x‖2

)
.

考虑复合映射

f = π ◦ h : Dn → RPn, (x0, · · · , xn−1) 7→
[
x0 : · · · : xn−1 :

√
1− ‖x‖2

]
及其在边界 Sn−1 ⊂ Dn 上的限制映射

g = f |Sn−1 : Sn−1 → ι
(
RPn−1

)
, (x0, · · · , xn−1) 7→ [x0 : · · · : xn−1 : 0],

其中
ι : RPn−1 → RPn, [x0 : · · · : xn−1] 7→ [x0 : · · · : xn−1 : 0]

为典范嵌入.下证

f |IntDn : IntDn → RPn \ ι
(
RPn−1

)
= {[w0 : · · · : wn−1 : 1] ∈ RPn}

为双射.事实上, 假设 f((x0, · · · , xn−1)) = [y0 : · · · : yn−1 : 1], 则(
x0, · · · , xn−1,

√
1− ‖x‖2

)
=
√
1− ‖x‖2(y0, · · · , yn−1, 1).

记 y = (y0, · · · , yn−1) ∈ Rn, 则由上式可解得

‖x‖2 =
(
1− ‖x‖2

)
‖y‖2 =⇒ ‖x‖2 =

‖y‖2

1 + ‖y‖2
< 1 =⇒ xk =

1√
1 + ‖y‖2

yk, k = 0, · · · , n− 1.

这就说明了 f |IntDn 为双射.由于 RPn 是 Hausdorff拓扑空间, Dn 是紧空间, f |Dn\Sn−1 : Dn \ Sn−1 →
RPn \ ι

(
RPn−1

)
为双射, 我们得到同胚 RPn ' Dn ∪g ι

(
RPn−1

)
.故 RPn 有胞腔分解

RPn = en ∪ en−1 ∪ · · · ∪ e1 ∪ e0.

习题 46 计算 Σg 的同调群.

解答 由 Σg 的多边形表示
a1b−1

1

b−1
g

ag

b1a−1
1

a−1
gbg

· · ·

A

σ 可知 Σ的胞腔分解为 1个 2维胞腔、2g个 1维胞腔和 1
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个 0维胞腔.因此 Σg 的胞腔链复形为

W2 W1 W0

Rσ Ra1 ⊕Rb1 ⊕ · · · ⊕Rag ⊕Rbg RA 0

σ 0

ai 0

bi 0

故 Σg 的同调群为

H2(Σg;R) = Rσ ' R, H1(Σg;R) = R2g, H0(Σg;R) = RA ' R.

习题 47 计算 Klein瓶的同调群.

解答 由 Klein瓶 K 的多边形表示 a a

b

b

σ

A

AA

A

可知 K 的胞腔分解为 1个 2维胞腔、2个 1维胞腔

和 1个 0维胞腔.因此K 的胞腔链复形为

W2 W1 W0

Rσ Ra⊕Rb RA 0

σ 2b

a 0

b 0

故K 的同调群为

H2(K;R) = {rσ : r ∈ R, 2r = 0} ' {r ∈ R : 2r = 0},

H1(K;R) = (Ra⊕Rb)/2Rb ' R⊕ (R/2R),

H0(K;R) = RA ' R.

习题 48 计算透镜空间 Lm(`1, `2) = S3/Zm 的同调群.

解答 根据定义, (`2,m) = 1, 由 Bézout定理, 存在 q1, q2 ∈ Z使得mq1 + `2q2 = 1.观察到

e 2πi
m q2 . (z1, z2) =

(
e 2πi

m q2ℓ1z1, e
2πi
m q2ℓ2z2

)
=
(
e 2πi

m q2ℓ1z1, e
2πi
m (1−mq1)z2

)
=
(
e 2πi

m q2ℓ1z1, e
2πi
m z2

)
,

因此
Lm(`1, `2) = Lm(`1q2, 1).
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由 (`1,m) = 1与 (q2,m) = 1可得 (`1q2,m) = 1, 故通过令 ` = `1q2 可将所考虑的轨道空间简化为

Lm(`, 1), 1 ⩽ ` ⩽ m, (`,m) = 1. (48–1)

记圆周 C =
{
(0, z2) ∈ S3 ⊂ C2

}
, 并取 C 上m等分点 vj = e 2πi

m j (下标 0 ⩽ j ⩽ m− 1在模m意义下取),
并将 vj 与 vj+1 之间的劣弧称为第 j 条边.对每个 j, 令

D2
j =

{
cos θ(0, vj) + sin θ(z, 0) : z ∈ S1, θ ∈

[
0, π2

]}
=
{
(sin θz, cos θvj) : z ∈ S1, θ ∈

[
0, π2

]}
,

D3
j =

{
(sin θz, cos θvj) : z ∈ S1, θ ∈

[
0, π2

]
, v ∈ 第 j 条边

}
.

根据 (48–1), Zm-作用恰将 D2
j 映为 D2

j+1, 将 D3
j 映为 D3

j+1, 因此我们可选取其中一个基本区域, 如 D2
j

与 D2
j+1 所夹区域, 作为代表元 (如图 1中、右两图所示), 并考察其边界的粘贴情况.

图 1: 透镜空间 (引自 https://math.stackexchange.com/a/3541172/1295235)

再次由 (48–1)可知, 代表元两个边界圆盘的对应关系由“水平方向的镜面反射与绕图 1中轴旋转
2πℓ
m 的复合”给出, 其中 ` = `1q2如前所述.由此可知 Lm(`1, `2) = Lm(`, 1)的胞腔分解为 3, 2, 1, 0维胞腔
各 1个, 且由图 1可知 Lm(`1, `2)的胞腔链复形为

W3 W2 W1 W0

Re3 Re2 Re1 Re0 0

e3 0

e2 me1

e1 0

故 Lm(`1, `2)的同调群为

H3(Lm(`1, `2)) = Re3 ' R,

H2(Lm(`1, `2)) =
{
re2 : r ∈ R, mr = 0

}
= {r ∈ R : mr = 0},

H1(Lm(`1, `2)) = Re1/mRe1 ' R/mR,

H0(Lm(`1, `2)) = Re0 ' R.
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习题 49 验证 Kronecker映射 k满足自然性: 设有链映射 φ :
(
C, ∂C

)
→
(
D, ∂D

)
, 则下图交换:

Hp(D;N) HomR(Hp(D), N)

Hp(C;N) HomR(Hp(C), N)

k

ϕ∗
(ϕ∗)

#

k

证明 对任意 [zp] ∈ Hp(D;N), 取代表元 zp ∈ HomR(Dp, N), 并取 φ∗[zp] ∈ Hp(C;N) 的代表元
φ#zp ∈ HomR(Cp, N).对任意 [xp] ∈ Hp(C),取代表元 xp ∈ Cp,并取 φ∗[xp] ∈ Hp(D)的代表元 φxp ∈ Dp.
我们有

〈kφ∗[zp], [xp]〉 =
〈
φ#zp, xp

〉
= 〈zp, φxp〉,〈

(φ∗)
#k[zp], [xp]

〉
= 〈k[zp], φ∗[xp]〉 = 〈zp, φxp〉,

故 k ◦ φ∗ = (φ∗)
# ◦ k.

习题 50 考虑 Moore 空间 X = M(Zm, n) = Dn+1 ∪g Sn, 其中粘贴映射 g : BdDn+1 → Sn 满足
deg(g) = m.设 f : X → X/Sn 为商映射.

(1) 计算 Hp(X/Sn;Z).

(2) 计算 Hp(X;Z).

(3) 验证当 p = n+ 1时, 以下万有系数定理的自然性图表不是典范可裂的:

0 ExtZ(Hn(X/Sn;Z),Z) Hn+1(X/Sn;Z) HomZ(Hn+1(X/Sn;Z),Z) 0

0 ExtZ(Hn(X;Z),Z) Hn+1(X;Z) HomZ(Hn+1(X;Z),Z) 0

ExtZ(f∗,Z) f∗
(f∗)

#

解答 (1) 由构造知 X/Sn ' Sn+1, 因此由习题 33结果知

Hp(X/Sn;Z) ' Hp

(
Sn+1;Z

)Z, p = 0或n+ 1,

0, 其他.

(2) Dn+1 提供 n + 1 维胞腔, Sn 提供 n 维胞腔和 0 维胞腔, 因此 X 的胞腔分解为 en+1, en, e0. 由
deg(g) = m可知 X 的胞腔链复形为

Wn+2 Wn+1 Wn Wn−1 W0

· · · 0 Zen+1 Zen 0 · · · Ze0 0

en+1 men

en 0

e0 0
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故 X 的同调群为

Hp(X;Z) =


Zm, p = n,

Z, p = 0,

0, 其他.

(3) 由 (1)(2)知

Hn(X/Sn;Z) = 0, Hn+1(X/Sn;Z) = Z, Hn(X;Z) = Zm, Hn+1(X;Z) = 0.

于是可求得题干中图表的第 2, 4列为

ExtZ(Hn(X/Sn;Z),Z) = ExtZ(0,Z) = 0, HomZ(Hn+1(X/Sn;Z),Z) = HomZ(Z,Z) ' Z,

ExtZ(Hn(X;Z),Z) = ExtZ(Zm,Z) ' Z/mZ = Zm, HomZ(Hn+1(X;Z),Z) = HomZ(0,Z) = 0.

由此可知 ExtZ(f∗,Z)为零映射.此外, 由万有系数定理, 上述图表中两行均为可裂的短正合列, 因此

Hn+1(X/Sn;Z) ' Z, Hn+1(X;Z) ' Zm.

由 (2)知 Hn+1(X,Z) = 0, 因此 f∗ 为零映射, 进而 (f∗)
# 亦为零映射.

另一方面, 由上同调的正合性公理, 有长正合列

· · · Hn+1(Sn;Z) Hn+1(X;Z) Hn+1(X, Sn;Z) · · ·

Hn+1(X/Sn;Z)
f∗ ∼

也即

0 Zm Zf∗

故 f∗ 为满射.题干中万有系数定理的自然性图表为:

0 0 Z Z 0

0 Zm Zm 0 0

0 f∗
0

这里用虚线画出了由可裂性给出的两个映射.假如它们是典范的, 则如下方块交换:

Z Z

Zm 0

f∗
0

但这是不可能的, 因为上方的虚线箭头非平凡且左侧的 f∗ 为满射, 而右侧为零映射.

习题 51 计算 Hp
(
RP 2;N

)
.
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解答 由 RP 2 的多边形表示 b b

a

a

A

A B

B

σ 可知 RP 2 的胞腔分解为 1个 2维胞腔、2个 1维胞腔和 2

个 0维胞腔.因此 RP 2 的胞腔链复形为

W2 W1 W0

Rσ Ra⊕Rb RA⊕RB 0

σ 2(a+ b)

a B −A

b A−B

用 HomR(·, N)函子作用后, 由

〈δϕ, a〉 =
〈
−∂#ϕ, a

〉
= −〈ϕ, ∂a〉 = ϕ(A−B) = ϕ(A)− ϕ(B), ∀ϕ ∈ HomR(W0, N),

〈δϕ, b〉 =
〈
−∂#ϕ, b

〉
= −〈ϕ, ∂b〉 = ϕ(B −A) = ϕ(B)− ϕ(A), ∀ϕ ∈ HomR(W0, N),

〈δψ, σ〉 =
〈
∂#ψ, σ

〉
= 〈ψ, ∂σ〉 = ψ(2(a+ b)) = 2ψ(a+ b), ∀ψ ∈ HomR(W1, N)

可得上链复形

0 HomR(W0, N) HomR(W1, N) HomR(W2, N) 0

(ϕ(A), ϕ(B)) (ϕ(A)− ϕ(B), ϕ(B)− ϕ(A))

(ψ(a), ψ(b)) 2ψ(a+ b)

故 RP 2 的上同调模为

H0
(
RP 2;N

)
= {ϕ ∈ HomR(W0, N) : ϕ(A) = ϕ(B)} ' N,

H1
(
RP 2;N

)
=

{ψ ∈ HomR(W1, N) : 2[ψ(a) + ψ(b)] = 0}
{ψ ∈ HomR(W1, N) : ψ(a) + ψ(b) = 0}

' {n ∈ N : 2n = 0},

H2
(
RP 2;N

)
= HomR(W2, N)/2HomR(W2, N) ' N/2N.

习题 52 计算 Hp(Σg;N).

解答 习题 46中已经计算出 Σg 的胞腔链复形, 用 HomR(·, N)函子作用后, 由

〈δϕ, ai〉 =
〈
−∂#ϕ, ai

〉
= −〈ϕ, ∂ai〉 = −ϕ(0) = 0, ∀ϕ ∈ HomR(W0, N), 1 ⩽ i ⩽ g,

〈δϕ, bi〉 =
〈
−∂#ϕ, bi

〉
= −〈ϕ, ∂bi〉 = −ϕ(0) = 0, ∀ϕ ∈ HomR(W0, N), 1 ⩽ i ⩽ g,

〈δψ, σ〉 =
〈
∂#ψ, σ

〉
= 〈ψ, ∂σ〉 = ψ(0) = 0, ∀ψ ∈ HomR(W1, N)

可得上链复形

0 HomR(W0, N) HomR(W1, N) HomR(W2, N) 0
0 0
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故 Σg 的上同调模为

H0(Σg;N) = HomR(W0, N) ' N,

H1(Σg;N) = HomR(W1, N) ' N ⊕ · · · ⊕N︸ ︷︷ ︸
2g

,

H2(Σg;N) = HomR(W2, N) ' N.

习题 53 验证奇异上链的上积满足上边缘公式:

δ(α ∪ β) = (δα) ∪ β + (−1)pα ∪ (δβ), ∀α ∈ Sp(X;R), ∀β ∈ Sq(X;R).

证明 对任意 p+ q + 1维奇异单形 σ : ∆p+q+1 → X, 我们有

〈δ(α ∪ β), σ〉 =
〈
(−1)p+q+1∂#(α ∪ β), σ

〉
= (−1)p+q+1〈α ∪ β, ∂σ〉

=(−1)p+q+1

p+q+1∑
i=0

(−1)i〈α ∪ β, σ ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep+q+1)〉

=(−1)p+q+1

(
p∑
i=0

(−1)i(−1)pq〈α, σ ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep+1)〉〈β, σ ◦ `(ep+1, · · · , ep+q+1)〉

+

p+q+1∑
i=p+1

(−1)i(−1)pq〈α, σ ◦ `(e0, · · · , ep)〉〈β, σ ◦ `(ep, · · · , êi, · · · , ep+q+1)〉


=(−1)p+q+pq+1

(〈
α,

p∑
i=0

(−1)iσ ◦ `(e0, · · · , êi, · · · , ep+1)

〉
〈β, σ ◦ `(ep+1, · · · , ep+q+1)〉

+ 〈α, σ ◦ `(e0, · · · , ep)〉

〈
β,

p+q+1∑
i=p+1

(−1)iσ ◦ `(ep, · · · , êi, · · · , ep+q+1)

〉
=(−1)p+q+pq+1

(〈
α, ∂(p+1σ)− (−1)p+1

pσ
〉
〈β, σq〉+ (−1)p〈α, pσ〉〈β, ∂(σq+1)− σq〉

)
=(−1)(p+1)(q+1)

(
〈α, ∂(p+1σ)〉〈β, σq〉+ (−1)p〈α, pσ〉〈β, σq〉

+ (−1)p〈α, pσ〉〈β, ∂(σq+1)〉 − (−1)p〈α, pσ〉〈β, σq〉
)

=(−1)(p+1)(q+1)[〈α, ∂(p+1σ)〉〈β, σq〉+ (−1)p〈α, pσ〉〈β, ∂(σq+1)〉]

=(−1)(p+1)q(−1)p+1〈α, ∂(p+1σ)〉〈β, σq〉+ (−1)p(−1)p(q+1)〈α, pσ〉(−1)q+1〈β, ∂(σq+1)〉

=(−1)(p+1)q
〈
(−1)p+1∂#α, p+1σ

〉
〈β, σq〉+ (−1)p(−1)p(q+1)〈α, pσ〉

〈
(−1)q+1∂#β, σq+1

〉
=〈(δα) ∪ β, σ〉+ (−1)p〈α ∪ (δβ), σ〉.

由 σ的任意性即得
δ(α ∪ β) = (δα) ∪ β + (−1)pα ∪ (δβ).

习题 54 计算 X = S1 ∨ S1 ∨ S2 的上同调模及环结构.

解答 X 的胞腔分解为 1个 2维胞腔、2个 1维胞腔和 1个 0维胞腔, 胞腔链复形为

W2 W1 W0

R R⊕R R 0
0 0
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故 X 的同调群为
H2(X;R) = R, H1(X;R) = R⊕R, H0(X;R) = R.

它们均是自由的, 因此由万有系数定理可得 X 的上同调模:

H2(X;N) ' HomR(R,N) ' N,

H1(X;N) ' HomR(R⊕R,N) ' N ⊕N,

H0(X;N) ' HomR(R,N) ' N.

当 N = R时, 为计算 X 的上同调环结构, 考虑其对应的单纯剖分K:

d

ef

a

b

c
A

σ

� 用 σi (i = 1, 2, 3, 4)记图中所有 2-单形, 则 [σi]
∗ 给出 C2(K;R) = Z2(K;R)的基.由于任意两个邻

接的 2-单形对应的对偶基相差一个上边缘 (即它们的公共边对应的对偶基在 δ下的像), 因此可取定
一个 2-单形 σ, 以其对应的对偶基 [σ]∗ 作为 H2(X;R)的生成元.

� 由于 [a+ b+ c]与 [d+ e+ f ]是 H1(X;R)的生成元, 而 δ[b]∗ = 0 = δ[e]∗, 且有

〈[b]∗, a+ b+ c〉 = 1, 〈[b]∗, d+ e+ f〉 = 0,

〈[e]∗, a+ b+ c〉 = 0, 〈[e]∗, d+ e+ f〉 = 1,

因此 [b]∗ 与 [e]∗ 是 H1(X;R)的生成元.

� H0(X;R)的生成元为 [εK ] :=
∑

v∈K:dim v=0

[v]∗.

由分次结构, 为确定 X 的上同调环结构, 仅需求一阶元的上积.由于 2-单形仅在 S2 中, 我们得到

[b]∗ ∪ [b]∗ = 0, [e]∗ ∪ [e]∗ = 0, [b]∗ ∪ [e]∗ = 0.

故
H∗(X;R) = R[εK ]⊕R[b]∗ ⊕R[e]∗ ⊕R[σ]∗,

且这是平凡环, 即正维数的上同调类的两两上积均为 0.

习题 55 对 Klein瓶K, 证明:

(1) H∗(K;Z2) ' Z2[x, y]/
〈
x3, y2, x2 − xy

〉
.

(2) H∗(K;Z) ' Z[y, z]/
〈
y2, 2z, z2, yz

〉
.

证明 在习题 21中已求得K 的同调群

H2(K;R) = {r ∈ R : 2r = 0}, H1(K;R) = R⊕R/2R, H0(K;R) = R.
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课上已求得K 的上同调环 (假设 R为 PID)

H2(K;R) = R/2R, H1(K;R) = R⊕ {r ∈ R : 2r = 0}, H0(K;R) = R.

为计算其环结构, 考虑K 的一个单纯剖分:

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

⟲

v5

v7

⟲

v6

v8

⟲

⟲

⟲

⟲

v0 v1 v2 v0

v3 v4

v4 v3

v0 v1 v2 v0e1 e2 e3

e4

e5

e6

e1 e2 e3

e6

e5

e4

令

z1 = [v3, v4]
∗ + [v5, v4]

∗ + [v5, v7]
∗ + [v6, v7]

∗ + [v6, v8]
∗ + [v4, v8]

∗,

w1 = [v1, v2]
∗ + [v5, v2]

∗ + [v5, v6]
∗ + [v7, v6]

∗ + [v7, v8]
∗ + [v1, v8]

∗,

则有

δz1 =[v5, v3, v4]
∗ + [v8, v3, v4]

∗ + [v3, v5, v4]
∗ + [v7, v5, v4]

∗ + [v4, v5, v7]
∗ + [v6, v5, v7]

∗

+ [v5, v6, v7]
∗ + [v8, v6, v7]

∗ + [v7, v6, v8]
∗ + [v4, v6, v8]

∗ + [v6, v4, v8]
∗ + [v3, v4, v8]

∗

=2[v8, v3, v4]
∗

与

δw1 =[v5, v1, v2]
∗ + [v8, v1, v2]

∗ + [v1, v5, v2]
∗ + [v6, v5, v2]

∗ + [v2, v5, v6]
∗ + [v7, v5, v6]

∗

+ [v5, v7, v6]
∗ + [v8, v7, v6]

∗ + [v6, v7, v8]
∗ + [v1, v7, v8]

∗ + [v7, v1, v8]
∗ + [v2, v1, v8]

∗

=0.

由于 R 是 PID, 存在 r0 ∈ R, 使得 {r ∈ R : 2r = 0} = Rr0. 于是 δ(r0z
1) = 2r0[v8, v3, v4]

∗ = 0, 且对
H1(K;R)的生成元 [e1 + e2 + e3]与 [e4 + e5 + e6], 有〈

r0z
1, e1 + e2 + e3

〉
= 0,

〈
r0z

1, e4 + e5 + e6
〉
= r0,〈

w1, e1 + e2 + e3
〉
= 1,

〈
w1, e4 + e5 + e6

〉
= 0.

因此
H1(K;R) = R⊕ {r ∈ R : 2r = 0} ' R

[
w1
]
⊕R

[
r0z

1
]
.

由于任意两个邻接的 2-单形对应的对偶基相差一个上边缘 (即它们的公共边对应的对偶基在 δ 下的像),
因此

H2(K;R) = R/2R ' (R/2R)[[v0, v3, v1]
∗].
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此外, H0(K;R)的生成元为 [εK ] :=
∑

v∈K:dim v=0

[v]∗, 即

H0(K;R) = R[εK ].

选取 r0z
1 与 w1 对应 1-单形“重叠区域”中的 2-单形 (按顶点次序排序), 由

〈(
r0z

1
)
∪ w1, [v5, v6, v7]

〉
= −

〈
r0z

1, [v5, v6]
〉〈
w1, [v6, v7]

〉
= −0 · (−1) = 0,〈(

r0z
1
)
∪ w1, [v6, v7, v8]

〉
= −

〈
r0z

1, [v6, v7]
〉〈
w1, [v7, v8]

〉
= −r0 · 1 = −r0

可知 (
r0z

1
)
∪ w1 = −r0[v6, v7, v8]∗ ∼ −r0[v0, v3, v1]∗.

同理, 由

〈(
r0z

1
)
∪
(
r0z

1
)
, [v3, v4, v5]

〉
= −

〈(
r0z

1
)
, [v3, v4]

〉〈(
r0z

1
)
, [v4, v5]

〉
= −r0 · (−r0) = r20,〈(

r0z
1
)
∪
(
r0z

1
)
, [v4, v5, v7]

〉
= −

〈(
r0z

1
)
, [v4, v5]

〉〈(
r0z

1
)
, [v5, v7]

〉
= −(−r0) · (r0) = r20,〈(

r0z
1
)
∪
(
r0z

1
)
, [v5, v6, v7]

〉
= −

〈(
r0z

1
)
, [v5, v6]

〉〈(
r0z

1
)
, [v6, v7]

〉
= −0 · r0 = 0,〈(

r0z
1
)
∪
(
r0z

1
)
, [v6, v7, v8]

〉
= −

〈(
r0z

1
)
, [v6, v7]

〉〈(
r0z

1
)
, [v7, v8]

〉
= −r0 · 0 = 0,〈(

r0z
1
)
∪
(
r0z

1
)
, [v4, v6, v8]

〉
= −

〈(
r0z

1
)
, [v4, v6]

〉〈(
r0z

1
)
, [v6, v8]

〉
= −0 · r0 = 0,〈(

r0z
1
)
∪
(
r0z

1
)
, [v3, v4, v8]

〉
= −

〈(
r0z

1
)
, [v3, v4]

〉〈(
r0z

1
)
, [v4, v8]

〉
= −r0 · r0 = −r20

可知

(
r0z

1
)
∪
(
r0z

1
)
= r20([v3, v4, v5]

∗ + [v4, v5, v7]
∗ − [v3, v4, v8]

∗)

= r20([v3, v4, v5]
∗ − [v5, v4, v7]

∗ − [v3, v4, v8]
∗)

∼ r20([v0, v3, v1]
∗ − [v0, v3, v1]

∗ − [v0, v3, v1]
∗)

= −r20[v0, v3, v1]∗.

由

〈
w1 ∪ w1, [v1, v2, v5]

〉
= −

〈
w1, [v1, v2]

〉〈
w1, [v2, v5]

〉
= −1 · (−1) = 1,〈

w1 ∪ w1, [v2, v5, v6]
〉
= −

〈
w1, [v2, v5]

〉〈
w1, [v5, v6]

〉
= −(−1) · 1 = 1,〈

w1 ∪ w1, [v5, v6, v7]
〉
= −

〈
w1, [v5, v6]

〉〈
w1, [v6, v7]

〉
= −1 · (−1) = 1,〈

w1 ∪ w1, [v6, v7, v8]
〉
= −

〈
w1, [v6, v7]

〉〈
w1, [v7, v8]

〉
= −(−1) · 1 = 1,〈

w1 ∪ w1, [v1, v7, v8]
〉
= −

〈
w1, [v1, v7]

〉〈
w1, [v7, v8]

〉
= −0 · 1 = 0,〈

w1 ∪ w1, [v1, v2, v8]
〉
= −

〈
w1, [v1, v2]

〉〈
w1, [v2, v8]

〉
= −1 · 0 = 0

可知

w1 ∪ w1 = [v1, v2, v5]
∗ + [v2, v5, v6]

∗ + [v5, v6, v7]
∗ + [v6, v7, v8]

∗

= −[v1, v5, v2]
∗ + [v2, v6, v5]

∗ − [v5, v7, v6]
∗ + [v6, v8, v7]

∗

∼ −[v0, v3, v1]
∗ + [v0, v3, v1]

∗ − [v0, v3, v1]
∗ + [v0, v3, v1]

∗

= 0.
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故
H∗(K;R) = R[εK ]⊕R

[
w1
]
⊕R

[
r0z

1
]
⊕ (R/2R)[[v0, v3, v1]

∗],

且其乘法表 (省略单位元)为

∪
[
w1
] [

r0z
1
]

[[v0, v3, v1]
∗][

w1
]

0 r20 (mod 2R)[[v0, v3, v1]]
∗

0[
r0z

1
]

r20 (mod 2R)[[v0, v3, v1]]
∗

r20 (mod 2R)[[v0, v3, v1]]
∗

0

[[v0, v3, v1]
∗] 0 0 0

(1) 当 R = Z2 时,

H∗(K;Z2) ' Z2[εK ]⊕ Z2

[
w1
]
⊕ Z2

[
z1
]
⊕ Z2[[v0, v3, v1]

∗]

' Z2[x, y]/
〈
x3, y2, x2 − xy

〉
,

其中同构关系为
x↭

[
z1
]
, y ↭

[
w1
]
, x2 = xy ↭ [[v0, v3, v1]

∗].

(2) 当 R = Z时, 由于 Z是整环, {r ∈ R : 2r = 0} = {0}, 因此 r0 = 0, 从而

H∗(K;Z) ' Z[εK ]⊕ Z
[
w1
]
⊕ Z2[[v0, v3, v1]

∗]

' Z[y, z]/
〈
y2, 2z, z2, yz

〉
,

其中同构关系为
y ↭

[
w1
]
, z ↭ [[v0, v3, v1]

∗].

习题 56 验证奇异链水平上的卡积满足边缘公式:

∂(α ∩ c) = (δα) ∩ c+ (−1)pα ∩ (∂c), ∀α ∈ Sp(X;R), ∀c ∈ Sn(X;R).

证明 对任意 β ∈ Sn−p−1(X;R), 我们有

〈β, ∂(α ∩ c)〉 =
〈
∂#β, α ∩ c

〉
=
〈(
∂#β

)
∪ α, c

〉
= (−1)n−p〈(δβ) ∪ α, c〉

= (−1)n−p
〈
δ(β ∪ α)− (−1)n−p−1β ∪ (δα), c

〉
= (−1)p

〈
∂#(β ∪ α), c

〉
+ 〈β ∪ (δα), c〉

= (−1)p〈β ∪ α, ∂c〉+ 〈β, (δα) ∩ c〉

= 〈β, (−1)pα ∩ ∂c〉+ 〈β, (δα) ∩ c〉

= 〈β, (δα) ∩ c+ (−1)pα ∩ (∂c)〉.

由 β 的任意性即得证.

习题 57 验证 Hp(X,X1;R)×Hn(X,X1;R)
∩
Hn−p(X;R)的良定性.

证明 对任意 α ∈ Sp(X,X1;R), 〈α, Sp(X1;R)〉 = 0.由卡积的等价定义, 对任意 σ ∈ Sn(X1)与 r ∈ R,

α ∩ (σ ⊗ r) = (−1)p(n−p)n−pσ〈α, σp〉r = 0.
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因此在链水平上有如下良定映射:

Sp(X,X1;R)× Sn(X,X1;R)
∩
Sn−p(X;R).

进一步地, 若 c ∈ Zn(X,X1;R), 即 ∂c ∈ Sn−1(X1;R), 则有

∂(α ∩ c) = (δα) ∩ c+ (−1)p α ∩ (∂c)︸ ︷︷ ︸
=0

= (δα) ∩ c.

于是卡积在以下两个情形下也是良定的:

Zp(X,X1;R)× Zn(X,X1;R)
∩
Zn−p(X;R),

Bp(X,X1;R)× Zn(X,X1;R)
∩
Bn−p(X;R).

此外, 还有

Zp(X,X1;R)×Bn(X,X1;R)
∩

0.

故卡积可定义在相对 (上)同调水平上:

Hp(X,X1;R)×Hn(X,X1;R)
∩
Hn−p(X;R).

习题 58 设 (I,⩽) 为正向集, {Mi, ϕj,i} 为链复形的正向系统, 其中 ϕj,i : Mi → Mj 为链映射, 则有
R-模同构

Hp

(
lim−→
i∈I

Mi;R

)
∼ lim−→

i∈I
Hp(Mi;R).

证明 根据条件, 有交换图表

· · · Mi,p Mi,p−1 · · ·

· · · Mj,p Mj,p−1 · · ·

φj,i

∂i,p

φj,i

∂j,p

记M = lim−→
i∈I

Mi.对任意m ∈Mp, 存在 i ∈ I 与mi ∈Mi,p, 使得m = ϕi(mi).定义 ∂p(m) = ϕi ◦ ∂i,p(mi),

这是良定的 (不依赖于 i的选取), 因为对任意满足 i ⩽ j 的 j ∈ I, 均有

ϕj ◦ ∂j,p ◦ ϕj,i(mi) = ϕj ◦ ϕj,i ◦ ∂i,p(mi) = ϕi ◦ ∂i,p(mi).

如此定义的 ∂p 显然是模同态.对任意m ∈Mp, 存在 i ∈ I, 使得m = ϕi(mi), 从而

∂p−1 ◦ ∂p(m) = ∂p−1(ϕi ◦ ∂i,p(mi))
∂p−1 的定义

ϕi ◦ ∂i,p−1 ◦ ∂i,p(mi) = ϕi(0) = 0.

故 (M,∂)也是一个复形.由于取正向极限保持正合性, 对正合列

0 ker ∂i,p Mi,p Mi,p−1
包含 ∂i,p
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取正向极限可得正合列

0 lim−→
i∈I

ker ∂i,p Mp Mp−1

ker ∂p

包含 ∂p

同样地, 对正合列

Mi,p+1 im ∂i,p+1 0
∂i,p+1

取正向极限可得正合列

Mp+1 lim−→
i∈I

im ∂i,p+1 0
∂p+1

由此可得
im ∂p+1 = lim−→

i∈I
im ∂i,p+1.

故我们得到

Hp(M ;R) = ker ∂p/ im ∂p+1 =

(
lim−→
i∈I

ker ∂i,p

)/(
lim−→
i∈I

im ∂i,p+1

)
.

另一方面, 对正合列

0 im ∂i,p+1 ker ∂i,p Hp(Mi) 0
包含 πp

取正向极限可得正合列

0 lim−→
i∈I

im ∂i,p+1 lim−→
i∈I

ker ∂i,p lim−→
i∈I

Hp(Mi) 0
包含 π

于是得到 R-模同构

lim−→
i∈I

Hp(Mi;R) '

(
lim−→
i∈I

ker ∂i,p

)/(
lim−→
i∈I

im ∂i,p+1

)
' Hp(M ;R).

习题 59 设M 为紧带边流形, 边界为 BdM , 内部为 IntM =M − BdM .证明:

Hq
c (IntM ;R) = Hq(M,BdM ;R).

证明 用 BdM × [0, δ)表示 BdM 在M 中的管状邻域.对任意 IntM 中紧集 K, 取 ε > 0充分小, 使得
K ⊂ M − BdM × [0, ε).由于M − BdM × [0, ε)为M 中闭集, 而M 为紧流形, 因此M − BdM × [0, ε)

为M 中紧集,也即 IntM − BdM × (0, ε)为 IntM 中紧集.因此

Hq
c (IntM ;R) = lim−→

ε→0+

Hq(IntM, IntM − (IntM − BdM × (0, ε));R)

= lim−→
ε→0+

Hq(IntM,BdM × (0, ε);R).

另一方面, 由于 BdM ⊂ BdM × [0, ε), 由切除定理, 我们有

Hq(M,BdM × [0, ε);R) ' Hq(IntM,BdM × (0, ε);R).
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而 BdM 是 BdM × [0, ε)的强形变收缩核, 因此

Hq(M,BdM × [0, ε);R) ' Hq(M,BdM ;R).

综上所述, 我们有
Hq
c (IntM ;R) ' Hq(M,BdM ;R).

习题 60 设 X =

∞⋃
i=1

Ui, 其中 U1 ⊂ U2 ⊂ · · · 为 X 中一族开集.证明:

lim−→
i

Hq
c (Ui;R) = Hq

c (X;R).

证明 由于

Hq
c (Ui;R) = lim−→

K⋐Ui

Hq(Ui, Ui −K;R)
切除

lim−→
K⋐Ui

Hq(X,X −K;R),

而由 Ui ⊂ Uj (∀i ⩽ j)可知 Ui 中的紧集也是 Uj 中的紧集, 即对 i ⩽ j, 有如下交换图表:

Hq
c (Ui;R) Hq

c (Uj ;R)

Hq
c (X;R)

因此存在模同态
Φ : lim−→

i

Hq
c (Ui;R) → Hq

c (X;R).

下证 Φ既单又满, 从而 Φ是模同构.

(1) 对任意 [c] ∈ Hq
c (X;R), 由紧支上同调的定义, 存在 X 中紧集 K 与 [cK ] ∈ Hq(X,X −K;R), 使得

ϕK [cK ] = [c].而对这个紧集 K, 存在 i1 < · · · < iN , 使得 K ⊂
iN⋃
i=1

Ui, 从而 K 为 UiN 中紧集.于是

由如下交换图表可知 Φ为满射.

Hq(X,X −K;R)

Hq
c (UiN ;R) Hq

c (X;R)

lim−→
i

Hq
c (Ui;R)

φK

φiN ,K

[cK ]

ϕiN ,K [cK ] [c]

Φ

(2) 假设 [c] ∈ lim−→
i

Hq
c (Ui;R)满足 Φ[c] = 0, 则存在 i与 [ci] ∈ Hq

c (Ui;R), 使得 ϕi[ci] = [c].进而存在

Ui 中紧集 Ki 与 [cKi
] ∈ Hq(X,X −Ki;R), 使得 ϕi,Ki

[cKi
] = [ci].由假设, Φ ◦ ϕi ◦ ϕi,Ki

[cKi
] = 0,

因此存在 X 中包含 Ki 的紧集 K 与 [cK ] ∈ Hq(X,X −K;R), 使得 [cK ] = 0.取充分大的 iN 使得
K ⊂ UiN , 则 [ciN ] := ϕiN ,K [cK ] = 0.于是 ϕi[ci] = ϕiN [ciN ] = 0, 即 Φ是单射.
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习题 61 设 X =

∞⋃
i=1

Ui, 其中 U1 ⊂ U2 ⊂ · · · 为 X 中一族开集.证明:

lim−→
i

Hn−q(Ui;R) = Hn−q(X;R).

证明 {Hn−q(Ui;R) : i ∈ N}在包含映射下显然构成一个正向系统, 包含映射诱导模同态

φ : lim−→
i

Hn−q(Ui;R) → Hn−q(Xi;R).

下证 Φ既单又满, 从而 Φ是模同构.

(1) 对任意 [z] ∈ Hn−q(X;R), 取其代表元 z ∈ Sn−q(X;R).存在 X 中紧集K, 使得 z ∈ Sn−q(K;R).取
充分大的 iN ,使得K ⊂ IiN ,则 z ∈ Sn−q(UiN ;R).取 [z]iN ∈ Hn−q(UiN ;R),使得 (jiN ,X)∗[z]iN = [z].
于是 φ(ϕiN [z]iN ) = (jiN ,X)∗[z]iN = [z], 即 φ为满射.

(2) 假设 [y] ∈ lim−→
i

Hn−q(Ui;R) 满足 φ[y] = 0, 则存在充分大的 i 与 [yi] ∈ Hn−q(Ui;R), 使得 [yi] :=

(ji,N )∗[yi] = 0.因此存在 z ∈ Sn−q+1(X;R),使得 yi = ∂z.取充分大的 iN ,使得 z ∈ Sn−q+1(UiN ;R),
则 (ji,iN )∗[yi] = 0 ∈ Hn−q(UiN ;R), 故 [y] = 0, φ是单射.
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